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Avant-propos 


Présentation générale. 


Conseils de travail. 


À propos du choix d’exercices. 


Cet ouvrage de la collection Méthodes et exercices traite de l’intégra- 
lité du programme de physique et de chimie des filières MP et MP*. 
Chacun des 18 chapitres est divisé en quatre parties (le chapitre 19 
est un formulaire de mathématiques). 


Les méthodes à retenir : chaque chapitre commence par plusieurs 
fiches structurées avec des rappels de cours synthétiques, des 
méthodes de raisonnement ou de calcul, un exemple complet 
et un renvoi aux exercices concernés. 


Énoncés des exercices : des énoncés d’exercices d’application du 
cours et de nombreux exercices inspirés d’écrits et d’oraux de 
concours sont proposés. Ils sont affectés d’un niveau de diffi- 
culté, de 1 à 4. 


Du mal à démarrer ? : des indications de méthode ou de calcul sont 
données à l’image de celles qui seraient données en colle ou à 
l'oral des concours. 


Corrigés des exercices : les solutions détaillées sont entièrement 
rédigées. 


Nous vous encourageons à adopter une discipline de travail rigou- 
reuse. Vous ne devez jamais oublier que c’est en faisant qu’on 
apprend. Lire un énoncé puis son corrigé est absolument contre- 
productif, et même si vous avez l'impression de « tout comprendre » 
(ce qui est flatteur pour le rédacteur de la solution !) vous n'appren- 
drez presque rien, et surtout vous ne retiendrez rien. Un exercice 
est fait pour être cherché, longuement, avec application, puis rédigé 
complètement, applications numériques, commentaires et conclu- 
sions compris. Si vous ne trouvez pas la réponse, cherchez encore. 
Si vous ne trouvez toujours pas, reportez-vous à la fiche méthode et 
réessayez en profitant des rappels et conseils qui y sont donnés. Si 
vous ne trouvez toujours pas, reportez-vous à l’aide donnée dans la 
rubrique « Du mal à démarrer ? ». Si vous n’avez que partiellement 
trouvé, laissez-vous un peu de temps encore, une nuit de repos, et 
cherchez encore le lendemain, c’est souvent profitable. Enfin, vous 
pouvez consulter le corrigé, sans oublier qu’avoir réellement compris 
une solution, c’est être capable, une heure, une semaine ou un an 
après, de la restituer. 


Les exercices ont été choisis pour couvrir tout le programme et 
tous les styles : certains sont calculatoires, d’autres plus qualitatifs, 
d’autres encore à forte composante documentaire (c’est alors men- 
tionné dans le titre) avec une volonté dans cet ouvrage de proposer 
beaucoup de lectures graphiques (schémas, diagrammes, cartes de 
champ, de potentiel). Certains exercices, qui demandent une initia- 
tive particulière de modélisation, de choix d’hypothèses, d’organisa- 
tion du raisonnement, sont estampillés « résolution de problème ». 


iX 


Quelques données plus techniques. 


En guise de conclusion. 


Les grandeurs complexes sont soulignées, les grandeurs vecto- 
rielles surmontées d’une flèche, les vecteurs unitaires notés ü. 
L'imaginaire pur est noté i en électromagnétisme dans l'étude des 
ondes et en physique qauntique, et j dansles chapitres d'électricité 
pour éviter la confusion avec l'intensité. 

Nous avons délibérément omis de fournir les lois d'analyse vecto- 
rielle dans le corps des exercices, afin d'éviter de donner ainsi une 
indication trop précise. Nous avons ainsi respecté la convention de 
l'écrit des concours, où la liste des formules utiles est toujours don- 
née avant ou après l'énoncé. 

Un formulaire de mathématiques utiles à la physique est proposé 
à la fin de l'ouvrage. 

Il en est de même pour les formules de trigonométrie et les élé- 
ments différentiels de longueur, de surface et de volume pour les 
intégrales spatiales. 

Un index complet est proposé à la toute fin de ce livre. 


Nous espérons que cet ouvrage vous aidera à réussir le mieux possible 
les épreuves de physique des concours et nous vous souhaitons bon 
courage pour votre travail. 


Première partie 


Mécanique 
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CHAPITRE 


Référentiels non galiléens 


Thèmes abordés dans Les exercices 


Référentiel galiléen. 

Composition des vitesses et des accélérations. 

Point coïncident. 

Vitesse d’entraînement, vitesse relative. 

Accélération d'entraînement, accélération relative, accélération de Coriolis. 
Loi de la quantité de mouvement en référentiel non galiléen. 

Force d'inertie d'entraînement (référentiel en translation). 

Force d'inertie d'entraînement (référentiel en rotation uniforme). 

Force d'inertie de Coriolis. 

Champ de pesanteur. 
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Points essentiels du cours pour la résolution des exercices 


+ Exprimer et exploiter les lois de composition des vitesses et des accélérations. 
+ Étudier le mouvement d’un point dans un référentiel en translation. 

< Étudier le mouvement d’un point dans un référentiel en rotation uniforme. 

< Étudier le mouvement d’un point dans le référentiel terrestre. 


Chapitre 1 Référentiels non galiléens 


Les méthodes à retenir 


Exprimer et exploiter les lois de 
composition des vitesses et des 
accélérations. 


Soit Æ, un référentiel muni d’un point fixe O, (il sera galiléen dans 
l'étude mécanique des paragraphes suivants), Z un référentiel en 
mouvement par rapport à %9 muni d’un point fixe O et M un point 
matériel. La loi de composition des vitesses donne la relation entre 
la vitesse absolue de M dans %, et sa vitesse relative dans Z 





dO5M dOM 
Da = va | | et 5,500 [ON] 
dt ” dt ” 


La loi de composition des accélérations donne la relation entre l’ac- 
célération absolue de M dans %, et son accélération relative dans Z 





_ d?05M _— d'OM 
aan 00 (EE) et2, = aa 00=| Pr2 


Seuls deux cas précis sont au programme. 

a) À est en translation par rapport à Z, à la vitesse d'entraînement 
D, = V, vitesse de O dans Æ, et d'accélération d'entraînement & = À, 
accélération de O dans %. 





Da = Det Dr | D, (M) = V + (M) 
âge (M) = À + à (M) 


Le sens physique de ces lois est assez simple. Quand on se déplace 
dans un train en translation, notre vitesse dans le référentiel terrestre 
est la somme de la vitesse du point du train où nous posons le pied, 
c'est-à-dire la vitesse du train car il est en translation, et de notre vi- 
tesse par rapport au train. Il en est de même pour les accélérations. 
b) Z est en rotation uniforme autour d’un axe fixe À de Z,, à la vi- 
tesse angulaire Ô = Qä. Le point coïncident de M à la date ft est le 
point fixe P de Z par lequel passe M. On note H le projeté orthogonal 
de M sur A. 
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Référentiels non galiléens Chapitre 1 








| A 
! 
l 
H:. 
— [ 
Q : 
ie 5 M 
0-0 __"# 
ae ” D, (M) = G À OM + 5% (M) 
Ga = âm (P) + Àc + Àr à (M) = -QHM + 20 À HM + äy (M) 
Le terme 
&e = -QHM 


est l'accélération d'entraînement centripète de P, cohérente avec son 
mouvement circulaire uniforme autour de H. Le terme 


äc = 20 À HM 


est l'accélération de Coriolis, son sens physique est assez complexe 
et dans une approche pragmatique, on peut dire qu’il n’a pas d'intérêt 
immédiat pour la réussite aux concours. 


Exemple : 


Une rivière forme un référentiel Z en translation rectiligne 
uniforme à la vitesse V = Vä, dans le référentiel terrestre 
Ro. Un bateau à moteur M de vitesse maximale vx veut 
traverser la rivière selon l’axe ä, perpendiculaire à la ri- 
vière dans le référentiel terrestre. Pour celà, il doit naviguer 
à une vitesse v, dans le référentiel de la rivière faisant un 
angle à avec ü,. 





B 
| 
Û 
| 
I 
| 
=>\ À : 
— Vr i 
U, I = 
: I V 
U 
Û 
| 
Û 
A 








Chapitre 1 Référentiels non galiléens 


Étudier le mouvement d’un point dans 
un référentiel en translation. 


La loi de composition des vitesses donne 


Da = V + D, soit vaty = Vi — v,sinaü,+v,cosaü, 
v,sina=V 
Va = VF COS 


donc 


Le problème n'est donc possible que si v, > V, donc 
Umax > V. En effet, dans le cas contraire, même à pleine vi- 
tesse, le bateau ne peut remonter le courant et dérive par 
rapport à [AB]. Si cette condition est vérifiée, alors 











+ Exercice 1.1. 


Soit Z9 un référentiel galiléen et Z un référentiel en translation par 
rapport à Z0 à la vitesse d'entraînement V et avec l'accélération d’en- 
traînement À par rapport à Z0. O est un point fixe de Z. Un point 
matériel M de masse m est étudié dans le référentiel Z, ses vecteurs 
position, vitesse relative et accélération relative sont 


— _  {doM d?0M 
OM, [+ aa, = | | 





dt dt? 


La loi de la quantité de mouvement dans le référentiel non galiléen % 
est analogue à celle énoncée dans un référentiel galiléen, à condition 
d'ajouter au forces la force d'inertie d'entraînement 


D f+ fr = mûr avec fe = -mä, =-mA 


La confusion entre l'accélération du référentiel À et celle de M dans le 
référentiel est une faute rédhibitoire. Nous préconisons la méthode 
suivante pour l'étude rigoureuse d’un problème de mécanique du 
point dans un référentiel non galiléen en translation. 
a) On définit le référentiel d'étude et on précise qu’il est «non galiléen 
en translation ». 
b) On fait un schéma. 
c) On définit le repère de projection cartésien ou cylindrique. 
d) On écrit dans la base choisie les composantes des vecteurs de ciné- 
matique 

OM, 5,, à, et À 


et on identifie les conditions initiales sur ces vecteurs. 
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Référentiels non galiléens Chapitre 1 


e) On écrit dans la base choisie les composantes des vecteurs forces 
réelles et de la force d'inertie d'entraînement 


fet fie =-mÀ 


f) On en déduit par projections sur les axes du repère un ensemble 
d'équations différentielles dont la résolution est un problème de ma- 
thématiques. 
La loi du moment cinétique est elle aussi inchangée, le moment en O 
de la force d'inertie d'entraînement est le même que pour toute autre 
force . 

Mo(fie) =OMA Jie 


La loi de l'énergie mécanique peut être appliquée en définissant 
l'énergie potentielle d'inertie d'entraînement (voir exercice 1.3) mais 
celle-ci n’est pas au programme. 


Exemple : 


Un pendule élastique est formé d’un ressort de constante 
de raideur k, de longueur à vide {, et d’un point matériel M 
de masse m coulissant sur un axe (O, x) horizontal en étant 
soumis à un frottement visqueux fo =-hù. Ce dispositif 
est embarqué dans un train en accélération uniforme ho- 
rizontale constante À = Aü,. On note x(#) l’abscisse de M. 
a) Le référentiel d'étude est le référentiel non galiléen du 
train en translation. 

b) Voici le schéma du dispositif et des forces (à l'exception 
de la force de frottement). 





iN 


Fil x À. 














"“P 


c) Le repère de projection est (O, ü,, ü,). 
d) Les vecteurs cinématiques sont 














—| x | X _|Ààx >| A 

OM 0 ? V, 0 ? à; 0 et À 0 
e) Les vecteurs forces sont 
| —k(x—-£o) >| —-hx >| -mA 2|0 = | 0 
Flo fr fel H mg SUN 























Chapitre 1 Référentiels non galiléens 


Étudier le mouvement d’un point dans 
un référentiel en rotation uniforme. 


f) Voici les projections sur les deux axes 


—k(x-0o)-hi-mA=mX [ mi+hi+kx=k(£-7À) 
—-mg+N=0 N=mg 


L'équation différentielle vérifiée par x est celle d’un oscilla- 
teur amorti, l’abscisse d'équilibre est xeq = € — ra, le ré- 
gime (pseudo-périodique, critique, apériodique) dépend 
du signe du discriminant de l’équation caractéristique as- 
sociée à l'équation homogène À = h? -4km. 








+ Exercices 1.2, 1.3, 1.4, 1.5. 


Soit Zo un référentiel galiléen et Z un référentiel en rotation uni- 
forme par rapport à un axe À fixe de Z, passant par O, à la vitesse 
angulaire Ô = Qü\. Un point matériel M de masse m est étudié dans 
le référentiel Z, ses vecteurs position, vitesse relative et accélération 
relative sont 


ais () _ . 
 Vr=l——] età=|——— 
dt |, ar |, 


Soit H le projeté orthogonal de M sur l’axe A. La loi de la quantité de 
mouvement dans le référentiel non galiléen Z est analogue à celle 
énoncée dans un référentiel galiléen, à condition d’ajouter au forces 
la force d'inertie d'entraînement et la force d'inertie de Coriolis 


D f+ fie fie = mä, avec fie = Lies mOHM . 
fie=-mMmâc=-2mMmOQA D, 

La force d'inertie d'entraînement est dite axifuge (ce terme est pré- 
férable au terme usuel « centriguge ») car elle tend à faire fuir M de 
l’axe (et non pas du centre O). Nous préconisons la méthode suivante 
pour l'étude rigoureuse d’un problème de mécanique du point dans 
un référentiel non galiléen en rotation. 

a) On définit le référentiel d'étude et on précise qu’il est «non galiléen 
en rotation ». 

b) On fait un schéma. 

c) On définit le repère de projection cartésien ou cylindrique. 

d) On écrit dans la base choisie les composantes des vecteurs de ci- 
nématique OM, HM, D,, à, et Ô eton identifie les conditions initiales 
sur ces vecteurs. 

e) On écrit dans la base choisie les composantes des vecteurs forces 
réelles, de la force d'inertie d'entraînement et de la force d'inertie de 


Coriolis. _ 
f, fie = MŸHM, fi = -2mÔA 5, 


© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit. 
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f) On en déduit par projections sur les axes du repère un ensemble 
d'équations différentielles dont la résolution est un problème de ma- 
thématiques. 

La loi du moment cinétique est elle aussi inchangée, le moment en O 
des forces d'inertie d'entraînement et de Coriolis sont les mêmes que 
pour toute autre force 


Mo(Ée) = OM À fe et Mo(fe) = OM A 


La loi de l’énergie mécanique peut être appliquée en remarquant que 
la force d'inertie de Coriolis, orthogonale au vecteur vitesse relative, 
ne travaille pas et en définissant l’énergie potentielle d'inertie d’en- 
traînement (voir exercice 1.7) mais celle-ci n’est pas au programme. 


Exemple : 


Un point matériel coulisse sans frottement sur une tige ho- 
rizontale (O, x) animée d’un mouvement de rotation uni- 
forme autour de l’axe vertical (O, z) à la vitesse angulaire Q. 
Un ressort de longueur à vide £, et de constante de raideur 
k a une extrémité fixe en O et son autre extrémité reliée à 
M. On note x(f) l’abscisse de M sur l’axe. 

a) On travaille dans le référentiel non galiléen en rotation 
de la tige. Dans celui-ci, la masse a un mouvement recti- 
ligne. 

b) Voici le schéma du dispositif. 


F Az 














c) On travaille dans le repère cartésien (O, x, y, 2). 
d) Voici les composantes des vecteurs cinématiques. 


ue 
OM=HM=|0 5,|0 à, Ô 
0 
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Chapitre 1 Référentiels non galiléens 


e) Voici les composantes du poids et de la force de rappel 
du ressort. 
0 —Kk(x-—{o) 
PI'0 F| 0 
mg 0 


En l'absence de frottements, l’action de la tige sur M est 
orthogonale à la tige, c’est donc la somme d’une force nor- 
male verticale N qui compense le poids et d’une force nor- 
male horizontale $ qui compense la force d'inertie de Co- 
riolis 


= 


N 


720 
ui 
sue 


Les forces d'inertie s’écrivent 
Je = mO2HM = mO? xü, et 
0 


fce=-2mÔA5,=| -2mOi 
0 


f) La loi de la quantité de mouvement s'écrit 


P+F+N+S+ fi + fie = Mä, donc 


—k(x 5) + mOx= mi & + 08 (1- L) x = 0800 
S—-2mQx=0 OU4 S—=2mOi ° 
N-—mg=0 N = mg 

avec Wo = E, pulsation propre de l’oscillateur élastique 


en référentiel galiléen. Deux cas sont possibles. 
e SiQ < w, le coefficient de x est positif et l'équation diffé- 
rentielle en x est celle d’un oscillateur harmonique de pul- 


sation propre 
o2 
O1 = Oo l— > 
6 


eSiQ > w,, le coefficient de x est négatif et l'équation diffé- 
rentielle en x est celle d’un oscillateur hyperbolique, dont 
la solution diverge quand f — co. La force d'inertie axifuge 
est trop forte pour être compensée par la force de rappel 
du ressort et la masse s'éloigne indéfiniment, jusqu’à la li- 
mite élastique du ressort. 








—> Exercices 1.6, 1.7, 1.8, 1.9, 1.10, 1.11, 1.12, 1.13. 
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Étudier le mouvement d’un point dans 
le référentiel terrestre. 


Référentiels non galiléens Chapitre 1 


Le référentiel géocentrique est galiléen en bonne approximation. Le 
référentiel terrestre est en rotation uniforme autour de l'axe des 
pôles, à la vitesse angulaire 

27 

Q=—=7,29-10 ° rad-s ! 

Ts 
T, = 86 164 s est le jour sidéral. Le référentiel terrestre n’est donc pas 
galiléen. On doit donc prendre en compte la force d'inertie d’entraîne- 
ment axifuge et la force d'inertie de Coriolis pour les points matériels 
évoluant à proximité de la surface terrestre. 


a) Le poids est la somme de la force de gravitation dirigée vers le 
centre de la Terre et de la force d'inertie d'entraînement 





+ + 2 Gmrm . —— 
PE fe+ fie= 5 hr + MOHM 
T 
PE + = mT Dr. 
soit P = mg avec £ = — ü, + Q°HM 
T 


b) La force d'inertie de Coriolis n’a d’effet significatif que pour les 
objets dont la vitesse est grande (plus de 50 ou 100 m:s"!) ou sur 
des durées importantes (plus d’une heure) 


fe =-2mOA D, 


où D, est la vitesse relative, donc mesurée dans le référentiel ter- 
restre. Comme les axes du repère d'étude sont en général définis 
par rapport à l'horizontale et à la verticale du lieu du laboratoire, il 
faut au préalable projeter le vecteur Q (qui est selon l’axe sud-nord 
des pôles) dans ce repère, en utilisant l'angle À appelé latitude. 


Exemple : 


Le rayon terrestre au pôle sud est Rp = 6 357 km et en un 
point de l'équateur RE = 6 378 km. La constante de gra- 
vitation est & = 6,674:10 1! kg-!.m°$.s 2? et la masse de 
la Terre est mr = 5,972 : 10% kg. La ville de Limoges est 
presque sur le 45ième parallèle et le rayon terrestre y vaut 
Ri = 6371 km. Évaluons le champ de pesanteur en ces trois 
points. 
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e Au pôle sud, on est sur l’axe de rotation, donc la force 
d'inertie d'entraînement axifuge est nulle et le poids est 
égal à la force de gravitation, soit 
@Gmr _2 
&s = 3 = 9,863 m:s 
Rp 





e Sur l'équateur, la force d'inertie d'entraînement axifuge 
est verticale vers le haut donc 


Gmr 


Re OR = 9,798 — 0,034 = 9,755 ms ? 
E 





&8E — 


- À Limoges, la force de gravitation est dirigée vers le centre 
de la Terre et a pour norme furav = —— = 9,8195:m. Le 
rayon du cercle décrit par Limoges lorsque la Terre tourne 
est HL = R;, cos à = 4 504 km. La force d'inertie d’entraîne- 
ment axifuge a donc pour norme 


fie = mOHL = 0,024-m 
La somme vectorielle des deux vecteurs donne un vecteur 


qui est dirigé vers un point de l’axe des pôles un peu plus 
au sud que le centre de la Terre. On en déduit la norme 


T2 T\2 
g= (9,8195 —0,024cos =) + (0,024sin =) =9,803m:s ? 








— Exercices 1.14, 1.15, 1.16, 1.17, 1.18, 1.19, 1.20. 
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Énoncés des exercices 


Composition des vitesses, des accélérations 

Un manège est en rotation uniforme à la vitesse angulaire & = wü. À la date { = 0, 
8 = 0 et l’axe (O,X) dessiné sur le plateau coïncide avec l’axe (O, x) du sol, l’axe (O, Y) 
dessiné sur le plateau coïncide avec l'axe (O, y) du sol, et les axes verticaux (O,2) et 
(O, z) sont confondus. 


zÂZ 








PA 





Un promeneur, initialement en O, marche sur le plateau du manège à la vitesse rela- 
tive constante Ÿ, = voüx dans le référentiel du manège. On exprimera tous les vec- 
teurs dans la base (üx, üy, Uz). 


a) Déterminer les coordonnées de ses vecteurs vitesse relative et d'entraînement à 
la date t. En déduire celles du vecteur vitesse absolue. 


b) Déterminer les coordonnées de ses vecteurs accélération relative, d’entraîne- 
ment et de Coriolis à la date f. 


c) Établir les équations horaires x(f) et y(f) du mouvement du promeneur. 


d) Vérifier les lois cinématiques de composition des vitesses et des accélérations en 
retrouvant les coordonnées de 5, et äa. 


Étude d’un pendule simple dans un référentiel en translation 


Un pendule simple est formé d’un fil inextensible de masse nulle et de longueur L, 
et d’un point matériel M de masse m. Son extrémité O est accrochée au plafond d’un 
train en accélération uniforme horizontale constante À = Aü. L'angle d'inclinaison 
du fil est notée @(f). 





O 


M À 
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a) Établir l'équation différentielle vérifiée par O(r) en utilisant la loi de la quantité de 
mouvement. 


b) Établir l'équation différentielle vérifiée par @(f) en utilisant la loi du moment 
cinétique en O. 


c) Déterminer l'angle d'équilibre eq. 


d) On étudie les petites oscillations autour de la position d'équilibre en posant 
A() = Beq + EP) avec e(#) € 1 


Établir l'équation différentielle vérifiée par e(f) et en déduire la période T des 
petites oscillations. 


Introduction à l'énergie potentielle d'inertie d'entraînement 


Un référentiel Z est en translation rectiligne d’accélération constante À = Aÿüx par 
rapport à un référentiel galiléen Z0. Un point matériel de masse m est répéré par 
x 
OM=| y dans. 
Z 


a) Donner l'expression de la force d'inertie d'entraînement ñ e Subie par M dans %. 


b) Cette force dérive de l'énergie potentielle d’inertie d'entraînement Ep;, avec 


0EPie 

es + À. 
Jie = —grad Epie = — = 
0Epie 

Ôz 





Déterminer l'expression de Ep;, en prenant la référence en x = 0. 


c) Un pendule simple est formé d’un fil inextensible de masse nulle et de longueur 
L, et d’un point matériel M de masse m. Son extrémité O est accrochée au pla- 
fond d’un train en accélération uniforme horizontale constante À = Aÿ,. L'angle 
d’inclinaison du fil est notée G(f). 





, M rs 
O(1) + 











i) Donner l'expression de l'énergie potentielle résultante des différentes forces 
conservatives en fonction de 0. 

ii) Déterminer la valeur de l’angle d'équilibre 0eq grâce à l'étude de l'énergie 
potentielle. 


iii) Établir l'équation différentielle vérifiée par O(f) en écrivant la conservation 
de l'énergie mécanique. 
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Sismographe 

Un sismographe est constitué d’un boîtier parallélépipédique posé à même le sol, 
et qui bouge avec lui. Un ressort de masse négligeable, de longueur à vide £o, de 
constante de raideur k, est accroché au couvercle supérieur. Un mobile ponctuel M, 
de masse m, y est accroché et coulisse sur un axe vertical en subissant une force 
de frottement fluide linéaire, de coefficient À. On repère la position de M par sa cote 
mesurée sur un axe vertical (O, z) dirigé vers le haut, l’origine O étant un point fixe du 
boîtier correspondant à la position d'équilibre au repos du mobile. Lors d’un séisme, 
le sol a un mouvement d’oscillation verticale dans le référentiel terrestre supposé 
galiléen : le boîtier a un mouvement sinusoïdal d'amplitude H et de pulsation w. 


z boîtier 





ressort 


masse 


_ position d'équilibre | 


au repos Oo 





vibration 
| d’amplitude H 
de pulsation @ 














Établir l'équation différentielle vérifiée par z et en déduire l'amplitude des oscilla- 
tions de la masse en fonction de w. Conclure sur la fonction du sismographe. 


Mouvement dans une nacelle de grande roue 

Une nacelle dans une grande roue est une cabine restant toujours horizontale, dont 
l'extrémité supérieure P est animée d’un mouvement circulaire uniforme de centre 
C, de rayon R à la vitesse angulaire Q. On repère la position de la capsule par l'angle 
0 = Q1f entre la verticale et CP. 


























© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit. 


— 
Ho 
E 
EE ul 
u, 
= 
u 
D : 
Î FX — 
—— 
[ \ Uy 
“celle nacelle 











(vue agrandie) 


15 


Chapitre 1 Référentiels non galiléens 


16 


On travaillera successivement dans la base (ü;,,, do) et (üx, üy) et on donne 


a) 


b) 
c) 
d) 


e) 
f) 
8) 


ü = cosOü, +sinOü, et üg = -sinOü;+cosOùy 


Le vecteur position de P dans le référentiel terrestre galiléen %9 est CP. Déter- 
miner son vecteur vitesse V et son vecteur accélération À dans 9 dans la base 
(ir, üp) puis dans la base (üx, üy) en fonction de t (on rappelle que 0 = Qf où Q 
est une constante). 

Le référentiel Z de la nacelle est-il galiléen ou pas ? 

Est-il en rotation ou en translation ? 

Un mobile M de masse m est posé sur le sol de la nacelle où il glisse. Sa position 
est donc repérée par OM = yüy. Écrire la loi de la quantité de mouvement ap- 
pliquée à M dans le référentiel Z en supposant qu’en plus des forces réelles et 
d'inertie, il subit une force de frottement -aÿ. 


À quelle condition sur R, Q et g M ne décolle-t-il jamais ? 
Écrire dans ce cas l'équation différentielle vérifiée par y. 


Donner l'expression de l'amplitude Y, des oscillations de M en régime sinusoïdal 
forcé. 


Expulsion centrifuge 


Sur une tige rectiligne horizontale OE de longueur L, définissant l’axe (O, x), un point 
matériel M de masse mn coulisse sans frottement. Cette tige est reliée à un arbre verti- 
cal (O, z) qui l’entraîne dans un mouvement de rotation uniforme de vecteur rotation 
Q=Q%z. 


a) 
b) 


c) 


Établir l'équation différentielle vérifiée par x(f). 

Résoudre cette équation en prenant comme condition initiale à 1=0 :x=0et 
X= Vo. 

En déduire la date ff à laquelle M quitte la tige en x = L (on pourra utiliser l’in- 


connue auxiliaire E = e{2f et la vitesse x à cette date. 
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Bague coulissant sur un cerceau en rotation 


Un point matériel M de masse m s'apparente à une bague qui coulisse sans frotte- 
ment sur le pourtour d’un cerceau de centre O et de rayon R. 
a) Le cerceau tourne autour d’une de ses tangentes verticales formant l’axe Z, à la 


vitesse angulaire Q. On pose OM = Rä, et on travaille dans le référentiel non gali- 
léen en rotation du cerceau. 











Établir l'équation différentielle vérifiée par 0 : Rô = -gsin0 + RQ?(1 + sin) cos®. 
Décrire comment on pourraît déterminer la ou les position(s) d'équilibre puis étu- 
dier les petites oscillations autour de celle(s)-ci. 


b) Le cerceau tourne autour d’un de ses diamètres verticaux formant l’axe (0,2), à 
la vitesse angulaire Q. On pose OM = Rä, et on travaille dans le référentiel non 
galiléen en rotation du cerceau. 


AZ 


X 
= 








Ce à 





i) Dans le référentiel en rotation, on note H le projeté orthogonal de M et on 
pose HM = pü,. Donner l’expression de la force d'inertie d'entraînement su- 





bie par M. 
ii) Cette force dérive de l’énergie potentielle d'inertie d'entraînement Ep;, avec 
Ée = — — £ ip. En déduire Ep;, en prenant la référence sur l’axe en p = 0. 


iii) Déterminer les angles correspondant à l'équilibre et discuter leur stabilité 
selon la valeur de Q. 
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Régulateur à boules 


Dans le dispositif suivant, les diverses tiges ont une longueur d et une masse négli- 
geable. Les trois billes ont une masse m. Le resort a une constante de raideur k et une 
longueur à vide 2d. Le système tourne à vitesse angulaire constante Q. 


4d 











On admet l'expression de l'énergie potentielle d'inertie d'entraînement : 
L O2 
Epie =— 3 mO°HM 


où H est le projeté orthogonal de M sur l’axe. Déterminer la ou les valeurs de 6 à 
l'équilibre. 


Oscillations en étoile 


Un mobile M de masse m est accroché au bout d’un fil inextensible de longueur 

Let dont l'extrémité supérieure est fixe en haut d’un mât, lui-même solidaire d’un 
plateau tournant à la vitesse angulaire @ = Qä,. Les oscillations du pendule sont 
de très petite amplitude et on peut supposer que M reste dans le plan horizontal 
(H, x, y) ; on travaillera donc dans la base cylindrique (H, ü;, üg) dans le référentiel 
en rotation. 
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a) Montrer que la force du fil dans le plan d'évolution de M s'écrit en valeur appro- 
chée f=-TE ü,. 
b) Établir le système d'équations différentielles vérifiées par r(f) et O(#). 


c) Vérifier que @(f) = —-Qf est acceptable. À quel mouvement très simple correspond 
ce cas particulier ? En déduire l'équation vérifiée par r(f) dans ce cas et la ré- 
soudre. 


d) On relève une trajectoire en forme de rosace à six pétales. En déduire une relation 
entre les différents paramètres. 


Orbite circulaire 


Un corps ponctuel de masse m est satellisé en mouvement circulaire uniforme de 
rayon r et de période T autour du centre O d’un astre à symétrie sphérique de masse 
ma. Le référentiel astro-corps est le référentiel en rotation autour de l’axe (0, 2) or- 
thogonal au plan de la trajectoire de M, et dans lequel celui-ci est fixe. En traduisant 
l'équilibre de M dans ce référentiel, établir la troisième loi de Kepler. 


Simulateur de gravité 


Pour remédier aux troubles physiques que ressentent les astronautes en apesanteur, 
on envisage d’équiper une navette spatiale d’un module simulateur de gravité. Il est 
constitué d’un tore de section rectangulaire, de rayons intérieur r1 et extérieur r, 
creux, d'épaisseur des parois e. Ce tore tourne autour de son axe à la vitesse angu- 
laire Q. Un point M est repéré, dans le référentiel du simulateur, en coordonnées 
cylindriques dans la base (ü;., üo). 
























































B 





La navette est en voyage intersidéral à vitesse constante, loin de tout astre massif. 


a) Donner l'expression de Q qui permet de simuler la gravité terrestre g9 dans le 
module en rotation. Faire l'application numérique avec r1 = 15 m, r2 = 20 m, 


e=1,0 met gp =10 ms 2. 


b) Décrire qualitativement le mouvement et les sensations physiques d’un astro- 
naute qui saute « verticalement ». 


c) Étudier complètement les forces subies par un astronaute qui court à la vitesse 
Tao 
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Points de Lagrange 
On considère deux étoiles de même masse ms en interaction gravitationnelle, dont 
la distance d reste constante. On peut démontrer dans ce cas que leurs centres O1 et 
O2 ont des mouvements circulaires uniformes de centre I, milieu fixe de ces points, 
de période 
d3 
2% ms 





Une planète assimilée à un point matériel M de masse m ms estsoumise à l’attrac- 
tion gravitationnelle de ces deux étoiles. On se place dans le référentiel non galiléen 
de centre I en rotation uniforme autour de l’axe (I, z) orthogonal au plan d'évolution 
des centres de deux étoiles, et dans lequel ces deux points sont immobiles. 


Ày 





e 
e 
= 





a) On place M sur l'axe (I, x), à l’abscisse x. Justifier l'existence de trois positions 
d'équilibre de la planète. Justifier qualitativement que ces trois points, nommés 
points de Lagrange L1, L2 et L3, sont instables vis-à-vis de leur mouvement sur 
l'axe (I, x). 


b) On place M au point J tel que (0102J) est un triangle équilatéral direct. Montrer 
que c’est une position d'équilibre. 

c) Jest le quatrième point de Lagrange, L4. Le cinquième point L; est le symétrique 
de L4 par rapport à I. Dans le référentiel en rotation, l'énergie potentielle de M est 
la somme des énergies potentielles de gravitation exercées par les deux étoiles et 
de l'énergie potentielle d'inertie d'entraînement axifuge. Quand on trace en trois 
dimensions la surface d’équation Z = Ep(x, y), la position L4 correspond à un 
maximum absolu local. Pourtant, c’est une position d'équilibre stable pour des 
petits mouvements. Justifier cette affirmation en étudiant qualitativement les pe- 
tits mouvements d'un mobile initialement placé en L4, auquel on communique 
une vitesse initiale dans le plan (I, x, y). Complément culturel : /a théorie la plus 
communément admise par les astrophysiciens, au sujet de l'émergence de la Lune 
est la suivante : une planète de masse proche de celle de Mars 6:10 kg ?), appe- 
lée Theia, s'est formée en L4 du système Soleil-Terre, mais en a été délogée par les 
perturbations gravitationnelles des autres planètes, elle s'est écrasée sur la Terre, et 
les éclats de cet impact se sont rassemblés puis refroidis pour former la Lune. 
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Forces de marée 


La lune est assimilée à un corps sphérique de centre Or, de rayon RL = 1,73: 106 m 
et de masse my = 7,35: 1022 kg. Elle est en orbite circulaire de rayon 


rl = OrOL = 3,85: 108 m 


et de période Tr, = 27,5 j = 2,38-10$ s autour de la Terre elle-même sphérique, im- 
mobile de masse mr = 5,98- 1024 kg et de rayon Rr = 6,38: 106 m. Dans le référentiel 
géocentrique Z supposé galiléen, le centre de la Lune est en mouvement circulaire 
uniforme. Le référentiel Zr1. dans lequel le centre de la Terre Or et celui de la Lune 
OL sont immobiles est non galiléen, en rotation uniforme à la vitesse angulaire 


Que 64107 rades 1 
TL 
par rapport à Z. On s'intéresse à deux plaques du sol lunaire, assimilées à des points 
immobiles de même masse m, Z et E, alignées avec Or et Or, Z du côté de la face 
visible de la Lune, E du côté de la face cachée. On exprimera les vecteurs forces dans 
la base (U x U y). 





is 
(6 : | . 
ES À 
TL _ 
a) La Lune est immobile dans le référentiel Zrr.. En déduire l'identité rL O2 = en 
L 


b) Donner, pour Z puis pour E, l'expression des trois forces à distance qu'ils 
subissent : 
- la force de gravitation exercée par la Terre ; 
- la force de gravitation exercée par la Lune ; 
+ la force d'inertie d'entraînement 
en fonction des différentes variables de l'énoncé. 


c) Pour un corps M à la surface de la Lune, on appelle forces de marée f »(M) la 
résultante de la force de gravitation exercée par la Terre et de la force d'inertie 
d'entraînement. Établir que 








E: 2. [FL=RL rl 
(2) = mr | == = | 
Pre “l % (rL — RL)? 
—# rL+RL r2 
et fmE=mMmÈn —_—— —— ü 
TL (rL +Ri) 








d) On suppose RL < r[. Donner une expression approchée des forces de marée, 
montrer qu’elles ont tendance à soulever les plaques de la surface lunaire et cal- 
culer numériquement leur valeur pour m = 1 kg. Conclure. 
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Différence d’appui sur les rails 


Un train de 500 tonnes se déplace du sud vers le nord à vitesse constante de l’ordre 
de 50 m:s71 en France au voisinage du 45ième parallèle. Estimer la valeur de la force 
traduisant la différence d'appui entre le rail gauche et le rail droit. Voici l'allure de la 
situation sur le globe terrestre et une vue de face avec le détail des roues sur les rails. 


vue de face 





























rail droit rail gauche 


Rotation des cyclones 


Une dépression importante se crée en un point de l'hémisphère nord. Les vents 
convergent à grande vitesse vers ce point. Dans quelles directions respectives sont 
déviés le vent qui vient du nord, celui qui vient de l’est, celui qui vient du sud, celui 
qui vient de l’ouest ? Dans quel sens le cyclone tourne-t-il vu depuis un satellite ? 


Vents dominants dans l'hémisphère nord 


On adopte un point de vue très simple pour modéliser les vents dominants dans l’hé- 

misphère nord. Entre le tropique du Cancer et l'équateur, l'air surchauffé monte en 
altitude. Ce mouvement crée une dépression en basse altitude qui provoque un vent 
thermique du nord vers le sud en basse altitude. L'air chaud tropical en haute altitude 
se déplace à son tour du sud vers le nord pour fermer la boucle de convection. Ces 
vents thermiques de haute altitude peuvent atteindre des vitesses très importantes. 
En déduire la direction de ces vents dits géostrophiques dans l'hémisphère nord. 
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Déviation vers l’est 


Un corps M de masse m est abandonné sans vitesse initiale depuis l’origine O dans 
un puits très profond. Dans le référentiel terrestre non galiléen, en rotation uniforme 
autour de l’axe des pôles dans le référentiel géocentrique galiléen, à la vitesse angu- 
laire Q = = M est soumis à son poids P = -mgü, (la verticale est assimilée au 
rayon terrestre) et à la force d'inertie de Coriolis. 





S 


a) Pourquoi l'énoncé n’évoque-t-il pas la force d'inertie d'entraînement ? 


b) Déterminer les composantes du vecteur Ô dans la base (üx, üy, üz) en fonction 
de Q,C=cosÀetS =sinÀ. 


c) Établir le système d'équations différentielles vérifiées par x, y, z 


d) On établit sans difficulté particulière les équations horaires 


xt = LsCgr + CS 2CS [cos(205) — 1] 
y = Ce £r-Æ r sinon) 
z( = Po bn 1] 


Dans les premières secondes du mouvement, Qf est un très petit angle. En dé- 
duire les équations horaires approchées en effectuant les développements limités 
au troisième ordre et justifier le titre de l'énoncé. 


e) Estimer la déviation pour une chute de 400 mètres, en supposant encore vérifiée 
l'absence de frottements. 


Une énigme biophysique (résolution de problème) 


On place un pot rempli de terre sur un plateau tournant d’axe (O, z). On plante une 
graine à germination rapide à une distance d de l’axe. La base de la tige de la fleur 
est-elle verticale ou penchée (auquel cas, de quel angle) ? 
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Ascenceur spatial 


Un câble de masse linéique 1 = 1,0 kg-m ! est accroché au sol en un point À de 
l'équateur. Sa longueur est L = 100 000 km. Il se dresse verticalement, son extrémité B 
est libre et la tension en ce point est nulle. On donne, pour la Terre : Rr = 6,37: 105 m, 
mr = 5,98-1024 kg, Tr = 86 164set@=6,67-107!1 kel .m$.s"2. 

a) Établir l'expression de l'altitude zs de l'orbite géostationnaire. 


b) Le tronçon de câble [z,z + dz] est en équilibre dans le référentiel non galiléen 
terrestre en rotation uniforme. 





On note T(z2) la norme de la tension du câble à l'altitude z, on a représenté sur 
le schéma les forces de tension. Établir l'équation différentielle vérifiée par T(z2) 
et donner l'expression de T(z). En déduire la tension en A et faire l'application 
numérique. 


c) Une cabine d’ascenceur monte à vitesse constante le long du câble. Pourquoi cela 
risque-t-il de faire fléchir le câble ? Comment remédier à cet inconvénient ? Quel 
est le poids d’un occupant de la cabine, de masse m, lorsque la cabine est à l’alti- 
tude z ? 


d) Quelintérêt un tel dispositif aurait-il ? 


Pendule de Foucault 


Le pendule de Foucault est un pendule simple dont le fil inextensible, accroché au 
sommet S du dôme du Panthéon à Paris, de latitude À = 48,85°, a une longueur 
L=67 met soutient un mobile M de masse m = 28 kg. L'intensité de la pesanteur 
est g = 9,81 m: s_2, On note Ole point du sol à la verticale de S. Les axes du repère 
sont (O, x) dirigé vers l’est, (O, y) vers le nord et (O, z) vertical vers le haut. 






équateur 
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a) 


b) 


c) 


d) 
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L'’amplitude des oscillations du pendule est supposée suffisamment faible pour 
qu'on puisse supposer que M reste dans le plan horizontal. En déduire que la 
tension du fil s'écrit 

3 mg — 
T=- 7 M 


En déduire que x et y vérifient le système d'équations différentielles couplées 


5 


X+02x = 2pÿ 

ÿ+wiy=-2pX 
en précisant les expressions de w9 et 6 en fonction de L, g, Q et À. Vérifier que 
B € wo. 


On définit la variable complexe 
PO) = x) +iy(0 


Établir l'équation différentielle vérifiée par p et la résoudre en prenant les condi- 
tions initiales E 
MO E  ito)= O0)=0 


y(0) =0 


En déduire x(f) et y(f) et montrer que le mouvement de M correspond à des 
allers-retours quasi rectilignes selon un segment de centre O et de longueur 2a 
qui tourne très lentement à une vitesse angulaire QF qu’on précisera. En déduire 
la période TK du pendule de Foucault. 


Du mal à démarrer 


On doit ici appliquer précisément les formules du cours, et 


persévérer jusqu’à parfaite adéquation entre les formules cinéma- 
tiques obtenues de façon directe et les formules de composition. 


Le pendule doit être étudié dans la base cylindrique. Les com- 


posantes des vecteurs vitesse et accélération relative sont celles 
du cours de première année. Les composantes des vecteurs forces 
réelles et de la force d’inertie d'entraînement font apparaître le si- 
nus et le cosinus de 6. Il faut persévérer jusqu’à obtenir rigoureu- 
sement la même équation différentielle par les deux méthodes. 


La détermination de Ep;, ne pose pas de difficulté. On en dé- 


duit l'énergie potentielle totale Ep qu’on exprime en fonction de 
8. Le problème étant à un degré de liberté, l'équilibre est atteint 


quand de = 0. En exprimant Ec en fonction de 6, et en dérivant 
Em par rapport au temps, on obtient l’équation différentielle. 


La masse est soumise à son poids, à la force de frottement, 


à celle du ressort, et à la force d’inertie d'entraînement dans le 
référentiel en translation oscillatoire verticale. 


Cet exercice comporte un piège, la nacelle n’est pas en rota- 


tion, mais en translation circulaire. La loi de la quantité de mou- 
vement doit donc prendre en compte la force d'inertie d’entrai- 
nement qu’on détermine grâce au résultat de la question (a). La 
condition de non décollage se traduit par la non annulation de N 
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quel que soit f. La fin de l’exercice nécessite le passage au forma- 
lisme complexe. 


L'établissement de l’équation différentielle demande du soin 


mais ne pose pas de difficulté si on utilise la méthode préconi- 
sée dans le cours. Pour sa résolution, on prendre garde à ne pas 
confondre l’équation avec celle d’un oscillateur harmonique. 


La question (a) ne pose pas de difficulté particulière, sinon 


de nature géométrique dans la projection de HM dans la base Cy- 
lindrique. Dans la question (b), on détermine Ep;,, on lui ajoute 
Eph et on remarque que la force d'inertie de Coriolis ne travaille 
pas. Puis on étudie, comme dans tous les problèmes à un degré 
de liberté conservatifs, l'annulation de la dérivée première et la 
positivité de la dérivée seconde de Ep (8). 


Il suffit de sommer toutes les énergies potentielles, de les 


exprimer en fonction de 8 et d'écrire la nullité de la dérivée de 
l'énergie potentielle résultante. 


Les questions (a) et (b) peuvent être menées en parallèle. 


On remarquera que T; =T car le fil est très peu incliné. Le mou- 
vement se fait dans le plan horizontal passant par H, donc les 
vecteurs vitesse et accélération relative sont les vecteurs habituels 
explicités en première année en coordonnées polaires. On obtient 
ainsi deux équations non linéaires en r(f) et O(f) qui se simplifient 
dans le cas particulier proposé. 
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À l'équilibre du corps dans le référentiel en rotation, la vi- 


tesse relative est nulle donc la force d’inertie de Coriolis est nulle, 
et l’accélération relative est nulle donc la somme de la force de 
gravitation et de la force d’inertie d'entraînement est nulle. Parler 
de poids ici serait un grave hors sujet, on n’est pas immobile à la 
surface de l’astre. 


Il faut avant tout identifier où se trouve le sol pour l’astro- 


naute, puis identifier la force d'inertie axifuge à la pesanteur simu- 
lée. Tant que l’astronaute est immobile, il ne subit pas de force de 
Coriolis, mais lorsqu’il bouge, dans les questions (b) et (c), cette 
force provoque des perturbations subtiles dans le ressenti de l’as- 
tronaute. 


Les trois forces subies par M sont les deux forces de gra- 


vitation et la force d’inertie d'entraînement axifuge selon IM. À 
l'équilibre, la somme des forces est nulle. En exprimant Q, qui ap- 
paraît dans la force d’inertie, en fonction de T, on peut exprimer 
cette somme de forces en fonction de Z, ms, m et des distances 
fonctions de x sur l’axe (010) et de den]. 


La relation établie à la question (a) s'apparente à la troisième 


loi de Kepler, on peut l’établir selon la méthode de l'exercice 1.10. 
La force d'inertie axifuge doit être exprimée avec soin pour dis- 
tinguer la distance entre Z et l’axe de rotation, et celle entre E et 
l’axe. 


La force d’inertie de Coriolis indique le sens et la direction 


de l’action de l’une des roues sur le rail correspondant. Pour l’ap- 
plication numérique, on rappelle que 


It A D = allo: 1sin(&, D) 


Un dessin en perspective du globe terrestre et l’application 


de l’une des règles géométriques de détermination de la direction 





et du sens du produit vectoriel (celle des trois doigts de la main 
droite par exemple) permet d'identifier la direction et le sens des 
forces de Coriolis sur chacun des quatre vents. On en déduit le 
sens de rotation du cyclone. 


Le texte de l’énoncé donne implicitement la direction et le 


sens des vents pour lesquels on détermine le sens et la direction 
de la force de Coriolis. 


L'établissement du système d'équations différentielles en 


(x, y, 2) est facilité par l’écriture soigneuse des composantes de 
tous les vecteurs cinématiques, puis de tous les vecteurs forces 
(sans oublier la force de Coriolis) selon la méthode préconisée 
dans le cours. Le développement limité au troisième ordre des 
fonctions cosinus et sinus conduit à des expressions très simples 
des équations horaires, qui permettent de conclure. 


Comme dans l’étude du poids terrestre, on peut définir un 


poids apparent dans le référentiel tournant. La germination et le 
développement de la tige se font dans la direction du poids appa- 
rent. 


On détermine zGs grâce à la troisième loi de Kepler par 


exemple. Après avoir écrit la somme des forces sur le tronçon de 
câble, on fait apparaître la dérivée de T(z) en faisant le développe- 
ment limité en dz de T(z+ dz). 

L'exercice est très guidé jusqu’à la question (b). Le système 
d'équations différentielles en (x,y) se ramène à une équation 
unique en p en utilisant un coefficient imaginaire pur. La résolu- 
tion de l'équation en complexes se fait comme en réels, on résout 
l’équation caractéristique en simplifiant le discriminant grâce à 
B wo, puis on exprime la solution générale sous la forme d’une 
combinaison linéaire à coefficients complexes de deux exponen- 
tielles complexes. On utilise les conditions initiales pour détermi- 
ner les deux coefficients, qu’on simplifie eux aussi. On identifie 
enfin x(#) à la partie réelle et y(#) à la partie imaginaire de p. 


Corrigés des exercices 


On exprime : üx = cos(wt)üx+sin(wf)üy.On en déduit 


Vo CoS(wf) 
Vo Sin(w f) 
0 


Dr = vo ux = 


Par application de la formule du cours : 


—vowtsin(f) 
VowtCcOS(wf) 
0 


De = Wüz À Votüx = 


Vo COS(w f) — vowfsin(wf) 
vo Sin(wf) + vywtcos(wf) 
0 


On en déduit Du = De + Dr = 





b) Dans &, le promeneur a une vitesse constante donc är = 0. 


Par application des formules du cours : 


= vow? tcos(wf) 
— vow? tsin(wf) 
0 


de = -&? : votüx = 


—2vpwsin( ft) 
209 cos(wt) 
0 


et de = 20 À Dr = 


X(f) = votcos(wf) 


c) OM = votüx donc| y(f) = votsin(wf) 


0 
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d) En dérivant par rapport au temps : b) Le moment cinétique en O de M est 
Vo COS(w ft) — vowtsin(wf) OMA my = mL'ôü, 
Da =| vosin(wf) + vowtcos(wf) . 
0 Les moments en O des trois forces sont 


HoË) = OMA =-LmgsinOü, 
—vow?tcos(wf) —2vpwsin(f) 
et da = —vow2tsin(wf) + 209) COS(f) Mo (T) =Ô 


0 en — à 
Mo(fie) = OM A fie = -LmAcosOüz 


donc Üa = De + Ür et Ga = de + âc + ür. Dans le référentiel non galiléen en translation, la loi du mo- 


ment cinétique en O appliquée à M s'écrit 


+ 


DES SE aLo 
a) On complète le schéma en dessinant les forces réelles et la Mo P) +. 4o (D) + Lo (fie) = —— 


dt 
force d'inertie d'entraînement qui s’exercent sur M. 


soit —-Lmgsin0 +0-—LmAcos0 = mL?ÿ 


c) Les deux lois donnent bien la même équation différentielle 
non linéaire en O(f) : 


. A 
6 + E in0+ — cos = 0 
L L 
À l'équilibre, Ô = 0 donc 
gi A 
. sin Oeq + à COS 0eq = 0 


. A 
soit tan Oeq = —— 


Il est normal que eq soit négatif car la force d'inertie d’en- 
traînement est dirigée vers l'arrière du train. 


d) On fait les développements limités des fonctions cos8 et 
sinO au voisinage de Oeg. 





sin (8eq +E(#)) = sinBeq cose(#) + sine(r) cos Oeq 
Voici les composantes des vecteurs cinématiques et des cos (Beq + e()) = COS Oeq cose(f) -sin 0eq sine(f) 
vecteurs forces dans la base cylindrique (O, ü,, üp, üz). 


d sin® = sin Oeq + E(#) COS 0eq 


L 0 _L O2 cos0 = cos Oeq —E(f)sin Oeq 
OM] 0 ÿü;| LO àr| LO On remplace dans l'équation différentielle. 8eg est une 
0 0 0 constante donc Û =<E et 
A A 
mg cos 0 —T — mA sin 0 E+ Ê sine + ÉECOS0eq + L 995 0eq — Esin Beq = 0 
B| -mgsin0 T|0 fiel —-mAcosO 
0 0 0 En utilisant la relation définissant Oeq on simplifie cette 


ie : . ’ . équation et on obtient 
Dans le référentiel non galiléen en translation, la loi de la 


quantité de mouvement appliquée à M s'écrit nr A2 
Ë+ L 29 eq 1+—/e=0 





+ + = g2 
P+T+/f;e = mär donc 
| De plus 
mgcos0 -T - mAsin0 = -mLÔ? 2a — 1 __1 
. à cos 0eq = — — = — 
-mgsin0 +0-mAcos0 = mL 1+ tan? 6eq 1+4 
8 
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L'équation différentielle s'écrit donc 


A2 
&4Ë 1+—Ee=0 
L g2 


On reconnaît une équation d’oscillateur harmonique de 
pulsation propre wQ avec 


donc de période 


a) Par définition 
fie=-mA=-mAüxX 


b) On en déduit le système 
1e — 
_ 0Epie _ mA 
1e — 
_ 0ÉPie 0 
ie _ 0 
= JÉpie 


Epi;e ne dépend donc ni de ynidezet 


dEpPie 
dx 





= mA donc Ep;, = mAx+K 


et K = 0 d’après la référence choisie. On remarque la forte 
analogie entre cette expression et celle de l'énergie poten- 
tielle de pesanteur. 


c) On prend le système d’axes avec x horizontal vers la droite 
et z vertical vers le bas. 


i) La tension du fil ne travaille pas car elle est orthogo- 
nale au vecteur vitesse de M. On en déduit l'énergie 
potentielle 

Ep(6) = Epp + Epie = -mgz+mAx 
Ep(0) = -mgLcos0+mALsin® 


ii) C’est un problème à un degré de liberté. À l’équilibre, 
la dérivée de Ep par rapport à 8 est nulle, soit 


A 
mgLsin 6 + mALcos6 = 0 donc tan6eq = -— 
& 
On trouve bien le même résultat qu’à l'exercice 1.2. 
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iii) Le vecteur vitesse est D, = LÔ donc 
1 : 
Ec = - mL?02 
2 
On en déduit l'énergie mécanique 


1 ; 
Em = - mL? - mgLcos0 + mALsinO 
En l'absence de force dissipative, l'énergie mécanique 
est constante donc sa dérivée par rapport au temps est 
nulle. 


1 _ ; ; 
0= mL? +206 + mgLô sin0 + mALO cos = 0 
soit, après simplification 


. À 
6 + E in0+ = cos6 = 0 
L L 


Le sol a pour cote zs = Hcos(wf). Dans le référentiel non gali- 
léen du sol, la masse est donc soumise au poids, à la force de 
rappel du ressort, au frottement fluide et à la force d'inertie 
d'entraînement. Au repos, en l'absence de séisme, la longueur 


du ressort est Leq = Lo + TE. 





q 

















Dans le référentiel non galiléen du sol, le mobile vérifie 
la loi de la quantité de mouvement : Ë + P + f + Éte = 
mär. Le boîtier étant en translation, son accélération est 
celle d'un point du sol : Vs = és üz=-Hwsin(wf)ü, et 
Âs = Zs Üz = —Hw2 cos(wt)üz. La force d'inertie d’entraîne- 
ment s'écrit donc 


Lie = — mÂs = mHw? cos(wf) Uz 


L'allongement du ressort est 
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Par suite : 


k(T 2) — mg + mHw? cos(wf) — Àz = mz 


soit m2 + Àz+ kz = mHw? cos(wt) 


C’est donc l'équation différentielle d’oscillations forcées 
qu'on résout en formalisme complexe. En particulier, l’'ampli- 
tude des oscillations forcées est (en passant au module) 


a) 


b 


TZ 


c) 


d) 


e) 


mHw? 


V{k- mw2)2 + \2w2 


= 


CP = Rü, donc 
V = Rôüg = ROüg et 
Â=RO:[-ôü;] =-RO?à;, 
En utilisant les formules fournies, on change de base : 


V = -ROsin(Q9 üx + ROcos(Qr) üy 


et À = -RQ? cos(Qn) üx — RO? sin(ON üy 


n’est pas galiléen car il n’est pas en translation circulaire 
uniforme par rapport à Z9 (principe d'inertie). 


C’est un piège ! Z est bien en translation circulaire par 
rapport à Z9 (et pas en rotation !) car tous les segments 
(verticaux et horizontaux en particulier) restent parallèles 
à eux-mêmes lors du mouvement. 


Les forces réelles sont le poids, la force normale du sup- 
port et la force de frottement, et la force d'inertie d’entraf- 
nement est f;e = —-MA. 


__|0 0 0 
OM! y D| ÿ ä| ÿ 
0 0 0 
mg —N 0 mRO? cos(Qf) 
Po N|0 fl -aÿ Ée mRO? sin(Qr) 
0 0 0 0 


Sur la composante x : 
N=mg+ mRO? cos(Qf) 


Il faut que quel que soit f, N ne s’annule jamais, donc qu’il 
reste positif. Or sa valeur minimale est atteinte quand le 
cosinus vaut -1, donc Nynin = Mg - mROZ. Si cette valeur 
minimale est positive, alors N restera toujours positif. Il y a 
donc absence de décollage si g > ROZ. 





f) 


8) 


a) 


b) 
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Sur la composante y : 
niTar= 2 - 2 = 
ÿ+aÿ = mRQ sin(Q®) = mRQ° cos|Qr 2 


On passe en formalisme complexe. À y = Yo cos(Qf +) 
on fait correspondre Y = Ype/°! el, Au second membre on 


: e TL 
fait correspondre mRO2elfe" 17, En considérant que dé- 
river par rapport au temps revient à multiplier par iQ, on 
en déduit 


ne . A 
[02m + ia] Yoerot ei? = mRO et e-i5 
et en passant aux modules 


VOHm2 + «202: Yo = mRQ? donc Yo = 


mRO? 


V Om? + «202 


Dans le référentiel non galiléen de la tige, M est soumis à 
son poids 
P=m£g=-mgûz 
à la réaction normale de la tige 
N = Ny üy + Nz Uz 
à la force d'inertie d'entraînement 
F — 2 - 2,5 
fie = mXOM = mo” xXüx 
et à la force d'inertie de Coriolis 
fie=-2mÔA5, =-2mOiûy 
La loi de la quantité de mouvement s'écrit 
P+R+ fie+ fie = Mär 


—2mOi+Ny =0 
—-mg+N,;=0 
mO2x = mi 


soit 


d’où ÿ—Q2x= 0. 
L'équation caractéristique s'écrit r? — Q? = 0 soit r = +Q, 
donc 


x) = A6 +Be et ÿ(1) = AQe°t - BOe!t 


Les conditions initiales donnent 


A+B=0 
AQ-—BQ = 1% 


__ V0 Vo pos 
doncA= 5% etB= 70 d'où 


v 
= 0 [e9t-e-01] 
2Q 


ou x(f) = Z sh 
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c) La relation x = L donne 


mn 2QL 
et _ 0 
vo 
| 1  2QL , 2 2QL 
soitE-——=—— soitE -——E-1=0 
E V0 Vo 


On en déduit E en prenant la solution positive de l’équa- 
tion du second degré 





QL Q2L2 
E=— + +1 
vo va 


puis ff en passant au logarithme 





t l — + us +1 
=— in — 
f Vo à 


a) Voici les composantes des vecteurs cinématiques dans la 
base cylindrique (ü}, üo, üz). 


IR 0 —R62 -Qcos8 
OM| 0 ÿ,| RÔ à,| Rô Ô| Osin0 
0 0 0 0 


En notant H le projeté orthogonal de M sur l’axe de rota- 
tion, on exprime 


(R+Rsin6)sin0 
(R+Rsin6) cos 
0 


HM = (R+ RsinO) üx = 


Les vecteurs forces ont pour composantes 


mg cos0 =N;, 
P| -mgsinO N|0 
0 _N, 
mO? (R+Rsin6)sin0 
fiel mQ2(R+Rsin0) cos0 
0 
0 
et fic| 0 
2mQ cos 6R8 


La loi de la quantité de mouvement appliquée à M dans le 
référentiel non galiléen en rotation du cerceau s'écrit, en 
projection sur üg 


—mg sin 0 + moO2 (R+Rsin6) cos0 = mRÔ 
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b 


TZ 


soit, après simplification par m 
RÔ = —gsin0 +RO2 (1+sin0)cos0 


On détermine 6eq en prenant, à l'équilibre, Ô = 0. On pose 
ensuite 0 = Oeg + € avec € & 1. On fait les développements 
limités de sin0 et de cos au voisinage de 6.4 au premier 
ordre en €, on obtient une équation du second ordre en 
e qui, si le coefficient de € est positif, est celle d’un oscil- 
lateur harmonique. Ce coefficient est alors le carré de la 
pulsation propre des petites oscillations. S'il est négatif, la 
position est instable. 


Cerceau tournant autour de son diamètre vertical. 


i) D'après la loi du cours, la force d'inertie d’entraîne- 
ment axifuge est 


Ée = mO2HM = mo?püy 


ii) On en déduit, en prenant Ep;, = 0 quandp=0 
dEp; 1 
se mp donc Ep;je = — = mQ2p? 
dp 2 


iii) L'action du cerceau sur la bague est modélisée par une 
force normale au cerceau, qui ne travaille donc pas. La 
force de Coriolis, perpendiculaire à la vitesse, a une 
puissance nulle, et ne travaille pas. Le poids et la force 
d'inertie d'entraînement dérivent toutes deux d’éner- 
gies potentielles qu'on somme et qu’on exprime en 
fonction de 6. 


1 
Ep = Epp +Epie = mgZ- ;mOŸp° 
l 
soit Ep(6) = -mgRcos0 - 7 MOÎR? sin? 6 


Ce problème étant à un degré de liberté, les positions 
d'équilibre correspondent à l’annulation de la dérivée 
première, la stabilité à la positivité de la dérivée se- 





conde. 
0Ep _ 2p2 8 
5 = -MOR sin6 [cos0- &| 
2 
Le = mO2R? -2mOQ2R?2 cos? 6 + mgRcosO 


Il y a donc 2 ou 3 positions d'équilibre candidates se- 
lon que cos0 — Er peut s’annuler ou pas. 


+ Premier cas : Q < VE. Il y a 2 positions d’équi- 








libre : 
Ep 2p2 
6 = 0 avec (0) = —-mQ°R° + mgR > 0 
002 
donc stable ; 
2 
Ep 2p2 
8=7ravec (x) = -mQ°R° - mgR< 0 
002 ë 


donc instable. 
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+ Deuxième cas : Q > VE Il y a 3 positions d’équi- 











libre : 
0E 
6 = 0 avec TS (0) = = mO2R? + mgR < 0 instable 
Ep 2p2 
0 =7ravec 32 (n) = -mO°R° - MmgR < 0 instable 
LL n* 8 
6=0" = arcços er avec 
OEp + 2p2 g 
& © )j=mQOfR"|1- R201 > 0 stable 








On exprime la relation géométrique 
4d = z+24dcos0 donc z = 4d -24cos0 


L'énergie potentielle du système est la somme de toutes les 
énergies potentielles Ep = Epje + Epp + Epey, Soit 


l 1 
Ep = —2: û mQ? d? sin? 6+ mgz+2mg(z+d cos 0)+ . k(z-24)? 
soit, en fonction de la seule variable 6 : 


l 
EpO) = 24 |6mg + kd- 5 mod -(@mg + kd)cos0+ 
12 2 
kd + 30 d|\cos 6 
À se ge dEp : 
À l'équilibre, 0 = 0, soit 
l 
@mg + kdsin0-2[ ka + 5mO?d)sincos0 =0 


soit sin0 [ème + kd)-— (mO? d +2kd)cos el =0 





. | sn06=0Oou 
soit coso = -278+kd 
7” mOd+2kd 


La première solution donne 6 = 0. La seconde n’est possible 
que si 
2mg + kd < m® d+2kd 


a) La tension du fil est selon le vecteur unitaire du fil, soit 


— 


T=-T— 
L 





b 


TZ 


c) 
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On travaille dans le référentiel non galiléen en rotation. Les 
composantes des vecteurs cinématiques dans la base cylin- 
drique (H, ür, do, dz) sont 


|" LA F- rÔ2 
HM| 0 5ÿ,;| rô ä,;| r0+2r0 
0 0 0 


Le vecteur vitesse angulaire a pour composantes 
0 

G| 0 

Q 


Les vecteurs forces s’écrivent 


Tr 0 
T To Plo 
Tz —mg 
mO?r 2mOQrû 
Jie| 0 fic —-2mQr 
0 0 


En projection sur l’axe vertical, on en déduit T; - mg = 0. 
Les oscillations sont de faible amplitude, donc le fil reste 
quasi vertical donc T,; =T = mg d’où 

: mg — 
T=-—-SM 
L 


La relation de Chasles s'écrit 


SM=-SH+HM=| 0 





=L 
_ _ mg 
Le ain 2 Mgr 
donc 4 Tp=0 donc f =— Ür 
L 
T;=mg 


La loi de la quantité de mouvement appliquée à M dans le 
référentiel non galiléen en rotation uniforme s'écrit donc, 
en projection sur les axes ü- et üg 


mi - mrô? = -Ér+mO?r+2mOr6 
mrÔ+2mrû =-2mQr 
Si O(f) = Qt alors | : 
8=-Qet6-0 


On remplace dans le système 


mi - mrO2 = -Ér+ mO2r-2mQr 
0-2mrQ=-2mQr 


_ F+£r=0 
0=0 
Le plan (H, ür, üz) tourne à vitesse angulaire -Q par rap- 
port au plateau qui tourne à vitesse angulaire Q dans le ré- 
férentiel du laboratoire. On retrouve donc les oscillations 
pendulaires harmoniques sans rotation de M dans le réfé- 


rentiel du laboratoire. 
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d) La rosace est le développement des oscillations pendu- 
laires avec rotation du plateau. La période des oscillations 


pendulaires est T1 = 2x\/ . celle de rotation du référentiel 


T2 = 2. Lorsque le pendule fait une oscillation complète, 
il décrit deux pétales opposés. On en déduit 


To =3T it _ = —= 
_ soi _ 


Dans le référentiel d'étude, en rotation uniforme à la vitesse 
angulaire 


+ L 27 
Q = Qu, avec Q = T 


le corps est soumis à la force de gravitation et à la force d’iner- 
tie d'entraînement axifuge ; la force d’inertie de Coriolis est 
nulle car le corps est immobile (ÿ, = 0). L'équilibre s'écrit 








Gmam : 
mOrü — “ ür = 0 
r2 
. 4rër Gma T2 4x 
soit = —— donc — = 
T2 r2 r3 ma 


qui forme la troisième loi de Kepler en mouvement circulaire. 


a) Lorsqu'il est immobile, l’astronaute est plaqué au sol 
formé par le cylindre de rayon r2 — e. On identifie cette 
force au poids soit 


£80 
(r2— e) 





ME = mQ? (Fr —e)ü, donc Q = = 0,725 rad: sl 


b 


TZ 


Lorsque l’astronaute saute, il se rapproche de l’axe et sa pe- 
santeur apparente diminue. De plus, comme il est en mou- 
vement, il subit une force de Coriolis 


fc =-2mQü, A -vür =2MmOvüp 


donc il subit un déplacement dans le sens des 0 croissants 
quand il monte et dans l’autre sens quand il redescend. 


— 


L'astronaute est animé d’un mouvement circulaire uni- 
forme dans le référentiel en rotation. Les notations sont 
celles du schéma suivant. 


C 
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On pose R = r> — e. Voici les composantes des vecteurs ci- 
nématiques dans la base cylindrique. 


R 0 _pé2 = À 
OM| 0 ë,| vo=Rô &l|09 . 
0 0 0 
0 
etG| 0 
Q 


Les composantes des vecteurs forces sont 


—N mO2R 2mOv) 
N|0 lie 0 Jic 0 
0 0 0 


La loi de la quantité de mouvement appliquée à l’astro- 
naute s'écrit 


2 
v 
—N + mOR+2mOQv0 = RES donc 











2 
V V Un 2 
N= mRO? | +220 41) = mROÎ(1+ 2) 
R2Q2 RO RQ 
Cette force s’annule quand vo = —RQ, ce qui est logique 


car, dans ce cas, le mouvement de l’astronaute neutralise 
la rotation du module, et la gravité artificielle redevient 
nulle. On remarque aussi que plus l’astronaute court vite 
dans le sens de la rotation, plus N augmente, plus il se sen- 
tira lourd. Au contraire, si -RQ < vo < 0, il se sentira plus 
léger. 
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a) EnlI (en x1 = 0), M est sur l'axe donc la force d'inertie d’en- 
traînement est nulle, et les forces d'attraction gravitation- 
nelles subies par les deux étoiles sont opposées, c’est donc 
une position d'équilibre. Si x devient légèrement positif, la 
force d'attraction (dans le sens des x croissants) exercée 
par O> augmente, la force d'attraction (dans le sens des 
x décroissants) exercée par O1 diminue, la force d'inertie 
d'entraînement (dans le sens des x croissants) augmente. 
La somme des forces est donc dirigée dans le sens des x 
croissants, donc dans le sens du déplacement initial. C’est 
donc une situation d’instabilité. Cherchons une position 
d'équilibre pour M à droite de O>, donc x > g. La somme 
des forces en projection sur ü% s'écrit 


Gmsm 
- nds 


7 ET 


avec Q = — donc 


Gmsm  2%msmx 


af (Kg 


Cette fonction est la somme de trois fonctions strictement 


croissantes pour x > = elle est donc strictement crois- 


sante, tend vers —- quand x — g et vers +oo quand 


x — +oo, donc elle s’annule une seule fois au point d’équi- 
libre en x = x2. Le point symétrique en x = x3 = —x2 est 
évidemment aussi point d'équilibre. Si M initialement en 
x = x, se déplace dans le sens des x croissants, f(x) de- 
vient positive donc M est poussé dans le même sens que la 
perturbation, ce qui prouve que x2, et de même x3 est une 
abscisse d'équilibre instable pour les mouvements selon x. 


b 


TZ 


M est soumise aux deux forces de graviation et à la force 
d'inertie d'entraînement axifuge. 





LE 
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+ _ arm v3 
= 2 TT — 5 
fie= mA Î] = T2 4 üy 
£ Gmsmv3 _ 
fie=— 37 Uy 
… Gmsm V3 _ LE 
ne 
+ Gms m V3. 1... 
Or ne 








donc fie + f1 + fo = 0 
ce qui prouve que J est une position d'équilibre. 


c) Imaginons que M se déplace selon &,. La force d'inertie de 
Coriolis est dirigée vers — üy, donc son mouvement s'inflé- 
chit dans cette direction. Mais si la vitesse est dirigée vers 
—üy, la force de Coriolis est dirigée vers —-ü,, donc son 
mouvement s’infléchit dans cette direction. Mais si la vi- 
tesse est dirigée vers —-ü, la force de Coriolis est dirigée 
vers üy, et en fin de compte, M est globalement ramené 
vers sa position de départ en J. C’est donc la force de Co- 
riolis, qui n'apparaît pas dans l'énergie potentielle car sa 
puissance est nulle (elle est orthogonale à la vitesse) qui 
assure la stabilité de J. On peut retenir qu’on ne peut pas 
généraliser à deux dimensions les propriétés de la cuvette 
de potentiel dans les problèmes à un degré de liberté. 


a) Dans le référentiel Zrr non galiléen, la loi de la quantité 
de mouvement s'écrit 





Gmrm … à Gm 
—— Ux + mLQ? rLüx = 0 donc rLQ? = — 
TL dé 
b) Par application des lois du cours : 
+ Gmrm . + Gmrm 
fr = -——— 5 x et fre = ——— dx 
(rc — RL) (OL +Ri) 
& Gmim . + Gmim . 
f-z= —5— x et ÎLE = - — 5 — Üx 
R£ R£ 


Lez = MO (rL -RL)üx et free = M2 (rL + RL) üx 
c) En sommant les deux forces : 


Gmrm 
(rL -RL)2 


es 


În 2) = - üx + mO2(r RL) Ëx 


Or rLQ2 = en donc 
L 


2 

+ r rL—R 

În D = Mn 2 + mOn ET üx 
(rL -RL) TL 
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+ 2. [rL=RL rL 
ÎfnQ = MmÉTR | = - ———|\ûù 
m TL (rL- RL)2 X 
De même 
ÎnE) o2 rl PS Le 
=-mQ°r MOT, ——— ù 
ne À (TL +RL)2 L F d 
2 2. [TLHRL rl 
(Æ) = mr | = © - ——— |ù 
Îm L TL, (rL +RL)2 x 
d) On peut écrire 
LL PES PE 
TL FL 
et par développement limité : 
2 
r 1 R 
—— = ——- 1+27 
(rL — RL) (.- #) TL 
TL 


donc Éa (2) = -3mQ? RLüx 
est opposée à l'attraction lunaire en Z. De même 
În(E) = 3MmORI üx 
est opposée à l'attraction lunaire en E. L'application numé- 


rique donne fn(2) = fm(E) = 3,62: 10° N très inférieure 
au poids lunaire de 1,62 N. 


On complète les shémas avec les forces. 


vue de face 





























rail droit rail gauche 


Il y a donc un appui latéral de la roue sur le rail de droite. La 
norme de la force de Coriolis est 


2mQ:v:sin45° = 2,6-109N 


Voici la construction des vecteurs force de Coriolis pour les 
vents venant du nord (N), de l’ouest (W), du sud (S) et de l’est 
(E). 
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‘TT rotation 


équateur 


méridien 





.--7" méridien 


Le vent du nord est donc dévié vers l’ouest, le vent d'ouest vers 
le sud, le vent du sud vers l’est et le vent d’est vers le nord. On 
en déduit que les vents tournent dans le sens anti-horaire (tri- 
gonométrique) vu depuis le ciel autour du minimum dépres- 
sionnaire. C’est le sens contraire pour un anticyclone. 


Les vents de haute altitude, les plus rapides, se dirigent du 
sud vers le nord. La force d'inertie de Coriolis est donc dirigée 
d'ouest en est, de qui est conforme à l'observation du vent do- 
minant dans l'hémisphère nord. 


a) La force d'inertie d'entraînement est incluse dans le poids. 


b) Par lecture directe 
-AC 
| 0 
AS 


c) Voiciles composantes des vecteurs cinématiques 


X Ac x À 
OM| y G|0 dr| ÿ àr| ÿ 
z OS ä 2 


Voici les composantes des vecteurs forces 


0 2mOS ÿ 
P| 0 et fic| -2mMOSi*-2mQOCi 
—mg 2mQCÿ 


On en déduit le système d'équations différentielles véri- 
fiées par x, y, z : 


mi =2mQS y 
mÿ=-2mQSXx-2mQCz 
m£i=-mg+2mQC}y 


x=2QSy 
donc 4 ÿ=-20Sx-20QC2 
2=-gt+2QCy 


d) Dans l'hypothèse des petits angles, les développements li- 
mités au troisième ordre s’écrivent 


22 





1 
cos(2Qr) = 1— et sin(2Q9 = 201 - = -80 
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On en déduit les expressions approchées 


X(E) =0 
y = Et SEt+ 1CgO = ICgOf 
Z(6) = -3S2gt? = Ce = -ige 
On retrouve donc l'équation horaire de la chute libre selon 


z, et une fonction croissante selon y, donc une déviation 
vers l’est. 


e) Pour une chute de 400 mètres 


1 800 
—-gt" =-400 donc t=,/ — =8,9s 
2 8 


et y(f) = 12cm 


Là où la graine est plantée, un corps quelconque immobile su- 
bit le poids terrestre et la force d'inertie axifuge. La somme des 
ces deux forces forme une pesanteur modifiée 


g'=mEg+mo dû 


= 

o1 
i verticale 
l apparente 
! — 
fe 
_ 
E \mg” 
i 
i 
i 





On peut, même sans grande connaissance en biologie, 
émettre l'hypothèse que la tige pousse verticalement vers le 
haut et qu’elle cherche la lumière. Comme le plateau tourne, 
il n’y a aucune anisotropie lumineuse. La tige se développe 
donc dans la direction de la verticale apparente, donc selon 
£&', donc en se penchant vers l’intérieur. L'angle d’inclinaison 
par rapport à la verticale est à avec 


Je Q?d 
tana= — = — 
£& 


a) Par application de la troisième loi de Kepler : 


Fes : re 
(Rr+2zcs) mr 


2 
3 GmrT 
donc zGs = ||  _— —RT = 35,8-106 km 
T 
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b) On travaille dans le référentiel terrestre non galiléen en 
rotation à la vitesse angulaire Q = ve Comme le câble 
s'élève à très haute altitude, on ne peut plus considérer que 
le poids s'exerce en intégrant la force d'inertie d’entraîne- 


ment. Le tronçon de câble est soumis à 
Gmrudz > 
(Rr+z) 7 
e la force d'inertie d'entraînement re = pdzQ2(Rr +2) üz 
- les forces de tension aux deux extrémités 


e la force de gravitation Îe == 


T(2) = -T(2) à et T(z+ dz) = T(z+ dz2)üz 


Le tronçon de câble étant immobile, sa vitesse relative est 
nulle donc la force d'inertie de Coriolis est nulle, et son ac- 
célération est nulle donc la somme des forces est nulle : 

mrud 


Tétda)- tt PPTR | LORS 
(Rr + 2)2 


aT Gmru 
donc — = 


= 7 -LO(R 
dz (Rr + 2)2 de 


On intègre cette équation différentielle en tenant compte 
de la condition aux limites à l'extrémité du câble 
Ti; =Ù02=0 ;: 


1 
Rr+z RrtL 





T(2) = mr | 





1 
Ho [ŒRr +22 (Rr +1?) 
On en déduit la tension en A 
Ta = T(z = 0) = 28,8-106 N 


c) La cabine se déplace à vitesse relative constante dans le ré- 
férentiel non galiléen terrestre, elle subit donc une force 
perpendiculaire au câble qu'elle lui transmet, d’où le flé- 
chissement. On pourraît remédier à cela en organisant la 
montée d’une cabine pendant qu’une autre descend. Le 
poids est la somme de la force de gravitation et de la force 
d'inertie d'entraînement. Elle est égale au poids terrestre 
en À, puis elle diminue quand z augmente car la distance 
au centre de la Terre diminue, donc la force de gravitation 
diminue et la force d'inertie augmente simultanément. Le 
poids est nul à l'altitude géostationnaire zGs et devient né- 
gatif au-delà, c’est-à-dire qu'il repousse les occupants de 
la cabine vers l’espace. 


d) Ce dispositif rendrait la mise en orbite beaucoup plus 
simple, moins dangereuse et plus économique en énergie 
car possible à vitesse faible par rapport à une fusée, donc 
avec beaucoup moins de frottements. 
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a) 


b) 
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La tension du fil est selon le vecteur unitaire du fil, soit 


On travaille dans le référentiel terrestre non galiléen. Les 
composants des vecteurs cinématiques sont 


x x x 
OM! y ür| ÿ är| ÿ 
0 0 0 


Le vecteur vitesse angulaire a pour composante 


0 
Ô| QcosÀ 
Qsin À 
Les vecteurs forces s’écrivent 
Tx 0 2mQsin À} 
T Ty P|0 fie =| —-2mOsinÀ\i 
Tz -mg 2mQcos x 


En projection sur l’axe vertical, on en déduit 
T;- mg +2mQ cos Ài = 0 


Les oscillations sont de faible amplitude, x varie peut-être 
d’une dizaine de mètres en une durée de l’ordre de la pé- 


riode du pendule 
L 
To=271/-=16s 
8 


donc x reste de l’ordre du mètre par seconde, et Q est de 
l’ordre de 7:107° m-s-!, on peut donc négliger le terme 
de Coriolis devant le poids. De plus, le fil reste quasi verti- 
cal doncT,;=T= mg d'où 


" mg — 
T=-—-SM 
LÉ 
La relation de Chasles s'écrit 
X Ty = _m£s, 
SM=SO+OM=| y donc Ty=-"7y 
—L T;= mg 


La loi de la quantité de mouvement appliquée à M dans le 
référentiel terrestre s'écrit donc, en projection sur les axes 
xety 
mi = T8 x+2mQsin Àÿ 
mÿ = -Éy- 2mQsinÀï 
+ ti L 20) | 
ÿ+5y=-20sinÀÿ 


On obtient bien la forme attendue avec 


&0 = VE ctB= 05 
et { 


B=5,49-10 ° rad-s7! 


wo = 0,146 rad: s71 ss 





c) 


d) 


En sommant la première équation et la seconde multipliée 
par i, on obtient 


b+uwGp =2B(-it+ÿ)=-2iB(x+iÿ) 
soit b+ 2iBb + GP =0 
On résout l'équation caractéristique 
F + 2iBr + Wÿ =0 
Son discriminant est 
A = —4p? — 4wÿ = -4wÿ = (2iw0)? 
Ses racines sont donc 
r=-if+iwo donc 
| p=p,e”#h-wot Le Sd 
b=-i6-060)p,e 120)! - ;(6 + w0)p, e7 B+w0)t 


Les conditions initiales donnent, en négligeant f devant 
w6 
Cu s 
i0op, — iWop, =0 


a 
"Gt 


doncp, =p, = 3 


p = ae Pt cos(wof) = acos(Bf) cos(wof)-iasin(Br) cos(wof) 
Par identification 


x(f) = acos(Q sin À: f) cos(wo ft) 
y) = -asin(Qsin:f) cos(wot) 


La pulsation wg étant très supérieure à f, le mobile M fait 
donc des allers-retours à la pulsation wQ selon une direc- 
tion quasi rectiligne définie par 


x= acos(QsinÀ:t)q el 


y=-asin(QsinÀ:f)q 
Ces équations définissent une droite de vecteur directeur 


cos(Q sin À: f) 


ES 





qui tourne à vitsse angulaire constante 


2 
Qp = OsinÀ donc Tr = — 

OF 
2T Tr 


27 inÀ SsinÀ 
Tr 


soit Tr = 


L'application numérique donne 


Tr =114,4:109 s=31h47 min 
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CHAPITRE 


Mécanique du solide 


Thèmes abordés dans Les exercices 


+ Loi du moment cinétique. 

© Solide en translation. 

+ Lois de Coulomb. 

+ Frottement de glissement. 

+ Aspect énergétique du glissement. 


Points essentiels du cours pour la résolution des exercices 


+ Écrire la loi du moment cinétique pour le solide en rotation (révision de sup). 

+ Formuler et valider des hypothèses de glissement pour un solide en translation. 
© Effectuer un bilan énergétique pour un solide en translation sur un support. 

< Effectuer une mesure expérimentale d’un coefficient de frottement. 
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Chapitre2Z Mécanique du solide 


Les méthodes à retenir 


Écrire la loi du moment cinétique pour 
le solide en rotation (révision de sup). 
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Ce paragraphe est un rappel de première année, soulignant la complé- 
mentarité des deux approches : solide en rotation et solide en transla- 
tion. Un solide S est en rotation autour d’un axe A fixe. Il y a un paral- 
lèle remarquable entre les lois de la mécanique du point et celles de 
la mécanique du solide en rotation. Voici le tableau synthétique. 














Point Solide 
inertie masse m moment d'inertie Ja 
(kg) (kg-m°) 
position OM 0 
vitesse vitesse Ü = ah vitesse angulaire & = — 
(m:s"!) (rad-s"!) 
grandeur q. de mouvement moment cinétique 
= mD(kg-m:s !) La = Ja (kg-m°-s"1) 
action force f (N) moment #{\(f) (N :m) 
loi de la q. de mvt. du moment cinétique 
cf= À EMA (D = 
én. cinétique ;mu° 5Jaw” 
puissance P = f: D PAM) = Ma 


Voici la méthode préconisée pour l'écriture de la loi du moment ciné- 
tique sur le solide en rotation. 

(a) on identifie les actions mécaniques sous la forme de forces appli- 
quées et de forces réparties se ramenant à un couple dont le moment 
est donné par l'énoncé : 

() le moment d’une force f appliquée en un point M est 


Mn) = HIFI d 
où d est le bras de levier ; 
(ii) le poids s'applique au centre de gravité G ; 


(üiÿ) pour une liaison pivot parfaite, les forces d’axe ont une résul- 
tante non nulle, mais un moment nul car leur bras de levier est nul ; 


(iv) les moments des couples les plus fréquents sont ceux du couple 
moteur l > 0, de frottement visqueux —aw et de torsion —Cf. 

(b) L'application de la loi de la quantité de mouvement n’a pas d’inté- 

rêt en général car elle fait apparaître les forces d’axe. 

(c) L'application de la loi du moment cinétique donne une équation 

différentielle en 0. 
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Exemple : 


La rotation du pendule pesant est repérée par l’angle entre 
la verticale et le vecteur OG. On pose a = OG, on note m la 
masse du solide, JA son moment d'inertie par rapport à A 
et g l'accélération de la pesanteur. 





sens positif 


Dans le référentiel terrestre supposé galiléen, le solide est 
soumis à son poids et aux actions de contact associées à la 
liaison pivot, dont le moment résultant par rapport à À est 
nul, mais dont la force résultante est une réaction d’axe À 
non nulle. La loi du moment cinétique s'écrit 


dL à 
-P-d= 2 soit - mgasin0 = JA0 
dt 
En multipliant cette relation par 6, il vient : 
_ . . de 
J406 + mgaBsin6 = 0 soit Fr 5140 - mgacosO|=0 


qui traduit la conservation de l'énergie mécanique, 
somme de l'énergie cinétique de rotation du solide et de 
son énergie potentielle de pesanteur (les actions de la liai- 
son pivot ne travaillent pas). 





+ Exercice 2.1. 
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Chapitre2Z Mécanique du solide 


Formuler et valider des hypothèses de 
glissement pour un solide en 
translation. 
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Les lois de Coulomb modélisent le comportement cinématique et dy- 
namique d’un solide en translation S$ sur un support plan P lui aussi 
en translation dans le référentiel de travail (Z). Soit Vs la vitesse du 
solide et V, celle du support dans (Z). La vitesse de glissement est 

















NE 


L'action du support sur $S se décompose en une force normale N et 
une force tangentielle T appliquées sur la face du solide au contact 
du plan. 


— 


AN 
solide 








— — 
T 











support plan 


Deux cas sont à considérer, il faut remarquer leur complémenta- 
rité : l’un donne une égalité cinématique et une inégalité dynamique, 
l’autre donne une inégalité cinématique et une égalité dynamique. 

* Loi de Coulomb du glissement. Il y a glissement lorsque Vs Z Vp. 
On a alors L L 

T'anticolinéaire à Va 


Va Æ0et et À T = uyN 


où 4 est le coefficient de frottement dynamique, sans dimension. 
- Loi de Coulomb du non-glissement. Il y a non-glissement si la vi- 
tesse de glissement est nulle. On a alors 


où li, est le coefficient de frottement statique, sans dimension. Le 
sens et la direction de T est défini ainsi : cette force s'oppose au glis- 
sement éventuel du solide sur le support. 
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Voici la méthode préconisée pour l'étude du contact entre un solide 
en translation de masse m et un support plan. 
a) On suppose qu'il y a non-glissement. Dans ce cas, la vitesse de glis- 
sement est nulle et la vitesse du solide est égale à celle du support 
plan, a priori connue. On en déduit l'accélération du solide : 

> à > +  dVp 

Vs = VP donc As =Ap= =. 

dt 

b) On en déduit les actions de contact T et N en utilisant la loi de la 
quantité de mouvement au solide dans le référentiel Z 


mÂs=Y f 


c) On vérifie l'inégalité de Coulomb T < pi,N. Si elle est vérifiée, on 
valide le non-glissement, sinon, il y a glissement. 

d) Dans ce cas, T = p,N et on en déduit le mouvement du solide par 
application de la loi de la quantité de mouvement au solide. 


Exemple : 


Un solide S de masse m est posé sur un plan incliné d’un 
angle «à par rapport à l'horizontale et immobile dans le réfé- 
rentiel terrestre supposé galiléen. On cherche à déterminer 
la condition d'équilibre du solide et, s’il n’est pas à l’équi- 
libre, la nature de son mouvement de translation le long 
d’une ligne de plus grande pente. Les notations sont celles 
du schéma suivant. 











41 


Chapitre2Z Mécanique du solide 


a) On suppose qu’il y a non-glissement. Le support étant 
immobile, le solide est immobile dans le référentiel ter- 
restre supposé galiléen. 

b) La somme des forces est nulle : 


mgsina—T=0 


B4T4N -Gsoi | _mgcosa+N =0 


On en déduit r 
— =tana 
N 


c) La loi de Coulomb est donc vérifiée si 
tana<h; 


d) Dans le cas contraire, tana > hi, et l'équilibre est impos- 
sible, le solide glisse et T = HyN. La loi de la quantité de 

mouvement s'écrit alors 
._ : Midas 
P+T+N= mÂAsoit | TEST pi 
—mgcosa+N=0 


N = mgcosa 
donc 4 T=uHaN=pamgcosa 
mgcosa(tana- ua) = mi 


Ortana > pi, et on a dans le cas général hi, z 4 donc 
X= g(sina- pa cos) > 0 


Le solide a donc un mouvement de translation rectiligne 
uniformément accélérée selon une loi du type 


1 
X(F) = 38(6ina- Ha COS) 12 + Vot + Xo 








— Exercices 2.2, 2.3, 2.4, 2.5, 2.6, 2.7, 2.8, 2.9, 2.10. 
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Effectuer un bilan énergétique pour un 
solide en translation sur un support. 


Mécanique du solide Chapitre 2 


Supposons le support immobile dans le référentiel de travail Z. 
e S'il y a non-glissement, le solide est donc lui aussi immobile et la 
puissance des actions de contact est nulle 


C’est pourquoi la force tangentielle ne doit pas être appelée force 
de frottement (car un frottement est dissipatif d'énergie) mais force 
d’adhérence. 

e S'il y a glissement du solide sur le support plan P, la vitesse du solide 
Vs est parallèle au plan. Comme le support est immobile, V; s’identi- 
fie à la vitesse de glissement Va. Or la force N est orthogonale au sup- 
port et la force T est anticolinéaire à la vitesse de glissement. On en 
déduit les puissances 


P(N)=N-Vs=0 
PT =T-Vs=-T-Vy 


La force tangentielle est dans ce cas une force de frottement dissipa- 
tive d'énergie mécanique. En l'absence d’autres forces dissipatives, 
son travail (négatif) est égal à la diminution d'énergie mécanique 
entre deux points. 

Voici un critère important permettant d'identifier les cas où un bilan 
énergétique est préférable à l'application de la loi de la quantité de 
mouvement : 

e si l'énoncé décrit un processus mécanique où l’état initial et l’état 
final (positions et vitesses) sont clairement identifiés, indépendam- 
ment de la durée du processus, la méthode énergétique est préfé- 
rable ; 

e si l'énoncé demande d'établir des équations horaires ou de calcu- 
ler la durée d’un processus, alors la loi de la quantité de mouvement 
est préférable. 


Exemple : 


Un solide de masse m est posé sur un plan horizontal et 
lancé en mouvement de translation avec une vitesse ini- 
tiale Vo = Voü,. On note l4 le coefficient de frottement dy- 
namique et g l'accélération de la pesanteur. Déterminons 
la distance D qu'il parcourt avant arrêt complet. 
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La loi de la quantité de mouvement en projection sur l’axe 
vertical z donne N = mg. L'application de la loi de Cou- 
lomb pendant la phase de glissement donne 


T=pa N=himg 


Elle est donc constante et on peut calculer son travail entre 
l'état initial I et l’état final F 
a Xr=D 
W(T) = Î —Tü,:dxü, =-TD = -pymgD 


X1=0 


Le poids P et la force normale N sont perpendiculaires au 
déplacement donc leurs travaux sont nuls. Par application 
de la loi de l’énergie cinétique : 

1 2_l > û 
=m:0"--mV$ =-p4mgD donc D = 

2 2 2Ha8 











+ Exercices 2.11, 2.12. 


Effectuer une mesure expérimentale Les lois de Coulomb permettent d’énoncer le principe de mesure ex- 
d’un coefficient de frottement. périmentale des coefficients de frottement. 
+ On détermine le coefficient de frottement statique 1, en soumettant 
un solide immobile sur un support à une force croissante É parallèle 
au support. On note N la force normale et F* la valeur de cette force 
au moment où le glissement apparaît et on écrit 


UN = F* 
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+ On détermine le coefficient de frottement dynamique pu; en étu- 
diant la décélération d’un solide qui glisse sur un support plan. Si le 
solide n’est soumis à aucune autre force que son poids et les forces de 
contact, et si le support est horizontal, lorsque sa vitesse passe de Vi 
à V; entre les abscisse x1 et x, on peut écrire 

1 


1 
mVe _- mi = —l4mg(X — X1) 


Exemple : 


e On place un solide de masse m sur un plan incliné d’un 
angle « par rapport à l'horizontale. On augmente très gra- 
duellement « et on relève la valeur «* pour laquelle le glis- 
sement apparaît. 


y 





Juste avant que le glissement n’apparaisse, le solide est en 
équilibre et la loi de la quantité de mouvement s'écrit, en 
projection sur les axes x et y : 


mgsina* -T=0 _——. T = mgsina* 
N-mgcosa* =0 N = mgcosa* 


On en déduit 
mgsina* =p,-Mmgcosa” soit p, = tana* 


+ En reprenant l'exemple de la fiche précédente, la dis- 
tance D parcourue par un solide en translation horizontale 
sur un support plan horizontal, de vitesse initiale Vo, jus- 
qu'à son arrêt vérifie la relation 


1 > 1 2 V6 
m0 --mV,; =-u14mgD donc ly = 
2 0 Hamg Ha 2gD 





2 








+ Exercices 2.13, 2.14. 
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Énoncés des exercices 
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Treuil 


Un treuil est un cylindre de rayon b, de masse M, en rotation autour de son axe de 
révolution À = (G, x) horizontal. Son moment d'inertie par rapport à À est J = Mb. 
Une corde inextensible et de masse négligeable y est enroulée. Au bout de la corde, 
on suspend un point matériel K de masse m soumis à son poids. On note 6 l'angle 
de rotation du cylindre et z l’alitude de K. L'inextensibilité de la corde entraîne la re- 
lation Z = bô. Le cylindre subit un couple moteur de moment constant T par rapport 
à A et un couple de frottement visqueux de moment —-af. 


5 


Àt=0,z=0,0=0etô=0. 





a) Par application de la loi de la quantité de mouvement à K et de la loi du moment 
cinétique au cylindre, établir l'équation différentielle vérifiée par 0. 


b) Préciser à quelle condition K est soulevé du sol pour f > 0. Résoudre dans ce cas 
l'équation différentielle. 


c) Montrer que l'équation différentielle vérifiée par 0 traduit la loi de la puissance 
cinétique pour le système complet comprenant le cylindre et K. 


Oscillations avec frottement solide 


Un solide S de masse m est posé sur un support plan horizontal. On identifie les coef- 
ficients de frottement 1 = h$ = pq. S est placé à l'extrémité d’un ressort à spires non 
jointives de longueur à vide { et de constante de raideur k. Il est en mouvement de 
translation selon l'axe (O, x), sa position est repérée par l’abscisse x, O correspondant 
en x= 0 à la position d'équilibre du ressort. 


(k Lo) (m) 
O 


e eG X 





























Lo 


À t= 0, on lâche le solide sans vitesse initiale depuis l’abscisse xo = POPRE 
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a) Établir l'équation horaire x(f) pour la première phase du mouvement (le mobile 
glisse dans le sens des x décroissants). 


b) Déterminer l’abscisse x1 à laquelle la vitesse du solide s’annule. On prend la date 
correspondante comme nouvelle origine des dates. 


c) Vérifier que le solide ne s’immobilise pas définitivement en x = x1 et établir 
l'équation horaire x(f) pour la deuxième phase du mouvement. 


d) En poursuivant le même raisonnement, déterminer le mouvement complet du 
solide jusqu’à son immobilisation définitive. 

e) Tracer l'allure de la courbe x(f) et justifier le terme «enveloppe affine». Quelle 
est la forme de l’enveloppe si on remplace le frottement solide par un frottement 
fluide du type -aÿ ? 


Rodéo horizontal 


Un petit cube de masse m est posé sur le dessus d’un chariot parallélépipédique de 

masse M qui glisse sans frottement sur une table horizontale. Le chariot est relié à 
une paroi par un ressort de constante de raideur k et de masse négligeable, et il a un 
mouvement rectiligne. 








(k) he 
: (M) 


























Déterminer l'amplitude maximale du mouvement en dessous de laquelle le cube ne 
glisse pas ; on notera li le coefficient de frottement entre le cube et le chariot. 


Analyse d’une expérience (résolution de problème) 


On pose une feuille de papier sur une table horizontale et une gomme sur la feuille 
de papier. L'ensemble est initialement immobile. À partir de la date f = 0, on exerce 
une force horizontale constante Ë = Fü, sur la feuille de papier. On réalise plusieurs 
fois l'expérience en augmentant progressivement F et on constate les faits suivants. 
e Pour F très faible, rien ne bouge. 

e Pour F moyen, la feuille glisse et la gomme reste immobile sur la feuille. 

° Pour F fort, la feuille glisse et la gomme recule par rapport à la feuille. 

e Pour F très fort, il est possible de retirer la feuille alors que la gomme ne bouge 
presque pas par rapport à la table. 

Expliquer ces faits et déterminer les valeurs limites de F entre ces différents cas en 
fonction des différents paramètres du problème : masse m de la gomme (masse de 
la feuille m'  m), coefficients de frottement l9 entre la table et la feuille, 1 entre la 
feuille et la gomme. 
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(es is om pm Chute d’une chaîne sur un coin de table 


Une chaîne de longueur totale Let de masse linéique À est posée sur un coin de table 
et commence à glisser. On note x la longueur de chaîne encore posée sur la table. 


X 

















a) On néglige tous les frottements. Établir l'équation différentielle vérifiée par x() 
et la résoudre avec les conditions initiales x(0) = L et X(0) = 0. 

b) On ne néglige plus les frottements et on note pi, le coefficient de frottement 
statique, 4 le coefficient dynamique du contact entre la chaîne et la table. On 
admettra que is > Hg. Déterminer la valeur maximale x de la longueur ini- 
tiale de chaîne posée sur la table pour laquelle le glissement commence. Établir 
l'équation différentielle vérifiée par x() et la résoudre avec les conditions initiales 
x(0) = x9 et X(0) = 0. 


ESS Cabestan 


Un cabestan est un cylindre fixe d’axe (O, 2) horizontal, de rayon b, sur le pourtour 
duquel est enroulé un câble inextensible. On note ji le coefficient de frottement sta- 
tique du câble sur la surface du cabestan. Un tronçon élémentaire de câble est déli- 
mité par l'intervalle angulaire infinitésimal |6 — 4,9 + de . On néglige le poids de- 
vant les autres forces. Ce tronçon est donc soumis aux tensions à ses deux extrémités 
Ë {o - a) et {eo + &) et aux forces de contact tangentielle dT et normale dN appli- 
quées au centre C du tronçon. 


_ 


F(6+d0/2) 












= 
U, 


©) ‘ 
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a) Traduire l'équilibre du tronçon de corde. En déduire l'équation différentielle véri- 
fiée par F(0) si on se place à la limite du glissement (40 étant infintésimal, on fera 
l’approximation des petits angles). 


b) On suspend, en 0 = 0, une masse m = 1,0 kg au bout de l'extrémité libre du câble. 
Déterminer la masse M qu’on peut suspendre à l’autre extrémité, avec un enrou- 
lement de 5 tours et demi. On prendra hi = 0,5. 


Frotté-glissé 


Le frotté-glissé explique le raclement caractéristique d’un lourd objet qu’on déplace 
sur le sol, ou le crissement d’une craie neuve sur un tableau. Dans le montage sui- 
vant, un solide S de masse m est posé sur un tapis-roulant plan horizontal qui se 
déplace à la vitesse V= Vo ü x. Le contact de S sur le tapis est modélisé par les lois 
de Coulomb, le coefficient de frottement statique est supérieur au coefficient de frot- 
tement dynamique : ph, = 2h et y = H. Le solide est relié à un ressort horizontal de 
constante de raideur k et de longueur à vide £ dont l’autre extrémité est fixe en E. 


On pose W0 = 1/ É a= — et on suppose (hypothèse simplificatrice) que Vo = aw. 


(k 10) (m) 
O 


e i eG X 
































run V 


L'abscisse de G est repérée par l’élongation du ressort x. À la date =0,x=0etilya 
non-glissement. 


a) Quelle est alors la nature du mouvement de S. En déduire la loi horaire x(?. 


b) Par application de la loi de la quantité de mouvement, en déduire que la force 
tangentielle s'écrit T(f) = KVot. 

c) En déduire la date #1 à laquelle le glissement commence et déterminer l’abscisse 
x1 à cette date en fonction de a et Vo. 


d) À partir de la date de début de glissement, prise comme nouvelle origine des 
dates, écrire la nouvelle équation différentielle vérifiée par x(#). À quel type de 
mouvement s’identifie celui du solide pendant la phase de glissement ? 


e) À quelle condition ultérieure le glissement s’arrêtera-t-il ? 


f) Résoudre complètement les équations différentielles, montrer qu'à la fin du glis- 
sement, on retrouve très exactement la condition du début (non-glissement en 
x= 0). 


g) Commenter le portrait de phase donné ci-après. 


Vo À dx/dt - B 


A 
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Mouvement d’un tonneau sur la plate-forme d’un camion 


Un tonneau cylindrique, de masse m, de rayon b, de centre G, de moment d'inertie 
T= mb? autour de son axe de révolution A, d'énergie cinétique 


1 1 
Ec = —mv?(G) + -Jw? 
2 2 


est posé sur le plateau horizontal d’un camion qui accélère avec une accélération 
constante à = Aü,. Le coefficient de frottement statique est pris égal au coefficient 
de frottement dynamique, soit 1. Le plateau a une longueur d. 








Dans le référentiel du camion, on admettra que la force d'inertie d'entraînement 
s'exerce en G. 


a) Déterminer les valeurs d'accélération du camion pour lesquelles il y a roulement 
sans glissement, celles pour lesquelles il y a glissement. 


b) Déterminer la distance L parcourue par le camion lorsque le tonneau va en tom- 
ber. 


Machine de Timochenko 


Dans le dispositif suivant, les deux cylindres tournent dans deux sens opposés, à la 
même vitesse angulaire w. Leurs axes sont distants de D. La plaque posée dessus a 
une masse mn et une longueur L. Elle reste horizontale et on repère sa position par 
l’abscisse x de son centre d'inertie G (x = 0 correspond au point milieu). Il y a glisse- 
ment aux deux points de contact I; et I. 


L 
0 x 


| ©) 
Je 


D 





Ts 























On note 1, le coefficient de frottement dynamique de la plaque sur les cylindres. 
Montrer que la plaque oscille horizontalement et déterminer la période de ces os- 
cillations. On pourra admettre que la loi du moment cinétique peut être appliquée 
autour de l’axe passant par G, orthogonal au plan de la figure, dans le référentiel ba- 
rycentrique de la plaque, sans qu’il soit nécessaire de prendre en compte les forces 
d'inertie dans ce référentiel. 
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Tapis à rouleaux (résolution de problème) 


Un tapis à rouleaux est une suite de cylindres identiques de rayon R, de masse m, 
de moment d'inertie par rapport à leur axe J = àmR?, en rotation sans frottement 
autour de leurs axes parallèles et distants d’un tout petit peu plus que 2R. 

















GU00%0000 


Un solide parallèlépipédique de masse M = 5m et de longueur L = 10R se déplace 
en translation horizontale sur les rouleaux. Lorsque le solide arrive sur le (n+1)ième 
rouleau, sa vitesse est V,. Après un bref régime transitoire où le solide glisse sur le 
(n + ljième rouleau abordé, le non-glissement s’instaure et la vitesse du solide de- 
vient V,+1. On pourra supposer que les coefficients de frottement statique et dyna- 
mique sont égaux à 1. Établir l'expression de V, en prenant une vitesse initiale Vo. 


Puissance de la force de frottement, cas du support en mouvement 


Un solide S est en mouvement de translation à la vitesse Vs sur un support plan lui- 
même en translation à la vitesse Vp dans le référentiel de travail Z. Les deux vecteurs 
sont dans le plan du support. 


a) Faire un schéma en faisant apparaître les forces de contact subies par le solide et 
celles subies par le plan. 
b) Exprimer la puissance de ces forces sur chaque système 


c) En déduire que la somme des puissances des forces de contact normales et tan- 
gentielles valent respectivement 


Piotale (N)= 0 
Potae (D =T Va 


Glissement d’un solide en mouvement de rotation 


Un solide cylindrique homogène de rayon b, de hauteur H, de masse volumique p 
et de masse m est posé sur un support plan horizontal immobile. On note li le coef- 
ficient de frottement dynamique. Le solide est animé d’un mouvement de rotation 
autour de son axe (0, z) vertical. On note w sa vitesse angulaire et J = mb? son 
moment d'inertie autour de son axe. À f = 0, © = wo. Le disque formant la base in- 
férieure du cylindre, au contact du support, est décomposé en couronnes circulaires 
concentriques [r,r + dr] et chacune de ces couronnes est décomposée en secteurs 
angulaires [0,0 + 40]. L'aire du secteur 


{r,r + dr] x [6,0 + d8] 


est dS = rdrd®. 
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a) Exprimer les composantes normale dN et tangentielle dT de la force de contact 
dans la base cylindrique. 


b) En déduire le moment d.#{ par rapport à l'axe des actions de contact subies par 
un secteur, puis le moment résultant .{. 


c) En déduire la loi d'évolution de w(f). 


d) Faire un bilan énergétique. 


Machine d’Attwood 


Dans le dispositif suivant, la poulie est parfaite, c’est-à-dire que la norme F de la 
tension du fil de part et d’autre est identique. Le fil est inextensible. 























A à re 
X 
M; 
(m) 
A  — — 
< = 
D 
M; 
(m) 











LE 





Le système est initialement immobile. On note 4 le coefficient de frottement dyna- 
mique entre M, et le support horizontal. On note d la distance parcourue par Mi 
jusqu’au contact de M: avec le sol et D la distance totale jusqu’à l'arrêt. Par un bilan 
énergétique, déterminer l'expression du coefficient de frottement dynamique y. 


Détermination des coefficients de frottement sur un plateau en rotation 


Un support demi-plan (O, x, z) tourne autour de son arête (O, 2) à la vitesse angulaire 
constante Q. On note « son angle d’inclinaison par rapport à l'horizontale, nulle à 
t=0,donconaN=ûàeta=Qt. 
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Un solide S de petite taille (donc quasi ponctuel), de masse m est posé à l'instant 
initial en un point Mo(xo = à, Yo = 0, Zo = 0) sur le plan, sans vitesse initiale par rap- 
port au demi-plan. On travaillera dans le référentiel non galiléen de ce demi-plan, en 
rotation uniforme à la vitesse angulaire Ô= Où par rapport au référentiel terrestre 
supposé galiléen. On note p1; le coefficient de frottement statique et 4 le coefficient 
de frottement dynamique du solide sur le demi-plan. On observe le scénario suivant. 
Entre t=0 et t = #1, le solide ne glisse pas. À partir de #, le solide glisse vers le bas du 
support et à la date #, il arrive en O, alors qu’on a encore a < 3. 




















a) 


b) 


c) 


d) 





Pour la phase f € [0,f1[, établir l'expression des composantes T et N de la force 
d'action du support sur le solide. 


En déduire l'équation trigonométrique vérifiée par f avec les paramètres lis, @, 
get Q, il n’est pas demandé de la résoudre. 


À partir de {= ft, établir l'équation différentielle vérifiée par x(f), la mettre sous 
la forme 
#-2QQi - 2x = Kcos(Qn - Lsin(Qn 
et préciser les expressions de Q, K et L. On pourra admettre l'équation différen- 
tielle pour la suite. 
On pose 
cos0 = À 
J=VK2+L2 et l L 
sin0 = ; 


L'équation différentielle s’écrit donc (il est inutile de le vérifier) 
-2QQi - Q? x = Jcos(Qr + 0) = 0 


i) Résoudre l'équation homogène et exprimer la solution x} (f) en fonction des 
constantes d'intégration A et B. 


ii) On cherche une solution particulière de l'équation avec second membre 
sous la forme 
Xp (9) = Ccos(Qr +1) 


Donner l'expression de C. 


iii) En déduire l'équation vérifiée par #2. 
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Du mal à démarrer 


La tension du fil fait le lien entre le cylindre et le mobile K. La 
norme est identique, mais les vecteurs forces sur les deux objets 
sont opposés. La relation entre à et à permet d'obtenir l’équation 
en 6 seul. 


La force tangentielle étant en permanence opposée à la vitesse 
de glissement, on observe une succession de demi-oscillations ré- 
gies par autant d'équations différentielles du type oscillateur har- 
monique, le signe du terme de frottement changeant à chaque 
fois. Cette force étant dissipative d'énergie, l'amplitude des demi- 
oscillations diminue, et on doit déterminer à chaque annulation 
de la vitesse si le mobile repart ou s’immobilise en respect des lois 
de Coulomb. 


On fait l'hypothèse que le cube ne glisse pas sur le chariot. On 
en déduit le mouvement du solide {chariot,cube}. On traduit en- 
suite l’immobilité du cube dans le référentiel non galiléen du cha- 
riot en translation oscillatoire. On en déduit les forces normale et 
tangentielle subies par le cube. On exprime enfin la condition de 
Coulomb pour le non-glissement. 


On pourra étudier successivement l’ensemble du système immo- 
bile sur la table pour F très faible, l’ensemble du système glis- 
sant sur la table et l’immobilité de la gomme sur la feuille pour 
F moyen, la feuille glissant sur la table et la gomme glissant sur la 
feuille pour F fort. On traduira à chaque fois les lois de Coulomb 
pour en déduire les valeurs de F qui séparent chaque régime. 


La meilleure méthode pour l’étude du mouvement de la chaîne est 
la loi de l’énergie mécanique. On remarquera que la vitesse de tous 
les points de la chaîne a pour norme |x|, on en déduira aisément 
l'énergie cinétique. L'énergie potentielle de pesanteur est celle de 
la portion de chaîne qui pend, égale au produit de sa masse par g 
et par l’altitude du centre de ce tronçon. Pour l’étude de l'équilibre, 
on pourra écrire celui de chaque tronçon séparément, en considé- 
rant que la tension de la chaîne est identique en norme de part et 
d’autre du point à l’angle de la table. 


Les projections demandent beaucoup de soin, avec la manipula- 


tion de l’angle de et la distinction entre les angles 6, 8+ de et 


ü- de. En effectuant ensuite les développements limités au se- 
cond ordre, on en déduit dT et 4N à l’équilibre. D’après la loi 
de Coulomb, à la limite du glissement, dT = HAN. On en déduit 
l'équation différentielle. 


Pendant la phase de non-glissement, * = Vo, on en déduit les 
expressions des forces de contact, puis la date et l’abscisse aux- 
quelles le glissement commence grâce aux lois de Coulomb. Pen- 
dant la phase de glissement, T = HN, on en déduit l'équation 
horaire du mouvement, puis la date et l’abscisse auxquelles le glis- 
sement cesse lorsque * = Vo. 





9 


La loi de la puissance cinétique fait apparaître comme unique puis- 
sance non nulle celle de la force d’inertie d'entraînement. On en 
déduit T et N grâce à la loi de la quantité de mouvement appli- 
quée au tonneau dans le référentiel non galiléen du camion, puis 
la condition de non-glissement de Coulomb. L'étude du mouve- 
ment du tonneau dans chaque cas n’est qu’un classique exercice 
de mécanique. La camion ayant un mouvement rectiligne unifor- 
mément accéléré, il est facile de déterminer son abscisse sur la 
route quand le tonneau tombe. 


Le glissement permet de relier T1 et N1 d’une part, T2 et N2 
d’autre part. La loi de la quantité de mouvement appliquée à la 
plaque, en projection verticale, permet de relier N1 et N2. Pour 
terminer la détermination des quatre grandeurs, il faut une qua- 
trième relation qui découle de la loi du moment cinétique appli- 
quée à la plaque autour de G. Les bras de levier de N1 et N2 
dépendent de x. La projection sur x de la loi de la quantité de 
mouvement appliquée à la plaque donne l'équation d’oscillateur 
cherchée. 


Pendant la phase de glissement, la force normale appliquée sur le 


(n+ l)ième rouleau est Me, on en déduit la force tangentielle en 


appliquant la loi de Coulomb. On en déduit l’équation du mouve- 
ment de translation du solide (V(#)) par application de la loi de 
la quantité de mouvement et celle du mouvement de rotation du 
cylindre (w(f)) par application de la loi du moment cinétique. Le 
glissement cesse quand V(f) = Rw(f). On en déduit la date et la vi- 
tesse acquise par le solide à cette date, soit V+1, d’où la relation 
de récurrence. 


La troisième loi de Newton (action-réaction) et la loi de composi- 
tion des vitesses permet de conclure. 


On obtient les forces élémentaires sur un secteur angulaire grâce 
aux lois de Coulomb pour le glissement. On en déduit le moment 
élémentaire de frottement qu’on intègre sur r et sur 8 pour calcu- 
ler le moment. La loi du moment cinétique permet d’en déduire 
la date d’arrêt du mouvement. On calcule de même la puissance 
élémentaire qu’on intègre pour calculer le travail de la force de 
frottement et vérifier la loi de l’énergie cinétique. 


Le bilan énergétique peut être fait entre l’instant initial et l’ins- 
tant juste avant l’impact de M: sur le sol, puis entre l'instant juste 
après l'impact et l’instant final où M1 s’immobilise. On fera atten- 
tion au fait qu’à l'impact, l'énergie cinétique de M2 est perdue, 
dissipée en énergie sonore, vibratoire, de déformation. 


Les lois de Coulomb habituelles, et la détermination de la date de 
début de glissement se superposent ici à la prise en compte des 
forces d’inertie d'entraînement et de Coriolis dans le référentiel 
non galiléen du plan en rotation uniforme. On pensera au forma- 
lisme complexe en régime sinusoïdal forcé. 
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Mécanique du solide Chapitre 2 


Corrigés des exercices 


a) Dansle référentiel terrestre supposé galiléen, K est soumis 
à son poids et à la tension de la corde +T&,. La loi de la 
quantité de mouvement s'écrit 


T- mg =mz£z 


En utilisant la relation cinématique donnée par l'énoncé, 
on en déduit 
T=mg+mb8 


Le cylindre est soumis au couple moteur, au couple de frot- 
tement et à la tension de la corde -Tü%, dont le moment est 
négatif (en orientant dans le sens trigonométrique) et dont 
le bras de levier est b. La loi du moment cinétique s'écrit 


F-aô-Tb=JÙ 
En remplaçant T par l'expression obtenue plus haut on ob- 
tient l'équation différentielle 


(+mb?)0+0û=7-mgb 


b) K est soulevé du sol si, à = 0 £ > 0, donc Ô > 0. Or l’'équa- 
tion donne à cette date 


(+mb?)6=7-mgb 


Il faut donc que T > mgb. La solution particulière s’identi- 
fie au fonctionnement en régime permanent, à vitesse an- 
gulaire constante égale à la vitesse limite 


Op(#) F=mgb 


= Woo AVEC Woo = 
a 


La solution homogène est obtenue en résolvant l'équation 
caractéristique associée à l'équation sans second membre 


( + mb?) r2+ar = 0 donc 


r1=0 
p=-—% = 24 = 1 
277 Jim (M+2m) bp? T 
On en déduit 
t 
O(#) = . ss +Qoof 
(+) = Le . + Goo 
Les conditions initiales donnent 
A +A2 =0 d A À 
onc — A = A2 = Tu 
-& + oo = 0 1 2 (ee) 


et O(f) = Woot — THoo [i-e”*] 





c) En multipliant l'équation par Ô on obtient 
J66 + mbÜ bô = TÔ — a«ôÔ — mgbô 
soit J66 + mËë = TÔ-aûû - mgë 


1 _. 1 ; _ 
_Jé2 + =m£ = T6 - a00 - mgi 
2 


… à 
soit — 
dt 2 








qui est bien la traduction de la loi de la puissance cinétique 


d (Ecoyi +Ecx) 


= P(T) + P(-0Ù) + PP) 
dt 


a) Le solide glisse dans le sens des x décroissants. Comme la 
force tangentielle est anticolinéaire à la vitesse de glisse- 
ment, la loi de la quantité de mouvement s'écrit 


T+P+N+F- 


” T-kx= mi 
Le —-mg+N=0 


La loi de Coulomb du glissement s'écrit T = pyN donc 
:2 Æ 
X+—x=ug 
m 


Cette équation d’oscillateur harmonique s'intègre immé- 
diatement 


| K 
X(f) = ÊRE +Acos(wt) +Bsin(wf) avec w& = 1} — 
k m 


La prise en compte des conditions initiales donne 


8,5umg _ mg _ 7,5hmMmg 
Ro de donc UK 
0 = -Bw B=0 
X(E) = pe + 75pne cos(wf) 
donc un FSUME 
+19 = — 7 wsin(£) 


b) La première date d'annulation de la vitesse est f1 avec 


umg 7, SHME _ 6,5umg 
X)= = - — °° — 


&f = 7 donc x] = E E E 
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c) 


d) 
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La force du ressort à cette date est F1 = 6,51mg et la force 
normale N = mg. Si x1 était position d'équilibre, on aurait 
en norme 


Doi SANRE donc Ti > UN 


N=mg 


qui est incompatible avec la loi de Coulomb qui traduit le 
non-glissement. Le solide n’est donc pas en équilibre, et 
repart dans le sens des x croissants. La force tangentielle 
change de sens et la nouvelle équation différentielle est 


a: 
X+—x=-pg 
m 


Cette équation d’oscillateur harmonique s'intègre en 


X(f) = _— = SSImE cos(wt) 
donc un BSUME, 
(0 = 7 wsin(wé) 


La première date d'annulation de la vitesse est 12 avec 


mg ” 5,5HmMg _ 45hmg 


&t> = 7x donc x2 = X(f2) = — L E . 


En ce point, T2 = 4,51N > UN, le solide repart dans le sens 
des x décroissants, selon la loi 


x(0'= __ + Ste cos(wf) 
À(t) = SEE 5 sin(w D) 


La première date d'annulation de la vitesse est f3 avec 


&wt3 = 7 donc X3 = x) = 2 - © = - ——— 

3 3 = X({3) E E E 

En ce point, T3 =2,54N > pi, le solide repart dans le sens 
des x croissants, selon la loi 


X(E) = Es — ZOPE cos(wf) 
à(0 = SEE sic) 
La première date d'annulation de la vitesse est {4 avec 


mg 4 1,51mg _ 0,5umg 


tA=Td = L1)=— 
& {4 = T donc x4 = x(f4) E E E 


En ce point, la force de rappel du ressort ne vaut plus que 
F4 = 0,5umg. À l'équilibre : 
T4 = F4 =0,5umg : 
N = mg donc T4 = 0,5N < HN 


La loi de Coulomb du non-glissement est donc vérifiée, le 
solide s’immobilise donc définitivement. 





e) La courbe fait apparaître un phénomène pseudo- 
périodique, avec une suite de demi-sinusoïdes délimitées 
par les positions d’annulations successives de la vitesse, 
alignées sur deux droites. C’est pourquoi on peut parler 
d’enveloppe affine. 
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PRO un sn nn 


Î : zone d’arrêt 
définitif 





enveloppe affine 











f 1: H'IMiIV: 


Dans le cas d’un frottement fluide linéaire, l’équation dif- 
férentielle vérifiée par x est 


mi + ax + kx = 0 


Si le coefficient de frottement a est assez faible pour que le 
discriminant de l'équation caractéristique 


A=œ@-4km 


soit négatif, le système est oscillatoire pseudo-périodique 
selon une équation horaire du type 


X(F) = Ag cos(« f +) 


qui se représente par une sinusoïde oscillant entre deux en- 
veloppes exponentielles. 


x (ung/k) 






enveloppes 
exponentielles 
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Faisons l'hypothèse du non-glissement du cube sur le chariot. 
Le système {chariot,cube} forme un solide de masse M + m 0s- 
cillant sans frottement à l’extrémité d’un ressort de constante 
de raideur k. Son mouvement a donc pour équation horaire 


k 


X(E) = Xp cos(Qf + p) avec Q = 
(D = Xo cos( @) Min 





en notant X9 l'amplitude des oscillations. Dans le référentiel 
non galiléen du chariot en translation oscillatoire, le cube est 
soumis à son poids, aux forces tangentielle et normale de la 
part du chariot et à la force d'inertie d'entraînement. L'accélé- 
ration d'entraînement est celle du chariot, soit 





Xo cos(Qf + )ü 
M+m D ( PJüx 


La condition d'équilibre s'écrit donc 


B+N+T+/fe=0 





T(6 + HE Xo cos(Qr + çp) = 0 


donc | 
—-mg+N=0 





7” M+m 


ms 


Il y a non-glissement si 


_ km 
D at) = Xo cos(Qr +) 


Vi, IT(I< HN 


et comme les valeurs extrêmes du cosinus sont +1 





km - H(M + m)g 
X0 = tXp <= ——— 
Mom 07 #78 00 K 


+ SiF est très faible, rien ne bouge. Considérons dans ce cas 
le système {feuille, gomme} de masse m + m = m. Dans le 
référentiel galiléen de la table, représentons l’ensemble des 
forces qu'il subit. 


— 


a 





— 
F 














[ , = 
oo 
— 
T 








vP 
La loi de l'équilibre s'écrit P + N + T + F = 6 donc en projec- 
tions sur les deux axes : 


T=F 


F-T=0 
N=mg 


—-mg+N=0 donc | 


La loi de Coulomb du non-glissement de la feuille sur la 
table est vérifiée si T < loN donc si F < Homg. 
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+ Si F moyen, la feuille glisse et la gomme reste immobile 
sur la feuille. Considérons dans ce cas le système {feuille, 
gomme} de masse m. Dans le référentiel galiléen de la table, 
ce système subit les mêmes forces que dans le cas précé- 
dent. La loi de la quantité de mouvement s'écrit 


P+N+T+Ë-= ma 


où à est l'accélération commune de la feuille et de la 
gomme. En projections sur les deux axes, on a donc 


S ma=E-T 
N=mg 


La loi de Coulomb relative au glissement de la feuille sur la 
table donne T = HyN donc 


F-T=Mma 
—-mg+N=0 


ma=EF-homg 


a est donc positive si F > pymg. Considérons maintenant 
le système formé de la gomme seule : elle est en équilibre 
dans le référentiel non galiléen de la feuille d'accélération 
à = aüx. Représentons les forces qu’elle subit : 

















AN, 
nus 
le 
=. = 
T; 
mi 7 ni) auf a an 20 ami a a ANS PURE RP Fute rer ES, 
Vr 


donc en projections sur les deux axes : 


T=ma=EF-homg 


T-ma=0 
Ni=mg 


—mg+N1=0 sons 
La loi de Coulomb du non-glissement de la gomme sur la 
feuille est vérifiée si T1 < 11 N1 doncsi 


F-homg <img soit F< (Ho +p1)mg 


Cette situation est donc réalisée si homg <F < (Ho +H1)Mmg 

+ Pour F fort, la feuille glisse et la gomme recule par rapport 
à la feuille. On est donc dans le cas où F > (Ho + H1)ng. La 
force d'inertie subie par la gomme dans le référentiel de la 
feuille est alors plus importante que la force tangentielle, 
et la gomme recule effectivement par rapport à la feuille. 
Comme la feuille et la gomme ne sont plus solidaires, on 
doit raisonner sur le système formé de la feuille seule. Elle 
subit de la part de la gomme une force opposée à celle exer- 
cée par la feuille sur la gomme. Représentons l’ensemble 
des forces. 
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"V 

















Notons »/ la masse de la feuille ; la loi de la quantité de 
mouvement appliquée à la feuille s'écrit 


P'EN1+N+ Ti +T+É = ma 
et en projections sur les axes : 
Ti -T+F= m'a 
-m'g+N-N'=0 
En écrivant l'équilibre de la gomme sur l’axe vertical 
N! = mg donc 


N=(m+ml)g= mg 


car la masse de la feuille est très faible devant celle de la 
gomme. Les lois de Coulomb traduisant le glissement si- 
multané de la feuille sur la table et de la gomme sur la feuille 
entraînent que 


T = poN = pomg et Ti = HN = img 
On en déduit que 
m'a =F-(ho+1)mg 


et a/ est bien positif sit F > (Lo + M1)mg. 

+ Pour F très fort, il est possible de retirer la feuille alors que 
la gomme ne bouge presque pas par rapport à la table. Le 
calcul précédent donne l'accélération de la feuille : 


1 _ F-(Ho+H)mg 
[4 À — ————— 
m 
La gomme, elle, est soumise à son poids et à la force nor- 
male qui se compensent et à la force tangentielle T1 = 
mg donc son accélération dans le référentiel de la table 
est à = aüx avec H1 Mg = ma donc a = 18. 
e SiF > (lo +p)mg, alors a! = E, et a = Hg. Calculons le 
rapport entre ces deux accélérations : 





4 = 07e, One me 
& E F m 
m 


OrF > (lo + p1)mg donc a fortiori F > p1mg et m« m 
donc a a’. l'accélération de la feuille est donc très su- 
périeure à celle de la gomme dans le référentiel de la table. 
Elle se retirera donc très vite de sous la gomme, et à partir 
de là, la gomme ne subit plus aucune force horizontale : 
elle tombe sur la table, et s'arrête donc presque instantané- 
ment, on a donc l'impression que la gomme n’a presque pas 
bougé. 
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a) La chaîne étant inextensible, chacun de ses points a la 
même vitesse en norme, soit |*|. Sa masse totale est m = AL 
et son énergie cinétique est donc 


ls 5 
Ec= -ALx 
2 


En l'absence de frottement, la force de contact sur la par- 
tie de chaîne encore posée sur la table est orthogonale 
à son déplacement et ne travaille pas. En prenant la ré- 
férence à l'altitude nulle de la table, l'énergie potentielle 
de pesanteur est celle du tronçon qui pend. Sa masse est 
mp(t) = À(L- x) et son centre de gravité est à l'altitude 
ZG=— — donc 


Ag(L- x)? 
Epp = MPE2G = — 
On en déduit 
1 Ag(L- x)? 
Em = EC+Epp = QALÉ SEE 


L'énergie mécanique est constante, donc sa dérivée par 
rapport au temps est nulle, soit 


1 .2(—-X)(L— 
D Dm 
2 2 
: _ 8 
d — —X=— 
D 


Cette équation du second ordre s'intègre en 


xx (0 = Ae700f + BeQof 
Qo = £ 
XP il 


X(P) = xx (6) + xp (f) avec 


soit | x(0) = Ae00t + Bet +L 
*X(0 = -AQpe” 0! + BOpe°0t 


Les conditions initiales s’écrivent 


L 
5 =A+B+L L 
2 donc A = B=-— 
De AG ER 4 
Leot +6 ot L 
et X() = L- = =[{0--ch(Q0f) 
2 2 2 


b 


TZ 


Supposons qu’il y a non-glissement et écrivons l'équilibre 
du tronçon (P) de chaîne qui pend et celui du tronçon (C) 
qui est au contact de la table. En supposant que le coin de 
table se comporte comme une poulie parfaite, la norme F 
de la tension est la même au point M' en haut de (P) et au 
point M’ à gauche de (C). 
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Les lois d'équilibre en projections sur les axes vertical et 
horizontal s’écrivent 


—À(L-x)g+F=0 
—F+T=0 
—xg+N=0 


F=A(L-x)g 
donc 4 T=F=A(L-x)g 
N=Axg 
La loi de Coulomb du non-glissement est donc vérifiée si 


L 
1+hs 





T<HSN soit L-x=< px soit x > xp = 


Le glissement commence donc quand x < x. La force tan- 
gentielle s'exerçant sur (P) est alors une force de frottement 
et vaut 


T = pyNüx = hyAxgüx 
Sa puissance est 
PT) =T-iüx = pyAgÈX 
Écrivons alors la loi de l'énergie mécanique sur la chaîne 


toute entière. 
dEm 


—— -PT 
2 (D) 
d [1 > Aga-x? 
ALES ————— | = hyAgx 
soit — | ALi : Uagix 
l Ag:2(-i)(L- 
soit SAL-2Èi- EE = HyÀgix 


donc #—(1 + Ha) Éx = —g 


Cette équation s'intègre comme dans la question (a), en 


posant 
= Vl+Hg 


+ 
Q = Bwo avec 


x(0 = Ash(BQo 6) + Bch(BQo 6) + ere 
i(0 = BQpAch(BQor) + BQoBsh(BQo 
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Les conditions initiales s’écrivent 


L L _ 
Ts BY TH doncd DL  L 
_ B=. LE. LL. 
BQoA = 0 T+us  T+hg 
L 


et x(f) = 





l+hs l1+Hg 











| ch(BOon + = 


a) La somme des forces exercées sur le tronçon est nulle, soit 
en projection dans la base cylindrique 


aN+0-F(6+ 4) sin & -F[0- %)sin & 
0 ar +r(04 4)cos 42-040 n 4 


0 
0 


Dans l’approximation des petits angles, 


d8 dB d8 
— = —, COS — =] 
2 2 2. 


et on fait le développement limité au premier ordre 


r(o-&)= F(6)- 46.48 
r(o+)= FO + ri 


On en déduit, en négligeant les termes du second ordre : 


dN = F(0)d0 
- dE 
aT = de 


À la limite du glissement : 
dE 
aT = paN soit — = UF(8 
H soi 46 HF(6) 


b) La condition aux limites s'écrit 


TZ 


F(8 = 0) = 
L'équation différentielle s'intègre immédiatement en 
F(6) = F(0)eH® 
On en déduit 
F(6=5,5 x 2x) = mge!lHT 


donc Mg = mge!lUT etM= mellMT = 32.106 ke 


Cette valeur extrêmement grande indique qu’une corde 
enroulée de plusieurs tours sur un cabestan ne peut pra- 
tiquement pas glisser, cette propriété est utilisée pour arri- 
mer les navires. 
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a) Le solide est en équilibre sur le tapis, il est donc en trans- 
lation rectiligne uniforme à la vitesse Voü, donc à = Vo et 
x(Ô =Vot. 


Dans le référentiel galiléen du laboratoire, le solide est sou- 
mis à son poids, aux forces de contact tangentielle et nor- 
male et à la force de rappel du ressort. Le plateau se dé- 
place vers la droite donc le glissement éventuel de S sous 
l'action de la force de rappel du ressort se ferait vers la 
gauche, on en déduit que T = +Täx. Son vecteur vitesse 
étant constant pendant la phase de non-glissement, son 
accélération est nulle donc P +T +N +F = 6 soit 


b 


TZ 


ne doncT(f) = 


ngeN=0 kx = KkVotetN = mg 
c) Conformément aux lois de Coulomb, le glissement com- 
mence lorsque T > UN soit kVot > Uç, mg soit f > ti avec 


_ 2HM£ _ 2a dise . . 
HSE = ve On en déduit x1 = x(f1) = 24. 


Lors de la phase de glissement, la relation cinématique 
X = Vo est fausse mais on a directement T =  HaN. La loi 
de la quantité de mouvement s'écrit P + T + N+É = mäg 
soit 





d 


T 


donc N = mg, T=pmg 


—-mg+N=0 
etmX+kx=pmg 


On reconnaît une équation d’oscillateur élastique, le mou- 
vement du solide est donc une translation rectiligne oscil- 
lante. 


e) Le glissement s'arrêtera quand le vecteur vitesse du solide 
sera égal à celui du plateau donc à = Vo à condition qu’à 
cet instant T < HN. 


f) La solution générale de l'équation différentielle pour la 
deuxième phase du mouvement est 


xD = 
X(F) = 
Les conditions initiales (à la date { = 0 avec la nouvelle 


origine des dates qui correspond à f = #1 avec l’ancienne) 
s'écrivent 


_- 8 } Acos(wot)+Bsin(wof) 
= —Awp sin(wo ft) + Bwo cos(wof) 


2a=AME4A (2e 
soit 
Vo = Bwo aw0 = 
On en déduit l'équation horaire 
x(f) = a+acos(wot) +asin(wof) 
X(f) = -awosin(wof) + awo cos(wo f) 


soit X(f) = Vo [cos(wof) -sin(wof)] 
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Le glissement prendra fin à la première date non nulle à 
laquelle on retrouve * = Vo, soit 


Vov2cos [opt + 2) =Vo 


it | 1) 1 V2 
soit cos {wpt+—|=—=— 

PAT de 2 
F+n-27n 
+p'2T 


Oo + 7 = 


donc 
ou Wpt+?=-7 





La première date non nulle correspond à la deuxième ex- 
pression avec p = 1, soit wpf1 = 3x. À cette date, 


37 . 37 
X(f1) = a+ acos — +asin— = 0 


On retrouve donc exactement les conditions initiales 
x(f1) =0 et X(f1) = Vo. 

g) A est le point de départ, xa = 0 et Xa = Vo. La phase de 
non-glissement est représentée par le segment de droite 
AB où À = Vo. En B, le glissement commence et on recon- 
naît un tronçon d’ellipse qui est le portrait de phase ca- 
ractéristique du mouvement oscillatoire harmonique qui 
aboutit au point À où une nouvelle période débute. 


a) Dans le référentiel non galiléen, en translation accélérée, 
du camion, le tonneau est soumis à son poids, aux forces N 
et T et à la force d'inertie d’entraînement Êe = = - mÂ. Sup- 
posons qu'il y a roulement sans glissement. La vitesse de 
G dans le référentiel du camion et la vitesse angulaire sont 
alors liées 


; 3 
x = bw donc Ec = ar 


La loi de la puissance cinétique s'écrit 


. 3 _ : 2A 
— mA: Xi = am 2kÀ done 


Si le tonneau glissait sur le plateau du camion, la vitesse de 
glissement serait dirigée vers l'arrière, donc T est dans le 
sens des x croissants. La loi de la quantité de mouvement 
s'écrit 





Li " —mA à 0 _| mi 
N 0 -mg  |0 
T = ZA 
donc | Neue 


D'après la loi de Coulomb, il y a roulement sans glissement 
si 
T<ypNsoitA<3ug 


Il y aura glissement si À > 3u1g. 
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b) SiA <3pug, alors, en prenant l’origine du repère à l'arrière 
du plateau 


2A A 
i=- > x =-=2+d-b 
3 3 
Le tonneau tombera quand 


3(d — b) 


X(#) = 0 soit {= 
(0) A 





L'équation horaire du mouvement du camion dans le réfé- 
rentiel du sol est 


X(P = SA donc L= = (a — b) 
Si A > 3ug, il y a glissement donc 
T=pHN 
La loi de la quantité de mouvement s'écrit 


nai donc * = 1g —A 


N=mg 


l 
et x(f) = 7 (H8-A) +d-b 


Le tonneau tombera quand 





. 2(d — b) 
X(E) = 0 soit { = 
Aug 
et à cette date 
A(d — b) 
L= — 
Aug 


Le coefficient de frottement statique étant pris égal au coef- 
ficient dynamique, on peut vérifier la continuité des deux 
cas en remarquant que pour À = 3ug, les deux expressions 
de L coïncident. 


Prenons les notations du schéma suivant. 
































L—= 
iN; D/2Hx D/2-x N 
RC T 6 L 





Mécanique du solide Chapitre 2 


Les lois de Coulomb en présence de glissement donnent 
Ti = HaN1 et T2 = HaN2 


La loi de la quantité de mouvement appliquée à la plaque 
donne 





T: ie T5 4 0 _| mx 
Ni N2 -mg  |0 
T1 T2 = mi 
AGne N1+N2= mg 


La plaque ne pivote pas donc son moment cinétique autour 
de l’axe horizontal passant par G est donc nul à tout instant. 
La loi du moment cinétique autour de cet axe dans le référen- 
tiel barycentrique s'écrit donc 


D D 
—+x|Nj-|[—-x)N2=0 
2 2 


On résout le système et on en déduit 





N:= ms ZX T1 = Hamg ZX 
1 Re P8D done 1 mr HaM8D 
N=—+m85$ T= Se +hamegS 


La loi de la quantité de mouvement donne donc 


x : us, 2H48 
—2Hq4mg— = MX soit Ÿ + ——x=0 

Hamess D 
C’est une équation différentielle d’oscillateur harmonique. La 
période des oscillations est donc 


D 


2Ha8g 


T=27 


Prenons la référence des temps (f = 0) et des abscisses 
(X = 0) quand le solide de vitesse V; entre en contact avec le 
(n+ lJième cylindre. Le cylindre est alors immobile et il y a 
une phase de glissement. Le solide reposant sur 5 rouleaux, 
on peut supposer que la force normale au contact d’un rou- 
leau est 

N= ME jouer UN = PME 

5 5 

La loi de la quantité de mouvement appliquée au solide donne 





+ 


| M 
Mi=-T=-1TS$ donc X = Vn - 


La loi du moment cinétique appliquée au rouleau donne 
HMgR _ HMgR : 
5 7 5) 


Le glissement cessera quand la vitesse de glissement sera 
nulle donc quand 


Jo =TR= donc w 





| ug. _ UMgR? 
X = Ro soit Vn— tr = ’ 
& Soit Vn = I] f 


| llug 
soit Vn = Ne tf 
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À cette date, l'énoncé précise que le régime transitoire est bref, 
on peut donc supposer que le solide n’a pas encore abordé le 
(n +2)ième rouleau et la vitesse devient constante, donc 


L ug, 10 
Vn+1=Vn- 5. tf= TL 


La suite est donc géométrique de raison 1 et 


10\# 
Va = Vol — 
n o() 


a) Faisons apparaître la vitesse de glissement. 





— 
Vs 




















La loi de Coulomb indique que la force tangentielle subie 
par le solide est anticolinéaire à sa vitesse de glissement. 
La troisième loi de Newton (action-réaction) indique que 
les forces de contact subies par le plateau de la part du so- 
lide sont opposées à celles subies par le solide de la part du 
plateau. 









































— 
—N Ÿ 
b) Dansle référentiel de travail, 
P(N)=N-Vs . P(-N)=-N-Vp 
PD=T-Vs PT =-T-Vp 


c) En sommant ces puissances 


es 


Piotale (N) = N - (Vp — Vs) = N-Vy = 0 
Piotale (L) =T:(Vp-Vs) =T 
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a) Le secteur angulaire supporte le poids de la colonne du s0o- 
lide qui est au dessus, dont la masse est 


dm=p"H:rdrd8 


La loi de la quantité de mouvement en projection sur l’axe 
vertical donne donc 


aN = dmgü, = pgHrdrdOü; 
La vitesse de glissement du secteur est 
Da = TO 
La loi de Coulomb pour le glissement donne donc 
di = -paNüg = -upgHrdrdOüp 


b 


TZ 


Le bras de levier pour dT est r donc 
du = —upgHr? drd 


On en déduit, en intégrant sur la surface de base 


b  p2xr 
4= | Î —upgHr?drd 
r=0 J0=0 


3 b 
r 2 
M = -hpgH : CES L = rupgHb° 
3 o 3 





c) L'application de la loi du moment cinétique au cylindre en 
rotation autour de son axe fixe, dans le référentiel galiléen 
du laboratoire, donne 


dL 2 1 
M=— soit - = Hbÿ = = mb? 
pe soi 3 TUPE 2m o 


Or m= p-rbH donc 





4 4 
d=2 + etw(r) = wp- Er 
3b 3b 
L'arrêt interviendra à la date f = -— : 


d) L'énergie cinétique initiale du cylindre est 


l 
Jwf = . mb? wÿ 


_ 
Co = — 
br 


et l'énergie cinétique finale est nulle. La puissance de la 
force de frottement (qui est la seule qui travaille) est 


PT) =. 4-0 
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On en déduit son travail pendant la durée du mouvement 


î 
W= AM :wdt 
1=0 
2 8 fA Aug | 
W=-—- Hb -—t|dt 
37THP& [le 3b 
2 3 2u8 1 
W=-° HS opt - 2 + 
37THP& [0 17 3p À 
rpHb4wÈ 
| 4 


Or m= p-xb2H donc 
L 2,2 
W=-=mb"o 
4 
On vérifie donc bien la loi de l'énergie cinétique 


0—Eco = W 


L'énergie mécanique du système formé des deux solides est 
Em = Eci+Ec2+Epp; +Epp,. À l'instant initial, comme à l’ins- 
tant final, les deux solides sont immobiles donc leurs énergies 
cinétiques sont nulles. Prenons la référence des énergies po- 
tentielles de pesanteur nulle sur le support pour M, et nulle 
sur le sol pour M2. Les énergies mécaniques initiale et finale 
du système valent donc : 


Em; =0+0+0+mgd = mgd etEmg=0+0+0+0=0 


Maïs il faut compter dans le bilan énergétique l'énergie ciné- 
tique perdue par M2 au moment de son impact sur le sol (elle 
est dissipée sous forme de bruit, vibration, déformation du 
sol). On doit donc d’abord faire un bilan énergétique entre 
l'instant initial et l'instant t* qui précède l'impact de M; sur le 
sol. Notons v* sa vitesse à cette date. Le fil étant tendu et inex- 
tensible, les deux mobiles se déplacent à cette vitesse. L’'éner- 
gie mécanique du système à 1* est donc 

2 


sd 
2 


l 
Em +> mu*?+0+0 
La force tangentielle qui s'exerce sur M1 est, d’après la loi de 
Coulomb 


T1 = HAN dx = a mgüx 
On en déduit 
Em” -Em; = Wo,r* (T1) 


1 l 
soit mu*?- mgd =-uymgd donc mr? : ;mgdQ- Ua) 





Mécanique du solide Chapitre 2 


Après l'impact, M2 s’immobilise, l'énergie mécanique du sys- 
tème ne vaut plus que 


On en déduit 
Emf-Em** = Ws,r (T1) 


l 
soit 0 — ;mv*? =-p4mg(D -d) 


l 
soit 2m840 —Hg)=-H4mMm£g0 -d) 





donc uy = Se 


a) Pour la phase f € [0,f{[, il y a non-glissement donc la 
somme des forces est nulle dans le référentiel non galiléen 
du support. Comme il y a immobilité, ÿ- = 0 et la force 
d'inertie de Coriolis est nulle. On a donc 


PB+N+T+ fie =0 


-mgsina 0 T mo a 0 
soit | —-mgcosa +| N +| 0 +| 0 =| 0 
0 0 0 0 0 
donc | T= mgsina-mQ2a 
N = mgcosa 


Remarque : pour les faibles valeurs de t, la composante du 
poids sur x est inférieure à celle de la force d'inertie d'entrat- 
nement axifuge et la force tangentielle est dirigée vers le bas, 
avec une expression opposée à celle donnée ci-dessus. Il y a 
donc non-glissement vers le haut si a < sg. 


b 


TZ 


D’après la loi de Coulomb, il y a non-glissement tant que 
T<H,;N, fi est la date à laquelle T = HN, soit (après sim- 
plification par m) 


gsin(Qf;) — Qa= Hsgcos(Qf:) 


c) Pour f2> tj, il y a glissement donc 


x À À 0 
OM| O0 ,5,| 0 ,äà| 0 ,Q| 0 
0 0 0 Q 
—mgsina 0 T 
P — Mg COS A ,N N ;T 0 
0 0 0 
mQ? x 0 
Jie| 0 »Jic| —2MQi 
0 0 


La loi de la quantité de mouvement dans le référentiel non 
galiléen du plan en rotation uniforme s'écrit 


B+N+T+ fie + fic = Mär 
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soit -mgsin(Q?) +T+ m2 x = mx 
—mgcCos(Qrf) +N—-2mQx =0 


La loi de Coulomb pour le glissement donne 


T=mi-mO2x+ mgsin(Qf) 


Un di N= mgcos(Qf) +2m0QXx 


donc m*-mQ?x+ mgsin(Qr) = phymgcos(Qf)+2h4mAX 


soit i-2pyO0i-O2x = H4gcos(Qr) — gsin(Qr) 


On obtient donc bien la forme de l'énoncé avec 
Q=hHa, K=hagetL=g 


d) Résolution de l'équation. 


i)  L'équation homogène s'écrit 
-2QQx - 02 x=0 
L'équation caractéristique s'écrit 
r?-2Q0Qr -Q7-0 


donc A = 4Q20? +402 = 402(1 + Q2) > 0 
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Il y a donc deux racines réelles 


L n=Q{Q+V1+07) 
VA =2Q4/1+Q2 et n=0[o- 110) 


donc x}, (#) = Ae'l! +Be'2f 
ii) On passe en grandeurs complexes 
x. = Cei(Qt+p) = Celot ei 
=p 
On remplace dans l'équation complète 
GO)GO)x, -2Q0(0)x, - x, =Je 00 


donc —-Q? [1+2iQ +1] Ceror iv = Jeot eil 


On simplifie par ei9f eton passe aux modules 


] 
2Q21+Q2 


iii) Ât=t,x=0, soit xp (f2) + xp(f2) = 0 soit 


Q212+ i2Q|C =J donc C = 


Ae't2 +Be/21 + Ccos(Qt +4) =0 


Deuxième partie 


Traitement du signal 
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CHAPITRE 


Signal périodique 


Thèmes abordés dans les exercices 


© Spectre d’un signal. 

+ Impédances complexes. 

© Fonction de transfert. 

+ Diagramme de Bode. 

+ Transposition fréquentielle-temporelle de la fonction de transfert. 
+ Amplificateur linéaire intégré (complément de programme). 


Points essentiels du cours pour la résolution des exercices 


+ Commenter le spectre d’un signal périodique. 

+ Traduire la loi des nœuds en termes de potentiel. 

+ Exprimer la fonction de transfert d’un quadripôle (révision de sup). 

+ Transposer une relation dans les domaines fréquentiel ou temporel (révision de sup). 
© Opérer le filtrage d’un signal grâce à un quadripôle linéaire. 


+ Analyser et utiliser les montages comportant un ALI en régime linéaire (complément de programme). 
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Chapitre3 Signal périodique 


Les méthodes à retenir 


Commenter le spectre d’un signal 
périodique. 
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Un signal périodique s(f) de période T et de fréquence fondamentale 
fi = ï est caractérisé par un spectre ne comportant que des multiples 
entiers de la fréquence fondamentale 


0, fi; 2fis Pf 


En langage musical, fi est la fondamentale, 2 fi l’octave, p fi la p-ième 
harmonique. Cette propriété est une conséquence du théorème de 
Fourier, qui permet le calcul mathématique des composantes spec- 
trales en amplitudes A, et en phase w, : 


s(f) = Ao+Acos(2rfit+qpi)+...+A,cos(2rpfit+@p)+.… 


Le calcul des composantes est hors programme, il faut seulement sa- 
voir commenter un spectre fourni par l’énoncé ou obtenu en TP sur 
l'écran de l’oscilloscope ou par un traitement informatique du signal. 
Voici quelques éléments clés de commentaire. 


a) La composante continue A, est égale à la valeur moyenne du si- 
gnal. Elle apparaît sur le spectre en amplitude pour la fréquence 
nulle. 


b) Un spectre en amplitude réduit à un unique pic à la fréquence fi 
est caractéristique d’un signal sinusoïdal. 


c) La présence d’un harmonique de rang p élevé est caractéristique 
d’une partie de la courbe du signal présentant une pente élevée. 


d) Il est possible de dresser le spectre en amplitude d’un signal pé- 
riodique bifréquenciel en identifiant les deux sinusoïdes superpo- 
sées et en mesurant leurs périodes temporelles respectives. 


e) La présence dans un spectre d’un pic de fréquence en rapport non 
rationnel avec la fréquence fondamental indique un signal non pé- 
riodique. 


Exemple : 


Voici quatre spectres en amplitude. 


amplitude À À dp. 





fréquence 
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Signal périodique Chapitre 3 


Voici les graphes des quatre signaux correspondants. 






































Attribuons chaque graphe à son spectre. 

- Le signal en trait double est purement sinusoïdal, son 
spectre est donc le (A). 

e Le signal en pointillés est le seul à valeur moyenne non 
nulle, son spectre est donc le (B), ce qui est cohérent avec 
la forme sinusoïdale. 

- Les deux autres signaux sont multifréquenciels, mais ce- 
lui en traits continus possède des parties à forte pente 
(presque verticales), son spectre est donc le (D) qui pos- 
sède des composantes harmoniques de rang élevé (p = 
7h) 

e Le signal en tiretés a donc pour spectre (C), et on dis- 
tingue bien les deux sinuoïdes superposées de fréquences 


fet3f. 





+ Exercice 3.1. 
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Chapitre3 Signal périodique 


Traduire la loi des nœuds en termes de 
potentiel. 
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En régime sinusoïdal forcé, toutes les grandeurs électriques sont des 
fonctions sinusoïdales du temps, dont la pulsation w est celle du gé- 
nérateur. Les lois des dipôles linéaires se traduisent en grandeurs 
complexes sous la forme u = Z:i ou i = Y-u, Z est l'impédance et 
Y l’admittance du dipôle. 


dipôle | résistor | condensateur | bobine 


Di Junl 
Cnpédnee | AR | Z= [2 = | 





Caimitanee JOUE ET Ne [ue 


Dans un montage ne comportant que ce type de dipôles R, I, C, le po- 
tentiel complexe d’un nœud est égal à la moyenne des potentiels des 
nœuds qui l'entourent pondérés par les admittances des branches. 


F 















































Y 
Ds 
Ru — 
—D 
?| 
Va Va + VV + YoVe + YoVo 
Vu EEE] — 


YatYs+Yc+Y 


Exemple : 


Dans le montage suivant, déterminons le potentiel com- 
plexe en B. 





A [F-£ 


e(t)=E cos( ot) 1) ; R 
Fes 
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Exprimer la fonction de transfert d’un 
quadripôle (révision de sup). 


Signal périodique Chapitre 3 


Le potentiel de la masse est nul, on identifie donc 


- = = = ppiot 
Ur = Ve -V =VietV,=V,-V = Eel® 


—Mmasse —masse 


Par application de la loi des nœuds en termes de poten- 
tiel : 


+ l 1 
jC&-V, + Fo 0+ ALL _LCw? su 
a 
JCO+S +R 1+ 1 -LCuw? 








— Exercices 3.2, 3.3. 


La fonction de transfert d’un quadripôle linéaire est le rapport, en 
grandeurs complexes 


H=— 


Le 


Les deux méthodes les plus courantes sont 

— la loi du diviseur de tension exprimée grâce aux impédances com- 
plexes ; 

— la loi des nœuds en termes de potentiel. 


Exemple : 


Quadripôles CR et RCCR. 


[| E & A [| s 


U, R u Uu, U; R U, 



























































Dans le premier montage, la loi du diviseur de tension 
s'écrit immédiatement 


RC 
u,.= —4y, donc H = a 
7 R+L * —  1+jRCw 
jCow 
Dans le second montage, en considérant que la branche 
horizontale inférieure est la masse, de potentiel nul, on 
peut identifier V, =u,, V,=u, et V.=u.. 
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Transposer une relation dans les 
domaines fréquentiel ou temporel 
(révision de sup). 
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En appliquant la loi des nœuds en termes de potentiel aux 
nœuds À ets, il vient : 


s'u,+jCw-0+jCo-u,  — jCo-u,++-0 


LU; a —$ 


2 + jCw + jCw jCo+i 
En éliminant L, entre ces deux relations, on en déduit que 
u,(1+3jRCw -R°C°w°) = jRCwu, 


donc H = Hs = ___ ÎRCO 
” u, 1+3jRCw-R?C2w? 








<= Exercices 3.4, 3.5. 


Dans un circuit formé de composants linéaires, on peut écrire les re- 
lations différentielles entre les grandeurs réelles ou les relations algé- 
briques entre les grandeurs complexes. On peut librement passer des 
unes aux autres en utilisant l’équivalence 


ax 7. 

Fr JO'A 
Il est conseillé, même si on n’est pas en régime sinusoïdal forcé, 
d'exprimer les relations entre grandeurs complexes (beaucoup plus 
faciles à établir) et d'en déduire les relations différentielles en gran- 
deurs réelles en utilisant cette équivalence. 


Exemple : 


Considérons les deux montages suivants. 














[1 E à A || s 























C 


—T— R 



































Utilisons les fonctions de transfert en grandeurs com- 
plexes calculées au paragraphe précédent. 
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Opérer le filtrage d’un signal grâce à un 
quadripôle linéaire. 





Signal périodique Chapitre 3 


- Dans le premier montage, 


U, JRCw | A 

— = ———————————— — 1 + RC . — RC . 

U,  1+jRCo RCRIS = ROUE, 
soit u,+RC(jw)u, = RC(jw)u, 


dus = Ro 
dt. dt 








donc u, + RC 
+ Dans le second montage, 


Je, 


L JRCw 
U, ” 1+ jRC& — R2C2w2 
(1+ jRCw -RC’w°)-u,= jRCwu, 
soit u,+RC(jw)u,+RC(jw)(jw)u, = RC(jw)u, 


dus Fe dus _ due 
dt dt? dt 








donc u, + RC 





> Exercices 3.6, 3.7, 3.8. 


Le filtrage d’un signal périodique par un quadripôle linéaire est l’un 
des aboutissements de l'électricité des classes MPSI et MP Voici la 
méthode générale d'étude du filtrage d’un signal dont 

- le spectre en amplitude 

- etle diagramme de Bode en gain 

sont donnés. 


a) 


b) 


C) 


d 


TZ 


e) 


f) 


On place sur le diagramme de Bode les pics du spectre en ampli- 
tude aux fréquences correspondantes. 


Le pic à fréquence nulle correspondant à l’éventuelle composante 
continue (valeur moyenne) du signal fait exception : elle est reje- 
tée à —-c sur l’axe horizontal des fréquences en échelle logarith- 
mique. 


Le filtre sélectionne les fréquences qui sont dans la bande pas- 
sante. 


Le filtre atténue les fréquences pour lesquelles le gain est faible- 
ment négatif et élimine celles dont le gain est inférieur à une va- 
leur conventionnelle (-20 dB par exemple). 


Si aucune fréquence du spectre n’est dans la bande passante, et 
toutes celles du spectre dans un intervalle où la pente du dia- 
gramme est +20 dB/décade, le montage est dérivateur. 


Si aucune fréquence n’est dans la bande passante, et toutes celles 
du spectre dans un intervalle où la pente du diagramme est 
—20 dB/décade, le montage est intégrateur. 
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Exemple : 


Un montage passe-bas du premier ordre de fréquence de 
coupure j. filtre différemment un signal périodique selon 
sa fréquence fondamentale fi et selon l'existence ou l’ab- 
sence de composante continue. 

e Si fi € f, alors toutes les composantes spectrales du si- 
gnal d’entrée sont dans la bande-passante et u, = ue. 


(f=0) spectre u, À gain (dB) spectre u, 






“tt | 


ls . 








e Si f. = fe et si le signal d'entrée ne possède pas de com- 
posante continue (sa valeur moyenne est nulle), alors la 
fondamentale de fréquence fi passe et les composantes 
spectrales de fréquences p fi pour p < 2 sont atténuées ; le 
filtre se comporte donc en passe-bande, le signal de sortie 
approximativement sinusoïdal, égal à celui d'entrée débar- 
rassé de ses harmoniques de hautes fréquences. 


gain (dB) 





spectre u, 


spectre u, 
li 
La 


Eee 








x=fif 


€ 


e Si fi > fc et si le signal d'entrée ne possède pas de com- 
posante continue (sa valeur moyenne est nulle), alors pour 
toutes les composantes harmoniques du signal sont dans 
la partie du diagramme de Bode de pente -20dB/décade, 
donc 
Ho . LU, 
H=—soitu,=K— 
7 Jo En J® 


donc u,(t) = x ue(t)dt 


Le quadripôle se comporte donc comme un intégrateur. 
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Analyser et utiliser les montages 
comportant un ALI en régime linéaire 
(complément de programme). 


Signal périodique Chapitre 3 


«Si fi > fe etsile signal d'entrée possède une composante 
continue (sa valeur moyenne n’est pas nulle), alors pour 
toutes les composantes harmoniques du signal sont cou- 
pées, sauf la composante continue ; le signal de sortie est 
une constante, le quadripôle est un moyenneur. 


(f=0) gain (dB) spectre u, SpÊGUS- # 
[ia | 











> Exercices 3.9, 3.10. 


L'amplificateur linéaire intégré (ALI en abrégé) est un composant im- 
portant utilisé dans de très nombreux montages d'électronique. Même 
s'il n'est pas explicitement au programme de MB on donne ici ses pro- 
priétés en régime linéaire et la méthode d'étude d'un montage avec ce 
composant. 

Un ALI est un composant à deux entrées E* et E_ et une sorties, 
alimenté en énergie par des fils non représentés sur le schéma élec- 
trique. On note V£: et V£- les potentiels des entrées et i* et à les 
intensités entrantes. 





—>—|#©+ 

















Lorsqu'un ALI est idéal, de gain infini et fonctionne en régime li- 
néaire, ses propriétés sont les suivantes : 


it=i =0 
VE+ = V£- 
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Voici les étapes de l’étude d’un quadripôle comportant un ALI en ré- 
gime linéaire et des dipôles linéaires R, L, C. 


On identifie les nœuds à la masse dont le potentiel est nul. 

Sile montage comporte une entrée et/ou une sortie, on identifie les 
potentiels des nœuds correspondants aux tensions entre ceux-ci et 
la masse. 

On écrit la loi des nœuds en termes de potentiel aux nœuds E* et 
E”, en grandeurs complexes (le potentiel de chaque nœud est égal 
à la moyenne des potentiels des nœuds qui l'entoure pondérés par 
les admittances complexes des branches). 

On écrit ces lois pour les éventuels autres nœuds, mais jamais au 
nœud de sortie de l’ALI car i, £ 0 en général. 

On écrit la loi en régime linéaire 


Va: =Vr- 


Si le montage est un quadripôle, on réduit algébriquement le sys- 
tème d'équations et on en déduit la fonction de transfert 
u 


H=— 


Le 


Dans les autres cas, on transpose la (ou les) relation(s) algé- 
brique(s) complexe(s) pour exprimer une (ou un système de) rela- 
tion(s) différentielle(s). 

On déduit des relations obtenues le comportement du montage. 


Exemple : 





Dans le quadripôle suivant, l’ALIT est idéal, de gain inifini et 
fonctionne en régime linéaire. Il est appelé montage inté- 


grateur. 
| Ê 
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L'entrée non inverseuse E* est à la masse. On en déduit 
que V,- = V,, = 0. L'application de la loi des nœuds en E 
donne 


-U 
— donc jRCwuU, = -u, 


On en déduit la fonction de transfert 
pes _ 1 
— u JRCw 


—€ 
En transposant la relation, on obtient 


dus 
dt 





RC(jw)u, = -u, RC = —U,4(f) 


1 
soit Us = = futodt 


Le montage opère donc une primitivation temporelle de la 
tension d'entrée, à une constante multiplicative négative 
(—-1/RC) près. 





— Exercices 3.11, 3.12, 3.13, 3.14, 3.15, 3.16. 
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Énoncés des exercices 


Signal de marche (analyse documentaire, d’après Mines-Ponts MP (1 
2016) 


L'action de la marche d’un piéton sur une passerelle est traduite par une force verti- 
cale périodique, appelée charge. Voici l'allure des graphes de charge par pied, puis 
cumulée en fonction du temps. 


À charge par pied (unité arbitraire) 















pied droit . * pied gauche pied droit 
t Fe — + f + + — = 
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 
À charge cumulée (unité arbitraire) 
1(s) 
+ = 








0 02 04 06 08 10 12 14 16 


a) Quelle est la période du signal pour la charge du pied droit ? Du pied gauche ? 
Cumulée ? 


b) Proposer une explication pour la forme du signal de charge d’un seul pied. 

c) Pourquoile signal cumulé est-il continu ? 

d) Proposer une forme pour le signal cumulé d’un coureur. 

e) Parmiles trois spectres en amplitude suivants, expliquer (en justifiant la réponse) 


lequel est le plus vraisemblable pour le signal cumulé. 


amplitude 





ï + D 
0 2 4 6 8 10 12 14 
l'amplitude f(Hz) 


A ns à 


À } t L + Lt 
0 2 4 6 8 10 12 14 (Hz 
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Pont de Maxwell-Wheatstone 


Dans le circuit suivant, P et Q sont des résistances calibrées, R et C sont réglables, 
et on cherche à mesurer la valeur de l’inductance L et celle de la résistance r de la 


bobine. 


A 





RS 
E cos(ot) 


Le pont est équilibré lorsque À = 0 donc quand VA = V8. Montrer que quand cette 
condition est réalisée, on peut donner les expressions de L et de r en fonction des 
autres paramètres. 


Déphasage de deux bobines grâce à un condensateur 


Pour créer un champ magnétique tournant, les deux bobines du montage suivant 
ont des axes perpendiculaires et doivent être parcourues par des courants déphasés 
de 7. 





> 
iv 


L,r 


Sous l’action de la tension du générateur u(f) = Up cos(wf), les intensités des deux 
branches doivent donc s’écrire 














in(®) = lo cos(wt +) et iy(t) = Ip sin(wt +) 


a) Donner l'expression en grandeurs complexes de à}, i,, et u. 


b) Établir les deux relations entre L, C, r et w. 
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Quadripôle réjecteur de bande 


On considère le quadripôle suivant. 


NN 


[e 
































Ÿ Ê À 


a) En traçant les schémas équivalents à basse et à haute fréquence, justifier que ce 
filtre laisse passer les basses et les hautes fréquences. 


b) Donner l'expression de la fonction de transfert H en fonction de R, L, C et w. 


c) Onpose 











1 w tQ 1 /L Lo 1 
Wp=——=, x= —etQ=—-1/—=—- 
0 VLC w0 RC R RCowo 


Donner l'expression de H en fonction de Q et x. 


d) Dresser le diagramme de Bode en gain en fonction de x, qualifier le filtre et don- 
ner un exemple d'utilisation de ce filtre. 


Quadripôle à deux niveaux d'atténuation 
Dans le quadripôle suivant, on donne Rj = 90 kQ et C1 =10nF. 





R 


1 
À À 
Ci 






























































ETA 


On pose fo = 17,68 Hz, w0 = 2x fo et on définit la pulsation réduite x = do Voici le 
diagramme de Bode asymptotique du quadripôle : 





G (dB) 
0,1 1| 10 100 + 
t L t = 
20 
40 
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a) En utilisant les schémas équivalents à basse et à haute fréquence du montage, 
déterminer les valeurs de R2 et de C2. 


. . U L 
b) Donner l'expression de la fonction de transfert H = ra en fonction de Rj, R2, C1, 
e 


C2 et w. 
c) En donnant l'équivalent à basse et à haute fréquence de H, retrouver les valeurs 
de R2 et C2. 
d) On pose 
1 1 = RR 
1 = —— et Q = ———— avec Req = +R 
R; C1 ReqCeq Ceq — Ci + C2 


Calculer les valeurs numériques de w et de Q, puis celles des pulsations réduites 
correspondantes x] = a etX= &. 


e) Exprimer la fonction de transfert sous la forme 
+ 
1+ J I 


et préciser l'expression de Ho. 


f) Expliquer brièvement comment ces résultats justifient la forme du diagramme de 
Bode. 


== Condition d'observation d’oscillations 


Dans le montage suivant, établir l'équation différentielle vérifiée par uc(r) et déter- 
miner pour quelles valeurs de R on observera des oscillations. 











C 























EL Formalisme complexe et régime transitoire 


Dans le circuit suivant, e(f) est un échelon de tension 0 — E avec E = 25 V, ir et uc 
sont nulles à £ =0,R= 25 Q, L= 25 mH et C = 20 HF. 


a  ÿ, = à 


Qi hr 


a) Établir, en grandeurs complexes, la relation entre i et e. 





























b) En déduire l'équation différentielle vérifiée par i(#). 


c) Résoudre cette équation différentielle. 
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Couplage de circuits oscillants 


Dans le circuit suivant, les intensités initiales dans les bobines sont nulles, uj(t = 
0)=Eet u(f=0)=u2(t=0)= 0. 


























Établir le système d'équations différentielles vérifiées par les tensions u1(f) et u2(f) 
et le résoudre complètement. 


Rétro-analyse d’un filtre 


Un filtre d'ordre 2 prend en entrée un signal créneaux, de période T1, de fréquence 
fondamentale f] = de valeur moyenne 1,0 V et d'amplitude 1,0 V donc oscillant 
entre 0 et 2,0 V. L'analyse de Fourier de ce signal met en évidence l'existence d’har- 
moniques toutes impaires, de fréquences (2n + 1) fi, n entier naturel. On teste deux 
fréquences distinctes et on obtient les oscillogrammes suivants : 






































































































































10 us/div 100 us/div 


Caractériser le filtre et décrire son diagramme de Bode. 


Filtrage par un quadripôle à deux niveaux d'atténuation 


Le montage étudié à l'exercice 3.5 a pour diagramme de Bode en gain en fonction de 


f . 


la pulsation réduite x = 7. 





G (dB) 
0,1 1] 10 100 + 
t L t = 
20 
40 


On envoie en entrée un signal comportant deux composantes harmoniques de fré- 
quences respectives fo et 10 fo, d'amplitudes respectives 4,0 V et 2,0 V. En expli- 
quant votre raisonnement, tracer l'allure des chronogrammes de u,(t) et de u,(f). 
On pourra s’aider du grapheur de la calculatrice. 


© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit. 


Montage amplificateur non inverseur 


Signal périodique Chapitre 3 


Dans le montage suivant, l'ALI est en régime linéaire. 





E+ 








E- 























R 
































VAT 


a) Déterminer la relation entre u, et ue. 


b) Qualifier le montage. 


c) Préciser son impédance d'entrée. 


Montage amplificateur inverseur 


Dans le montage suivant, les deux ALI fonctionnent en régime linéaire. Déterminer 


la fonction de transfert et qualifier le quadripôle. 



















































































R 2 

E- 

R _ 

S A ] E 

— |E+ 

E+ 

Ê 
L_, 
Montage sommateur 


Dans le circuit suivant, l’ALI fonctionne en régime linéaire. 



































Uj 








U 

















E+ 














Us 
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a) Donner l'expression de u, en fonction de u et de us. 
b) On applique u1 = Ug cos [(w +e)f] et u2 = Up cos [(w —€)f] avec €  w. Tracer l’al- 
lure de la fonction u,(f). 







































































































































































EESS Es Quadripôle à 3 ALI 
Dans le circuit suivant, les ALI fonctionnent en régime linéaire. 
R 
c|| 
1 os 
R E- 
À 
R E- 
FA 
E+ S 
E+ 
|c 
elt) R masse | masse 
E- R s(t) 
S 
B 
E+ 
ass masse masse 


masse 


a) Établir l'expression de la fonction de transfert H = È du quadripôle. 


b) Dresser le diagramme de Bode en gain en fonction de la pulsation réduite x = 


RCw, qualifier le filtre. 


ue Double intégrateur 
Dans le montage suivant, l’ALI fonctionne en régime linéaire. 






























































| à Les | [8 | le 
RE 
ue E- 
s > 
E+ 
7 2c Kg 
R?2 


























TR 
a) Donner l'expression de la fonction de transfert de ce quadripôle. 


b) En déduire la fonction réalisée par ce montage en grandeurs temporelles. 
c) Quelle est la forme du signal en sortie si on applique en entrée un signal rectan- 


gulaire ? 
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ES Passe-tout déphaseur 


Dans le montage suivant, l’ALI fonctionne en régime linéaire. 














U 
e 





2R 2R 


















































R E+ 




















TA T 


a) Donner l'expression de la fonction de transfert de ce quadripôle. 


b) Quelle est la particularité du diagramme de Bode en gain ? 


c) Quelle est la fonction réalisée par ce montage ? 


d) Proposer une application pratique de ce montage. 


Du mal à démarrer 


Des considérations rudimentaires sur l’interaction entre le 


pied et le sol pour la marche et pour la course suffisent pour ré- 

pondre aux premières questions. Le choix du spectre repose sur 
u év : urs. 

les arguments développés dans le cours 


Il ne faut surtout pas flécher le circuit avec les 7 intensités 


des différentes branches et espérer extraire des différentes rela- 
tions la condition d'équilibre. Au contraire, cet exercice met en 
évidence la pertinence de la méthode des nœuds en termes de 
potentiel : on pourra choisir une masse en M, en déduire immé- 
diatement Vy puis écrire la condition sous la forme V1 = Va. 


On rappelle que sina = cos(a- %). Il est fortement recom- 


mandé de travailler en grandeurs complexes. 


Les schémas équivalents sont obtenus en remplaçant le 


condensateur et la bobine par un fil ou un interrupteur ouvert. 
La méthode du diviseur de tension donne H après avois exprimé 
l’impédance équivalente de leur association en parallèle. La loi des 
nœuds en termes de potentiel peut aussi être utilisée et donne le 
même résultat. 


Le schéma équivalent à haute fréquence ne doit pas être 


dressé en remplaçant les condensateurs par des fils, mais en sup- 
primant les résistances (dans lesquelles le courant ne circule pas). 
On obtient ainsi les fonctions de transfert à basse et haute fré- 
quence, on en déduit les gains qu’on identifie aux valeurs -20 dB 





9 


et -40 dB données par le diagramme de Bode. On en déduit R2 et 
C2. La méthode calculatoire donne le même résultat. 


Les trois méthodes du cours, (1) écriture des lois électroci- 


nétiques (2) loi du diviseur de tension (3) loi des nœuds en termes 
de potentiel, permettent d'obtenir l’équation cherchée à condition 
d’avoir un peu de persévérance algébrique. Pour la condition at- 
tendue, on pourra penser au régime pseudo-périodique. 


Paradoxalement, l'établissement de l'équation différentielle 


est plus simple que la détermination des conditions initiales 
pour la première, il y a beaucoup de calcul, et pour les secondes, il 
faut utiliser les lois de l’électrocinétique et les deux propriétés de 
continuité (pour L et pour C). La résolution numérique complète 
doit être menée jusqu’au bout et considérée comme un test. 


L'établissement des équations différentielles nécessite l’écri- 
ture des lois électrocinétiques du circuit en fonction des trois va- 
riables u, u1 et u2. L'intégration de la loi des nœuds permet d’éli- 
miner u. Pour la résolution du système obtenu, on pourra intro- 
duire la somme S = u1 + u2 et la différence D = uj — u2. 

Le quadripôle coupe la composante continue, se comporte 
comme un intégrateur pour f > 25 kHz et sélectionne la fréquence 
2,5 kHz. Il est assez facile d’en déduire la nature du filtre. 

La position des pics du spectre du signal sur le diagramme 


de Bode est immédiate, on en déduit le spectre en amplitude du 
signal de sortie et on conclut en utilisant un grapheur. 
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TZ 


a 


b 


TZ 


c) 


d 


T 


e) 
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Ce montage est explicitement au programme, la condition 
V£+ = VE- permet de conclure rapidement. 
Le premier étage est un suiveur, le second étage se traîte 


comme le montage amplificateur non inverseur, il faut remarquer 
que E$ est à la masse donc que son potentiel est nul. 


La loi des nœuds en termes de potentiel permet de conclure. 


Il ne faut pas se laisser impressionner par le montage. L’écri- 


ture de la loi Vg+ = VE- pour chaque ALI donne un ensemble de 





relations entre lesquelles on élimine V, et V3. Attention à ne sur- 
tout pas écrire la loi des nœuds en termes de potentiel aux nœuds 
de sortie des ALI. 

L'écriture des lois des nœuds en termes de potentiel aux trois 
nœuds À, E et B permet d'établir la relation entre les tensions 
d’entrée et de sortie. 

La relation VE+ = VE- conduit à la relation entre u, et u.. 


La recherche d’une application du montage mérite d’y consacrer 
un peu de temps, la physique n’est pas que du calcul algébrique. 


Corrigés des exercices 


La période de la charge d’un pied seul est T = 1,0 s. Celle 
de la charge cumulée est T1 = 0,5 s. La fréquence fonda- 
mentale de la charge cumulée est donc 


l 
= — =2,0 Hz 
fi T 


La prenière bosse correspond à la pose du talon, la se- 
conde à l'impulsion sur le bout du pied. 


La marche est une série de poses des pieds, il n’y a pas im- 
pact comme pour la course. 


On peut supposer que l'impact du pied sur le sol crée une 
discontinuité, et qu'une phase de vol sépare la pose de 
chaque pied. 


charge (course) 








a 


Le spectre 2 ne comporte pas de pic à fréquence nulle, or 
la valeur moyenne du signal n’est pas nulle, son spectre 
comporte donc une composante continue, et on exclut le 
spectre 2. La présence de points anguleux, à forte pente, 
indique que le spectre doit être riche en harmoniques éle- 
vées, ce qui est le cas du spectre 1, et pas du 3. De plus, on 
distingue bien sur le spectre 1 les multiples entiers de la 
fréquence fondamentale p f1, p entier. 


Lorsque i = 0, la différence de potentiel entre A et B 
est nulle. Posons Vu = 0, on en déduit en grandeur com- 
plexe V\ = Eejof, Quand i = 0, on peut appliquer la loi 
des nœuds en termes de potentiel pour traduire la condi- 
tion d'équilibre VA = Vg : 


| 1 1 
p'e+R0+jCw.0 ur +0 € 


1 1 : _ 1 1 
p+r+JjCu Turr + Q 








: R Q 
QU 
R+P+jPRCO Q+jLo+r 
soit Rr + jRLw = QP + jPQRCw 
En identifiant les parties réelles et imaginaires, on en dé- 


duit 
PQ 
= R et L= PQC 


a) En considérant que sina = cos(a- 2) il vient 
in=loe tel, i, = IpelvtelPe- 13 = - jlpei tt ei® 
et u = Upelot, 


b) Les tensions aux bornes des deux branches alimentées par 
u sont égales : 





l 
+ joe ln = (r+ jo in 


soit 





1 
r + jLw + lue (r+ in) (Jin) 


l 
donc r + jLw+——=-jr+Low 
jCw 


Par identification des parties réelles et imaginaires, on en 
déduit que 


r= Li 


1 
1 donc Lw=ret — =2r 
=Lo+r=r Cow 


a) Voici les schémas électriques équivalents à basse (BF) et à 
haute (HF) fréquence. 
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TZ 
































u, RS u, RI" 


























BF HF 


Dans les deux cas, us = ue donc c’est un filtre passe-bas et 
passe-haut. 


On peut appliquer la loi du diviseur de tension après avoir 
exprimé l’impédance équivalente de l’association parallèle 
L-C. 


: 1 
Zi-c = L il 
JEO + Co 
R R(1 - LC?) 


donc H = = = 
— R+Z_c RA-ILCw2)+jLo 


c) Avec les notations proposées 


&w2 
LCw? = LCuwÿ >= x 

w 

0 

Lo Log ww 
et —=—:—-Qx 

R R «9 

On en déduit 
1-ILCw? 1-x2 
H= 


1-LCw2+jl 1-x2+jQx 


Les équivalents à basse (x — 0) et haute (x — +oo) fré- 
quence sont 


donc Ggr = Ghr = 0 


=X 


Liz 
| per 
pr = = = 


Pour x=1 


H() = ee donc g(1) = -20logQ 
jQ 


d) On en déduit le diagramme de Bode 


1 G (dB) 
0.1 1 10 


LE 





—20 log Q 
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C'est donc un filtre réjecteur de bande. Il est utilisé 
pour couper sélectivement un signal parasite de fréquence 
fo = — dans un signal complet. 


À basse fréquence, les condensateurs se comportent 
comme des interrupteurs ouverts et on peut supprimer 
les branches associées. À haute fréquence, les condensa- 
teurs se comportent comme des court-circuits et on les 
remplace normalement par des fils sans résistance. Mais 
on obtiendrait alors un circuit qui imposerait we = 0, ce 
qui est exclu. On considère donc que les branches com- 
portant les condensateurs ont des impédances qui tendent 
vers 0, le courant passe donc très majoritairement dans ces 
branches au détriment des résistances, et on supprime les 
branches résistives. 











RL 




































































basse fréquence haute fréquence 


Les fonctions de transfert sont alors exprimées en utilisant, 
par exemple, la loi du diviseur de tension : 


_ __R 
Her = Ri+R? 
jC2w C 
H — JC2 — 1 
—BF T T 
foti@e 


Onidentifie alors les gains 








. R2 R2 _jo-1 — 
—20 = 20log 2 _— | RE = 101 =0,1 
_ 1 1 = 2: = 
—40=20l08 5 Tr = 10 = 0,01 


R2 =0,1R1 +0,1R2 
AA C1 = 0,01C1 +0,01C2 
Ro = À = 10kQ 


donc 
C2 = 99Cj = 990 nF 


b) Par application de la loi des nœuds en termes de potentiel, 


ona 
1 : 1 4 
: Rle + JCiou, + p:0+jC2w-0 


1 : 1 ï 
R t/C10+r +jC2w 


u R2(1 + jR1C 
donc H = —= SUR IR Gr 


u, Ri+R2+jRIR2 (CI + C2 
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c) À basse fréquence, H est équivalente au rapport des termes 
de plus bas degré, et à haute fréquence au rapport des 
termes de plus haut degré, soit : 


- _R 
gr 7 Ri+R2 
Hp= ce 
HF 7 Ci+C 


On retrouve donc le même système qu'à la première ques- 
tion, on en déduit de même R: et C2. 


d) On calcule 


Req = 9,0 kQ w1=1lllrad-s"! 
donc _] 
Ceq = 1000 nF Q=111,1rad.s 
,{ x1=10,0 
X=1,00 


e) L'expression donnée ci-dessus se factorise en 














H= R2 1+ jR1C10 
OO RitRo 14; RE (C1 + Co 
Re fi 
soit H = =. _. 
—  Ri+R2 1+jG 
R; 
donc Ho = pi: 


f) On peut donc distinguer trois domaines et donner l’équi- 
valent de la fonction de transfert 


EE 


LORIE 





Utilisons les trois méthodes possibles. 

a) Écriture des lois de l’électrocinétique. La loi des nœuds 
s'écrit 

dit _ dic | din 

dt dt dt 

Les deux lois des mailles s’écrivent 


iL = ic + ir donc 


E = uy +uc 
uc = Ur = Rir 


En remplaçant dans la loi des nœuds, il vient : 





E-uc Lou, 1 duc 
L_  dË Rdt 
it üc + = + = LE 
soit ÜC RC UC IC UC = LC 
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b) Diviseur de tension en grandeurs complexes. uc est la ten- 
sion aux bornes de l'association parallèle de C et R, dont 
l’impédance est 


1 
| R To .  R 
RCE y ee 
R+-Co 1+ jRCw 
On en déduit 
L l 
1+7RC 
UC = RE = — 'E 
ER Ie HITS 
: .Low 2 
soit D ne Uc=E 


L 
soit Uc + RUsuc +LC(jw)(jw)uc =E 
En utilisant l’équivalence complexe-temporelle, on en dé- 


duit l'équation différentielle 


L 
HO EUC RICE =E 
. 
ID ® IE 


c) Loi des nœuds en termes de potentiel. En considérant que 
le fil horizontal inférieur est à la masse, on peut écrire 


l 
soit Üc + — 
C RC c+ 


en 1 


_1-LCo2 +; — 


On obtient donc la même expression complexe qu'avec le 
diviseur de tension et on conclut comme au paragraphe 
précédent. 


On observera des oscillations si on est en régime pseudo- 
périodique donc si le discriminant de l'équation caractéris- 
tique est négatif : 


a, 1 1 4 
Z+—2z+— =0 donc A= ——-—<0 
RC IC R2C2 LC 


: 1 
soitR> —1}/ — 
C 

C’est donc quand R est grand qu’on observe des oscillations, 


contrairement à ce qui se passe dans le circuit RLC série. 


TZ 


Nez 
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a) On peut par exemple utiliser la loi du diviseur de courant 


après avoir calculé l'intensité du courant dans la branche 
principale. L'impédance du circuit est 


1 ÎLw 2 
ZS joe EE 


il : 
CT) 1+ jRCw 


. 


L'intensité dans la branche principale vautI= % donc 


1 Te 
1+jRCO [1410 F--LCw? 


ES 
Il 


l 
ie 
ñ tJCw 

1 


€ 
1+/10 _1co2 R 


soit i = 


On en déduit 


Ri+ jLwi-RLCW i = e 


soit Ri + L(jw)i+RLC(jw)(jw)i = 
En utilisant l’équivalence complexe-temporelle, on en dé- 


duit l'équation différentielle 


Ri ee mc - (6) 
i Fr ae e 


di 1di 1. 1 E 
SO —+——+—Î/—-—.— 
dt? RCdt LC LCR 


L'application numérique donne 
d?i di & : 
+2000— +2:10°i=2-10 
aë dt 
La solution de l'équation homogène est calculée en résol- 
vant l'équation caractéristique 


2? +2000z+ 2-10 = 0, À = —-4-10$ = (2000 j)? 


donc z=-1000+ 1000; 


1000 


donc inx(f)=e [Acos(1000f) +Bsin(1000f)] 


Une solution particulière immédiate est la constante ip = 1 
donc 


i(n =1+e71000€ [A cos(1000r) + Bsin(1000P)] 
di = e71000{ [(_1000A + 1000B) cos (1000) 
+(—1000B — 1000A) sin (1000r)] 


Les conditions initiales sont obtenues en utilisant les conti- 
nuités de uc et de in. À 1=07, uc =0 donc 


ur(0*) = uc(0*) = 0 soit Ri(0*) = 0 donc i(0*) = 0 
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En utilisant la loi des nœuds, on en déduit que 


ic(0*) = iL(0*) — i(0*) =0-0= 0 soit CE A (0*) = 0 


donc —— E AURE = 20) = = 0 donc TO = 


On en déduit les constantes ne : 


A=-1 


1+A=0 
B=1 


_1000A + 100080 T°NC 


et i(9 =1—e71000€ [cos(1000r) + sin(1000)] 


En fléchant le condensateur central en convention 
générateur et les deux autres en convention récepteur, la 
loi des nœuds et les deux lois des mailles s’écrivent : 


i=i]+i _rdu -rdu du2 
ou Cr Car Car 

u=L%s+ui donc 4 u=1Ci+u 

u = LEZ + u u = LCü2 + u2 

La première équation s'écrit 

HU HA ue 0 E + U1 + U2) = 0 

— + —— + ——< =0 soit — (U+ u] + u2) = 

dt" dt dt FT he 


donc u + u + u2 = cste et les conditions initiales donnent, 
par continuité des tensions aux bornes des condensateurs 


u + u + u2 =Esoit u=E-u] -u2 


On en déduit le système d'équations différentielles cou- 
plées 
": 2 2 2 
ü + 204 U] + HS u2 = WE l 
00 27 9° avecuwë = — 
2 + Gui +20çGu2 = WGE 


La résolution de ce système est possible en sommant et 
en soustrayant ces deux équations et en introduisant les 
inconnues auxiliaires S = u1 + u2 et D = uj — u : 


$ +30ÈS = 2WÈE 
D+&5D =0 


s = 2È Æ + Acos (wov3t) +Bsin(wov3r) 


d 
onc À D= Aou op DE Anton t 


À t = O0, les intensités dans les bobines sont nulles par 
MS CEREE rt les condensateurs le sont aussi et 
donc 44 Ta (0) = = de 2 (0) = 0. De plus, u1(0) = E et u2(0) = 0 
On en déduit 


S(0) =D(0)=E donc | A=Ë, A'=E 
$(0) = D(0) = 0 B=B'=0 
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On en déduit 


- s = 2E ie D 


oS(woft) 


donc | __ +$ cos (wo v3t) + 2 c08 (oi) 
ua = SD = Ê+ + $ cos s(wo var) — À cos (wo) 


Sur le premier oscillogramme, le signal d'entrée a pour pé- 
riode T1 = 40 ps donc pour fréquence fondamentale f] = 
25 kHz. Le signal de sortie est triangulaire, le filtre élimine 
donc la composante continue et se comporte, pour les autres 
harmoniques, comme un intégrateur. La pente du diagramme 
de Bode vaut donc -20 dB/décade pour des fréquences su- 
périeures à 25 kHz. On peut donc envisager un flitre passe- 
bande de fréquence de résonance fo inférieure ou égale à 


fi 


10 = 2,5 kHz. Sur le second oscillogramme, le signal d'entrée 
a pour période T = 400 is donc pour fréquence fondamen- 
tale f = 2,5 kHz. Le signal de sortie est sinusoïdal, le filtre éli- 
mine donc la composante continue et sélectionne l’harmo- 
nique fondamentale de fréquence fi . Ceci confirme l’hypo- 
thèse d’un filtre passe-bande centré sur fo = f1 = 2,5 kHz. 


En utilisant le diagramme de Bode asymptotique, la compo- 
sante de fréquence f, (donc de pulsation réduite x = 1) a pour 
gain —-20 dB et celle de fréquence 10/f0 (x= 10) a pour gain 
—40 dB. Les amplitudes du signal de sortie sont donc 


0,1x4=0,4Vet0,01x2=0,02V 


Le signal de sortie est donc presque sinusoïdal. Voici les 
graphes obtenus pour les fonctions 


= 4sin(2x fo t) +2sin (207 fof) 
= 0,4cos(2rx fo t) +0,02cos(207 fo f) 


ue(t) 
us(t) 








Ê t (ms) 
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Remarquons que l'énoncé ne donne pas les phases, on peut 
donc choisir des fonctions cosinus au lieu des fonctions sinus. 


a) Par identité des potentiels des deux entrées de l’ALI, 
VE- = VE+ = ue. L'application de la loi des nœuds en 
termes de potentiel au nœud E est possible car i =0 : 


LÉ vus . 1 
VE- = SOit Up = ——Us 


R1 + R2 


4 #- 


0 + 
LE 
R 


b) On en déduit la fonction de transfert du quadripôle 


u R 
H = 1+ 2 
7 Ue R; 
Ce rapport est positif et supérieur à 1, c'est pourquoi on 
parle de montage amplificateur non inverseur. 
c) Cette fonction d'amplification se fait à intensité entrante 
nulle donc l’impédance d'entrée est infinie. 


Dans la première partie du montage, ue = VE+ = VE; = Va. 
Dans la seconde partie, VE, = Ve+ = 0. L'application de la loi 


des nœuds en termes de potentiel au nœud E; est possible 
car i, =0 : 
2 Va+ Lu 
R; "A S Roue +Rius 


VE- = soit 0 = 
2 R2 +R: 


als 


Ls 
Ri 
R 

donc H = Hs = 
7 Le Ri 


C’est donc un montage amplificateur inverseur d'impédance 
d'entrée infinie. 


a) E* est relié à la masse et on est en régime linéaire donc 


VE- = Vg+ = 0. Par application de la loi des nœuds en 
termes de potentiel : 
1 1 
= U] + =. 2 = Us 
o= À — — donc us = —-(uj + u2) 
RtRTR 


C’est donc un sommateur inverseur. 
b 


TZ 


En utilisant la formule de trigonométrie cos p + cosq = 


2cos Et cos 4 pra 


us = 2U0 cos(ef) cos(wf) 


Comme €  w, u,(t) est assimilable à une fonction trigono- 
métrique de pulsation w et dont l'amplitude 2Ub|cos(ef)| 

varie lentement au cours du temps en formant une enve- 
loppe cosinusoïdale. C’est un cas de battement. 
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a) Pour chaque ALI, on est en régime linéaire et E* est re- 
lié à la masse donc VE; = VE; = VE- = 0. On écrit la loi 
des nœuds en termes de potentiel à chacun de ces trois 
points : 


Roetv Va +jCw: Vat VB 


0 = ï 
R+h+jiCw+£ 
don —(1+ jRCo) Va — VB 
1 1 
So Vate:s 
o= À — — — donc s=-V\ 
= = = 
R R 
Co-Ve+i.s 1 
. — — — donc Vg = 
JC + x JRCw 


En substituant V, et V£ dans la première relation, on ob- 
tient 





l 
—(1+ jRCo) (—s) + 
ne 
S jR 
donc H = = = nn 
7 € 1+jRCw-R?C2w? 

b) On peut écrire H(x) = Ë- On cherche les équivalents 
de cette fonction de transfert à basse fréquence (rapport 
des termes de plus bas degré), à haute fréquence (rapport 
des termes de plus haut degré), et sa valeur exacte en x = 1. 
— BF :six— 0, H(x) = jx donc [H(x)| = x et Gap = 20log x. 
- HF : si x — +00, H(x) = -£ donc [IH(x| = + et 

Gar = —20log x. 
— Six= 1, H(1) = 1 donc Gp = 0. 
C’est donc un filtre passe-bande dont le diagramme de 
Bode en gain a l’allure suivante : 

Ga À 


0,01 0,1 1 10 100 X 
= 
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a) On écrit la loi des nœuds en termes de potentiel en À, en 


ET où VE- = VE+ =0,etenB : 
_ È- u, + j2Cw- o+. 0 1 
_. à +jCow+ "i2jRcu 
1 ; 
R' Va +jiCow-V 
0 = Ps = donc Vi = —-jRCOVR 
ñ + JCw 
jCw: 0+4. 0+jCw-u, JRCw 
ci jCw + + jCo 7 2+2jRCu 


En substituant V, et V} dans la deuxième relation, on en 
déduit 


1 JRCw 
a U, = = RCD u, 
2+2jRCow— 2+2jRCwo — 

u 1 
doncH = = = ———— 
— u, R2C2w2 


b 


TZ 


En grandeurs temporelles, on peut transposer la relation : 


d t 
. dut _ ue(f) 


—R2C?(jw)(jw)u, =u, + —R?C 
On en déduit réciproquement que u, est proportionnel à 
la primitive de la primitive de u, le montage est donc un 
double intégrateur. 


c) Un signal rectangulaire a pour primitive un signal affine, 
dont la primitive est un signal parabolique par morceaux. 
us étant égale à la somme des tensions aux bornes des 
deux condensateurs de capacité C, elle est nécessairement 
continue. 


a) Appliquons la loi des nœuds en termes de potentiel aux 
deux entrées et identifions les potentiels en régime li- 
néaire : 


+R: ue +R u Eu, +jCw-0 
hth EtiCu 
soit BTE Le  joncH= = PyACR 
2 1+ jRCw U, 1+)jRCw 
b) Pour tout w, 


V1+R2C2w2 


[H] = 2 donc Gyg = 0 


V1+R2C2w2 


Le gain est uniformément nul, l'amplitude de la tension 
d'entrée est toujours égale à celle de la tension de sortie : 
c'est un passe-tout. 
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c) 


d) 
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Pour l'étude de la phase, étudions les trois cas limites : 
+ à basse fréquence, H= 1 doncæ=0; 

ii 
l+j 
+ à haute fréquence, H = -1 donc @ = -x. 

C’est donc un suiveur à basse fréquence et un inverseur à 


haute fréquence. 


1 T T I. 
* pourw= pc, H= donco=-7-(7)=-3 ; 


Pour se prémunir des dangers des ultrasons, on peut su- 
perposer à un signal sonore naturel un signal sonore ar- 
tificiel obtenu en recueillant le son avec un microphone, 





en traîtant le signal électrique par ce quadripôle et en en- 

voyant la sortie vers un haut-parleur. Ainsi : 

+ à basse fréquence, le son résultant correspondant au si- 
gnal électrique u,, + Hgpu, = 2U, ; 

+ à haute fréquence, le son résultant correspondant au si- 
gnal électrique u,, + Hu, = 0. 

On a ainsi détruit les ultra-sons de fréquences supérieures 

s : 1 > : 

à la fréquence de coupure ;=Fc sans altérer les sons de fré- 

quence inférieure. 
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CHAPITRE 


Traitement du signal numérique 


Thèmes abordés dans Les exercices 


+ Échantillonnage. 

+ Condition de Nyquist-Shannon. 

+ Analyse spectrale. 

+ Convertisseur analogique/numérique. 
+ Filtrage numérique. 

+ Convertisseur numérique/analogique. 


Points essentiels du cours pour la résolution des exercices 


Interpréter les relevés stroboscopiques. 

Effectuer un échantillonnage d’un signal. 

Construire le spectre d’un signal échantillonné. 

Utiliser la condition de Nyquist-Shannon pour choisir les paramètres d’échantillonnage. 
Effectuer un filtrage passe-bas anti-repliement. 

Mettre en œuvre un convertisseur analogique/numérique. 

Mettre en œuvre un convertisseur numérique/analogique. 
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Les méthodes à retenir 


Interpréter les relevés stroboscopiques. 
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La donnée de référence des relevés stroboscopiques est la fréquence 
je des éclairs : il y a donc un éclair toutes les T, = + seconde. Entre 
deux éclairs le dispositif observé évolue maïs l'observateur n’a pas ac- 
cès à cette phase de mouvement, ce qui explique l'illusion d'optique. 
La méthode d'analyse nécessite simplement de dessiner le dispositif 


aux dates consécutives f=0, 1=T,, = 2T,,..., {= PTe. 


Si deux figures consécutives sont très proches l’une de l’autre, on 


observe un mouvement apparent ralenti. 


Si la suite fait apparaître un petit nombre de figures (de 2 à 5 ou 
6) nettement distinctes mais périodiques, la persistence rétinienne 
donne l'impression que les figures se superposent et on observe 
une figure plus complexe que le dispositif réel, en immobilité ap- 


parente. 


Exemple : 





On éclaire un disque blanc dont un rayon est marqué par 
un trait noir avec un stroboscope. On note f la fréquence 
de rotation du disque (le disque fait f tours par seconde) 
et f. la fréquence des éclairs. Entre deux éclairs consécu- 
tifs, le disque tourne donc de + tours. e Si f = fe, le disque 
tourne exactement de 1 tour entre deux éclairs consécutifs. 
Chaque figure montrera donc le disque avec le rayon dans 
la même position et il y a immobilité apparente. « Plus gé- 
néralement, si f = p- f. où p est un entier naturel non nul, 
le disque tourne exactement de p tours entre deux éclairs 
consécutifs. Chaque figure montrera donc le disque avec le 
rayon dans la même position et il y a immobilité apparente. 
e Si f est légèrement supérieur à f., posons f = fe(1 +E) 
avec € 1. Le disque tourne d’un tout petit peu plus que 
1 tour entre deux éclairs consécutifs. L'observateur a donc 
l'impression que le disque a tourné de seulement € tour : 
il y a mouvement apparent ralenti dans le sens réel de rota- 
tion. Si f estlégèrement inférieur à f., posons f = fe(1-E€) 
avec € 1. Le disque tourne d’un tout petit peu moins que 
1 tour entre deux éclairs consécutifs. L'observateur a donc 
l'impression que le disque a reculé de € tour : il y a mouve- 
ment apparent ralenti dans le sens rétrograde. 
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Effectuer un échantillonnage d’un 
signal. 








Traitement du signal numérique Chapitre 4 


eSif = L, le disque tourne de un p-ième de tour entre 


deux éclairs. SiT = L est inférieur au temps de persistance 
rétinienne, l'observateur verra alors la superposition des p 
positions successives du disque où le rayon est décalé de 
un p-ième de tour à chaque fois : il verra donc un disque 
avec p rayons régulièrement espacés. 





+ Exercice 4.1. 


Échantillonner un signal s(t), c'est d’abord choisir 
e une durée Af d'acquisition ; 

- une fréquence d’échantillonnage f, ; 

° une précision définie par le nombre k de bits de codage binaire du 


résultat de la mesure. 


Exemple : 


Une tension sinusoïdale de fréquence f = 50 Hz est 
échantillonnée pendant une minute avec une fréquence 
d'échantillonnage f, = 750 Hz. Chaque mesure est codée 
sur 8 bits, le premier bit donnant le signe de la mesure (0 
pour moins, 1 pour plus) et les sept bits suivants donnant 
la valeur absolue de la tension exprimée en millivolts en 
base deux, entre 0 000 000 et 1 111 111. + La durée d’échan- 
tillonnage est Af = 60 s. + Il y a 60 x 750 = 45 000 me- 
sures, et le résultat de l’échantillonnage est un fichier de 
8 x 45 000 = 360 000 bits ou 45 kilooctets. « Chaque mesure 
permet d'enregistrer la valeur de la tension susceptible de 
varier entre 0 mV et 26+25+21+28+22+21490227_1- 
127 mV en valeur absolue, donc entre —-127 et +127 mV.e 
Dans chaque période de la tension sinusoïdale, on effectue 
& = 15 mesures. 





Les dates d'acquisition sont £, = p:T, avec Te = + et p entier variant 


deo0 à 2. À la date t,, On mesure la valeur du signal s, = s(f,) codée 
sur k bits. 


+ Exercice 4.2. 
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Construire le spectre d’un signal Le spectre d’un signal échantillonné est plus riche que celui du si- 

échantillonné. gnal réel. Soit f. la fréquence d’échantillonnage et fi, ..., fr, ...les 
fréquences du spectre du signal réel. Il faut retenir les deux termes 
suivants : 


° repliement du spectre : aux fréquences f4 se superposent les fré- 
quences parasites f} = f, — f, dans le spectre du signal échan- 
tillonné ; 

+ translation périodique : aux fréquences f4 et f} se superposent 
les fréquences fx + pfe, f{+ pfe, p entier dans le spectre du signal 
échantillonné. 


À amplitude 
repliement 


N 


F \. 





fréquences 
La 





translation 


Exemple : 


Voici l'allure du chronogramme d’un signal électrique. 





N 





l1 
—2- | | 














Les tensions sont exprimées en volt, les temps en milli- 
seconde. Le signal est bifréquenciel, c’est-à-dire que son 
spectre est réduit à deux pics. On numérise le signal avec 
une fréquence d’échantillonnage f, = 250 kHz. 
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On distingue bien les deux signaux superposés : une sinu- 
soïde nerveuse effectue 50 oscillations de 1,0 V d'ampli- 
tude en 0,50 ms autour d’une sinusoïde principale effec- 
tuant 2 oscillations de 3,0 V d'amplitude en 0,50 ms. Le 
spectre du signal comporte donc deux pics à f = 4,0 kHz 
et à f = 100 kHz. Le signal numérisé possède un spectre 
enrichi des pics aux fréquences repliées f, — f. = 246 kHz 
et fe — f2 = 150 kHz puis translatées. 





À amplitude (V) signal 
31 
2l 
T |_f Hz) 
D = 
0 10 50 100 


A amplitude (V) signal numérisé 


F 
2. 
D | D es CE 


0 100 200 ; 300 400 500 














+ Exercice 4.3. 


Utiliser la condition de Soit f, la fréquence maximale significative du signal réel et f, la 
Nyquist-Shannon pour choisir les fréquence d’échantillonnage. Il faut éviter que les fréquences para- 
paramètres d’échantillonnage. sites f} du spectre du signal échantillonné s’immiscent parmi les 


fréquences f, du spectre du signal réel, donc que la plus petite fré- 
quence parasite f} = fe — fh reste supérieure à la plus grande fré- 
quence f, du signal réelle. On en déduit la condition de Nyquist- 
Shannon : f. > 2f,. Cette condition limite la durée maximale 
d’échantillonnage à taille mémoire donnée. 

Exemple : 


Le disque compact, lancé en 1982, a une capacité d’une 
heure d’enregistrement musical numérisé en stéréopho- 
nie, chaque échantillon étant codé sur 16 bits. La fré- 
quence maximale audible est de l’ordre de 20 kilohertz 
et conformément au critère de Nyquist-Shannon, la fré- 
quence d’échantillonnage a été choisie à f, = 44,1 kHz > 
2 fmax- La taille mémoire est donc de l’ordre de 


N=2%x(44,1-10° x 16) x 3 600 = 5,08 Gbit = 635 Mo 








> Exercices 4.4, 4.5, 4.6. 
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Effectuer un filtrage passe-bas 


anti-repliement. 
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Deux raisons distinctes conduisent à filtrer le signal. 


Avant l’échantillonnage, il faut priver le signal réel des compo- 
santes spectrales de fréquence supérieure à L pour que la condi- 
tion de Nyquist-Shannon soit vérifiée. On place donc un filtre ana- 
logique passe-bas de fréquence de coupure inférieure à avant 
l’échantillonneur. 

Après l’échantillonnage, lors de la restitution du signal les fré- 
quences pertinentes sont celles inférieures à k. On effectue donc 
un filtrage numérique passe-bas avant le système de restitution 


du signal. 


Exemple : 





Un signal périodique de période T = 25 ms comporte 
quatre harmoniques impaires de fréquences fi (fréquence 
fondamentale), 3f, 5f, et 9f.. l'amplitude de la compo- 
sante harmonique nf, vaut à. Ilest numérisé avec une fré- 
quence d’échantillonnage f, = 500 Hz. La fréquence fonda- 
mentale est fi = + = 40 Hz et le spectre du signal (spectre 
(1)) comporte donc quatre pics à 40 Hz, 120 Hz, 200 Hz 
€t finax = 360 Hz. Le critère de Nyquist-Shannon n’est pas 
vérifié car fe = 500 HZ < 2finax = 720 Hz. Le repliement 
du spectre fait apparaître (spectre (2)) un signal parasite 
à fe — 9f1 = 140 Hz. En filtrant le signal avec un passe-bas 
de fréquence de coupure f. = 250 Hz, on élimine l’harmo- 
nique 360 Hz (spectre (3)), puis en filtrant le signal numé- 
risé avec le même filtre (spectre (4)), on retrouve le spectre 
du signal initial, à l'exception de la neuvième harmonique. 
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Mettre en œuvre un convertisseur 
analogique/numérique. 


Traitement du signal numérique Chapitre 4 


La locution « mettre en œuvre » choisie par le programme signifie 
qu'aucune connaisance a priori n'est exigée, et l'écriture en caractères 
gras signifie qu'il s'agit d'une compétence expérimentale. Cependant, 
l'étude simplifiée du principe de ce convertisseur peut être proposée à 
l'écrit du concours, comme un exercice d'électricité appliquée. 

Un convertisseur analogique/numérique (CAN en abrégé) trans- 
forme un signal physique réel (en général électrique) s(#) en un signal 
numérique de fréquence d’échantillonnage f, : 


L _ 1 
Sn = S(AT,) avec T, = — 
e 


S, est un nombre entier écrit en base 2 codé sur p bits, proportionnel 
à la valeur du signal. Les CAN utilisent majoritairement deux procé- 
dés de conversion du signal électrique. 


a) On réalise une échelle de tensions de référence w;,...un. On com- 
pare la tension s(f = nT,) à chacune de ces tensions. On construit 
un N-uplet de comparaison en notant cx = 1 si s(f) > uk et cx = 0 
Si S(f) < ux 


(C1 = 1, =], pe.) Ck, = 1, Ck,+1 = 0, ….. CN = 0) 


et on convertit l’entier k, en base 2, le résultat est S,. Ce type de 
convertisseur est appelé « flash ». 


b) On crée une rampe de tension u(f) croissant de façon linéaire avec 
le temps à partir de la date f = nT. de début de mesure. La du- 
rée caractéristique de montée de u(f) doit être très inférieure à la 
durée caractéristique de variation de s(f). On peut donc suppo- 
ser que pendant l'acquisition, s(f) = s(nT.). On lance à cette date 
un compteur. On compare u(t) à s(nT.) et on stoppe le compteur 
lorsque u(t) dépasse cette valeur. Le nombre affiché par le comp- 
teur, écrit en base 2, est S,. 


Exemple : 


Dans le montage suivant, une tension analogique u, est 
appliquée en entrée. Le potentiel de référence est Vies = 
+8 V. La tension d’entrée u, est comprise entre 0 et 8 volts. 
Les comparateurs (ce sont des ALI en régime saturé) ont 
les lois suivantes : 

e les courants entrants sont nuls :i*=i =0; 

e si Ve > VE- alors u, = +5 V, correspondant à un 1 ; 

e Si Ve < VE- alors u, = —-5 V, correspondant à un 0. 
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PTT 


Par application de la loi du diviseur de tension, on peut 
écrire if 
Vke{1,...,8}, VE- = —-8 =Kk volts 
K__ 8R 


On en déduit le tableau de réponse 


Ua Us, | Us, | Us, | Us, | Us, | Use | Us, S 
0O—1V 0 0 0 0 0 0 0 000 
1—2V 1 0 0 0 0 0 0 001 
2—3V 1 1 0 0 0 0 0 010 
3—4V 1 1 1 0 0 0 0 011 
4—5V 1 1 1 1 0 0 0 100 
5—6V 1 1 1 1 1 0 0 101 
6—7V 1 1 1 1 1 1 0 110 
7—8V 1 1 1 1 1 1 1 111 
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Mettre en œuvre un convertisseur 
numérique/analogique. 


Traitement du signal numérique Chapitre 4 


Comme au paragraphe précédent, ce convertisseur peut être proposée 
à l'écrit du concours, comme un exercice d'électricité appliquée. 

Un convertisseur numérique/analogique (CNA en abrégé) trans- 
forme un signal binaire S (suite de bits valant 0 ou 1) en un signal 
électrique réel. Ce type de convertisseur utilise majoritairement des 
interrupteurs commandés par l’état de chaque bit, 0 commandant la 
fermeture, 1 l’ouverture, ou l'inverse. Un jeu de générateurs et de de 
résistors permet alors d'obtenir en sortie une tension (ou une inten- 
sité) u, (i,) proportionnelle à S. 


Exemple : 


Dans le montage suivant, le signal d'entrée est un nombre 
exprimé en base deux avec 3 bits sous la forme qau, où 
(g,d,u) € {0, 15, (bit 0) est le chiffre des unités, d (bit 1) 
le chiffre des deuxaines et q (bit 2) le chiffre des quatraines. 
En base 10, ce nombre vaut donc 4q +24 + u. Les interrup- 
teurs sont commandés par les gâchettes : si le bit appliqué 
vaut 0, l'interrupteur est ouvert, s’il vaut 1, il est fermé. CCT 
est un convertisseur courant-tension qui se comporte en 
sortie comme un générateur idéal de tension proportion- 
nelle à l'intensité i en entrée : u, = ki. 


bit 2 bit 1 bit O 
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Si un interrupteur commandé est ouvert, l'intensité de sa 
branche est nulle. S'il est fermé, elle vaut le rapport entre 
E et la résistance de la branche. La loi des nœuds donne 
donc 














E E E E 
i=q—-+d—+u— =—(4q+2d+u) 
F 2r AT Ar 


KE — 
donc u;=—-qdu 
AT 


Ce montage opère donc bien une conversion numéri- 
que/analogique sur 3 bits. 
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Énoncés des exercices 


Mouvement apparent 


Un robinet mal fermé laisse couler trois gouttes par seconde. Il est situé à 5,00 m du 


sol et on donne g =9,81 m:s2. 


a) Combien de gouttes sont en vol à un instant donné ? 


b) Que voit-on si on éclaire le dispositif avec un stroboscope dont la fréquence des 
éclairs est fe = 3,00 Hz ? 


c) Que voit-on si on éclaire le dispositif avec un stroboscope dont la fréquence des 
éclairs est fe = 2,90 Hz ? Combien de gouttes semblent sortir du robinet par se- 
conde dans ce cas ? 


d) Que voit-on si on éclaire le dispositif avec un stroboscope dont la fréquence des 
éclairs est fe = 3,10 Hz ? Quelle est la vitesse apparente d’une goutte qui semble 
quitter le sol ? 


Échantillonneur 


Le montage échantillonneur-bloqueur utilise un interrupteur commandé K qui est 
fermé lorsque la tension ug exercée sur la gâchette vaut E et ouvert lorsqu'elle est 
nulle. La tension qu’on veut échantillonner est appliquée à l'entrée de K. À sa sor- 
tie, on place un condensateur et un montage suiveur délivrant une tension de sortie 
us = ug+ avec i* = 0. On considère dans cet exercice une tension analogique sinu- 
soïdale de fréquence 100 Hz et une gâchette alimentée par une tension rectangulaire 
de période T et de rapport cyclique a, c’est-à-dire que 


Epourte[nT,nT+aT] 
























































uG(D = 0pour te]nT+aT,(n+1)TI 
u 
G 
E 
t 
> 
0OoT T 
gâchette 
E 
signal analogique E+ ; ni 
signa 
re K 2e échantillonné 
7TT 


Dresser l’allure du graphe de la tension échantillonnée dans les cas suivants : 
a) T=10mseta=0,1. 

b) T=5,0mseta=0,5. 

c) T=1,0mseta=0,1. 
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Échantillonnage et stroboscopie 
Un signal sinusoïdal u(t) de fréquence f est échantillonné avec une fréquence 


d’échantillonnage fe = .. avec € 1. On note un = u(fn) la valeur de u mesurée 
à la date f, du n-ième échantillon. Le signal échantillonné est une fonction en esca- 
liers égale à u, pour f € [fn, tn+1 1. Le signal lissé est la fonction continue obtenue en 
reliant les points d’échantillonnage par des segments de droite. Montrer graphique- 
ment et par le calcul que le signal échantillonné lissé peut être assimilé à un signal 
sinusoïdal dont on donnera la fréquence apparente f4. Celle-ci apparaît-elle dans le 
spectre du signal échantillonné ? 


Multiplexage 


Le multiplexage a été développé pour limiter la mise en place de câbles trop nom- 
breux, en faisant circuler sur une même ligne N communications téléphoniques 
simultanées. La qualité cherchée dans le signal vocal est sommaire et se limite à 
la bande spectrale [300 Hz,3 400 Hz]. Le signal multiplexé est une suite cyclique 
d'échantillons de chacun des signaux sonores, chaque échantillon étant codé sur un 
octet : 
— le signal sonore de la première conversation est échantillonné et codé ; 
— puis celui de la deuxième conversation est échantillonné et codé ; 
— puis celui de la troisième, et ainsi de suite jusqu’à la N-ième ; 
— les deux octets suivants sont réservés à la gestion du réseau téléphonique ; 
— cette suite de N +2 octets forme une trame ; 
— on revient alors au premier signal sonore, qu’on échantillonne et qu’on code, et 
ainsi de suite. 

Le débit maximal d’une ligne donnée est 256 kilooctets par seconde. Calculer la va- 
leur maximale de N sachant que N +2 est une puissance de 2. Calculer dans ce cas la 
fréquence d’échantillonnage. 


Détection d’un signal faible (d’après Mines Ponts MP (1) 2016) 


Un signal S est bruité, c’est-à-dire qu’il se superpose à un bruit B. Un détecteur enre- 
gistre le spectre d’un signal en le décomposant sur N canaux. Le canal k(k € {1,...,N}) 
correspond à une fine bande spectrale [f}, fr+11 et l'amplitude est x7, somme de 
l'amplitude du signal réel s4 et de celle du signal de bruit bz dans la bande spec- 
trale en question : xx = sx + b4. Le bruit by prend une valeur aléatoire gaussienne de 
moyenne b et d’écart-type o, tous deux indépendants de k. La particularité du signal 
de bruit est que pour n acquisitions indépendantes dont les résultats sont ajoutés 
canal par canal, la valeur moyenne du signal sommé est nb et son écart-type on. 
Voici, pour deux valeurs distinctes de n, l'allure du spectre du signal de bruit en fonc- 
tion de k pour N = 111 canaux, avec b = 10 et o = 5. Pour une meilleure lecture, les 
111 points représentatifs sont reliés entre eux. Pour n = 1 : 
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Et pour ñn = 100 : 
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a) Représenter l'allure du spectre du signal bruit après N = 2 500 acquisitions en 
indiquant clairement les graduations dans la partie utile du signal. 


b) Le signal utile S est un signal faible, dont le spectre, à chaque acquisition, com- 
porte deux pics d'amplitude 1 pour les canaux k = 34 et k = 67. Le signal utile 
est-il détectable par une seule acquisition ? Le signal utile est-il détectable après 
N = 2 500 acquisitions ? 


basis] Numérisation d’un signal de marche (Mines-Ponts MP (I) 2016) 


L'action de la marche d’un piéton sur une passerelle est traduite par une force verti- 
cale périodique, appelée charge. Voici l'allure des variations de cette charge en fonc- 
tion du temps. 


charge (unité arbitraire) 





1® 


0 02 04 06 08 10 12 14 16 





On fait l'acquisition de ce signal en effectuant N = 300 mesures à intervalles de temps 
réguliers dans l'intervalle [fnin; fmaxl. On fait ensuite la décomposition de Fourier 
du signal numérisé. Voici les spectres obtenus pour différents intervalles de temps : 











amplitude [1,0s ; 90,05] amplitude [1,0s ; 27,0s] 
| a 
T T T LS 
0 0,4 0,8 1,2 1,6 0 Il 2 3 4 
amplitude [1,0s ; 10,0] 








f&H2) 





Commenter ces spectres. 
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Choix d’un filtre antirepliement 


Un signal de vibration d’un bâtiment possède deux fréquences caractéristiques 
fi=12Hzet f> = 18 Hz. Le capteur de vibration transforme la vibration mécanique 
en vibration électrique, mais ce signal électrique risque d’être parasité par le signal 
émis par les néons d'éclairage à une fréquence f,, = 50 Hz. On choisit la fréquence 
d’échantillonnage fe = 70 Hz. Justifier l'intérêt d’un filtrage du signal avant échan- 
tillonnage et choisir la valeur du produit RC pour le filtre suivant, appelé filtre de 
Sallen et Key (l'ALI est idéal, de gain infini et fonctionne en régime linéaire). 
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Convertisseur analogique/numérique à compteur d’impulsions 


Un convertisseur analogique/numérique doit transformer un signal continu (une 

tension ici) dont la mesure est par exemple 7,31 V en un nombre entier, 7 si la préci- 

sion est le volt, ou 73 si la précision est le décivolt, etc... Dans le montage suivant : 

+ H est une horloge fournissant une tension créneaux de période T, valant O0 si 
tE[AT,ñnT+T/2[, +15 Vsite[nT+T/2,(n+1)T!; 

+ GC est un générateur de courant assurant une intensité constante lo dans sa 
branche ; 

+ COMP est un comparateur, qui délivre une tension u2 = +15 V si u > Uo, et 
u2 = —15 V si u1 < Un; 

- _Kcest un interrupteur commandé par la gachette G, il est fermé si le potentiel de 
la gachette est négatif, ouvert s’il est positif ; 

+ le compteur, remis à zéro entre deux acquisitions, compte le nombre d’impulsions, 
une impulsion étant un basculement de la tension u3 de 0 à +15 V. 
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À t = 0, l'interrupteur K passe de la position fermée à la position ouverte et wo est 
la tension qu'on veut numériser ; on la suppose constante pendant le processus de 
conversion. 


a) Établir l'expression de u1(#). 


b) Sur un même graphique, tracer l’allure des courbes up (f) et 1 (f) avec les valeurs 
numériques uo = 7,31 V,T=1,0 ms,l0=10mAetC=10pF. 


c) En déduire l’évolution dans le temps de u3 en supposant que rC « T. Combien 
d’impulsions le compteur a-t-il compté ? 


d) En déduire qu’on a ainsi réalisé un convertisseur analogique/numérique dont la 
précision est le volt. Comment modifier ce dispositif pour obtenir une précision 
du décivolt ? 

BE Po Do Convertisseur numérique/analogique 4 bits 


Une tension numérique est codée sur N = 4 bits : 
_ 0 1 2 3 = 
Ue =Ep°2 +E1:2 +e2-2 +e3-2° avec Vke{0,1,2,3}, ex =0Ooul 
Dans le montage suivant, l'état du bit k agit sur l'interrupteur k, en position masse si 
er =0,enpositionEsiez=1. 


© LS 6 e 
(3) (2) (1) (0) 
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a) Combien de valeurs différentes peut prendre ue ? 
b) Déterminer l'expression de u en fonction de E et des valeurs des €4.. 


c) En déduire l’utilité de ce montage. 
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a) 


b) 


c) 


Du mal à démarrer 


La durée de chute d’une goutte rapportée à l’intervalle de 
temps permet de déterminer le nombre de gouttes visibles. Les 
autres questions se résolvent en déterminant à chaque éclair les 
altitudes des gouttes. 

Après avoir établi l'expression de us dans les phases de 
fermeture de K puis pendant les phases d'ouverture, chacun des 
quatre cas se traite en traçant ue en fonction du temps et sur le 
même graphique us (f). 

En écrivant l'expression de la tension aux dates d’échan- 


tillonnage nTe, on isole la fréquence apparente. 


L'application du critère de Nyquist Shannon donne un mi- 
norant pour fe, le nombre d’octets nécessaires à l’échantillonnage 
par trame est obtenu par une simple multiplication. 

Il faut tracer l’allure du signal de bruit en zoomant sur l’in- 


tervalle donné par l’écart-type. En utilisant ensuite une échelle 
complète, le signal utile, régulier et systématique émerge au des- 
sus du bruit qui, lui, est irrégulier et aléatoire. 


Les commentaires peuvent concerner la composante conti- 
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nue, la fréquence fondamentale du signal de charge, les harmo- 
niques, la fréquence maximale et la fréquence d’échantillonage, le 
critère de Nyquist-Shannon, le repliement du spectre. 


Le critère de Nyquist-Shannon permet de déterminer la fré- 


quence de coupure du filtre passe-bas nécessaire pour éliminer la 
fréquence parasite. La détermination de la fonction de transfert 
du filtre de Sallen et Key ne pose pas de difficulté particulière en 
traduisant la loi des nœuds en termes de potentiel dans les rela- 
tions fondamentales de l’ALI en régime linéaire. 


Le circuit formé du générateur de courant et du condensa- 


teur est simple à interpréter : la tension 1 croît de façon linéaire 
à partir de la date d'ouverture de K. On forme ainsi une rampe de 
tension. En suivant sur un même graphique uo et u1, on repère la 
date de basculement du comparateur, à laquelle on interrompt le 
comptage des impulsions de l’horloge. 


Le potentiel de la tige de l'interrupteur k est egE. Par appli- 


cation de la loi des nœuds en termes de potentiel à chaque nœud 
de la ligne horizontale inférieure, on obtient un système de 4 équa- 
tions reliant leurs potentiels V3 = u, V2, Vi et Vo, E et les eg. En 
éliminant V2, Vi et Vo, on en déduit l’expression cherchée. 


Corrigés des exercices 


Une goutte sortant du robinet sans vitesse initiale à la date 
t = 0 a pour altitude z(f) avec Z = -g donc Z = -gt et 
z(t) =H- Ier? avec H = 5,00 m. Elle tombe au sol quand 


\/ _ = 1,01 s. Juste avant l'impact, 


z= 0 donc à la date ft = 
à une date un tout petit peu inférieure à cette date, on voit 
donc la goutte émise l de seconde plus tard, celle émise 
2 de seconde plus tard, et celle émise une seconde plus 
tard vient de commencer sa chute. On distingue donc ex- 


ceptionnellement 4 gouttes, mais le plus souvent 3 gouttes. 


La fréquence des éclairs est égale à la fréquence du phéno- 
mène observé, il y a donc immobilité apparente, chaque 
goutte observée prend la place de la précédente. 


Prenons l’origine des dates f = 0 au moment où une goutte 
(1) est émise, et supposons que le premier éclair ait lieu 
à cette date. La goutte suivante (2) est émise à la date 
T = 7 = 0,333 s. Le deuxième éclair intervient à la date 
Te= F = 0,345 s, à laquelle la goutte (1) est à l'altitude 
Z(Te) = 4,42 met (2) est à l'altitude z(Te — T) = 4,999 m. 
L'observateur considère donc que la goutte (2) a pris la 
place de la (1) et que celle-ci s’est un tout petit peu dépla- 
cée d'environ 1 mm. Il y a donc mouvement ralenti vers 
le bas. La goutte la plus haute, juste en dessous du robi- 





d) 


net est observée aux altitudes apparentes successives z(0), 
Z(Te-T), Z2(Te-T)),...,z(n(Te -T)). Une goutte est émise 
toutes les T secondes, donc lorsque la précédente se trouve 
à l'altitude z(T). Dans le mouvement ralenti apparent, on 
aura donc l'impression qu’une nouvelle goutte est émise 
lorsqu'on observera la goutte la plus haute à cette altitude, 
donc lorsque 


Z(n(Te =D) = 2) soit H = = gn(Te D)? = H- 2812 


soit A(Te —T) =T soit n = 





TT 


donc à la date ñnTe = —. La fréquence apparente d’émis- 








: = 1 = TeT _ — 
sion des gouttes est donc fx Te TT f—fe=0,10 
gouttes par seconde, ou une goutte toutes les 10 secondes. 
Prenons f = 0 à l'instant où la goutte (1) est émise et notons 
(2) la goutte suivante. (1) touche le sol à la date #1 = a 
à laquelle (2) se trouve à l'altitude z(f1 — T) et un éclair se 
produit. L'éclair suivant a lieu à la date ñ +T, et à cette 
date, (2) se trouve à l'altitude 


2 
1 2H 
Ah -T+Te)=H-SS — —T+T,| =0,106m 
& 


107 


Chapitre4 Traitement du signal numérique 


L'observateur a donc l'impression que (1) a été remplacée 
par (2) : il y a mouvement ralenti rétrograde, les gouttes 
semblent remonter. La vitesse apparente de la goutte sem- 


blant remonter du sol est va = ii — = 0,328 m- sl, 


Lorsque K est fermé, la tension du signal d'entrée est direc- 
tement appliquée aux bornes du condensateur, donc uc = u 
et à la sortie du suiveur, us = uc = u : le signal de sortie 
est exactement égal au signal d’entrée. Lorsque K s'ouvre, le 
courant ne peut plus circuler dans le condensateur dans la 
branche de gauche car K est ouvert, ni dans la branche de 
droite car i* = 0, donc ic = 0 soit cie = 0 donc uc est 
constante, égale par continuité à la valeur qu'elle avait atteinte 
à la date d'ouverture de K. On en déduit que u,(f) = u(t) pour 
te [nT,nT+aT] et us(t) = u(nT+aT) pour t E]nT+aT, (n+ LT. 
Le graphe épouse la forme de u, donc la forme de u pendant 
chaque phase où la gachette est portée au potentiel E, puis 
reste constant dans la phase où la gachette est au potentiel 0. 
Voici les graphes correspondants : 


SATA UE 


A(c) 











Posons u(f) = Acos(2xft+4). Notons T = F la période du 
signal et Te = F = Le la période d’échantillonnage. On a 
donc Te = (1-E)T très légèrement inférieur à T. On peut donc 


construire le graphe du signal échantillonné à partir de celui 
du signal : 


Às 


Ant 
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et le graphe lissé fait bien apparaître une sinusoïde. Par le cal- 
cul, le signal échantillonné aux dates d’échantillonnage vaut 


Un = ue(t= nTe) = u(nTe) = Acos(2r(1-E)n+4) 





soit ue(t = nTe) = Acos(2rn-27En +) 


t 
soit ue(t = nTe) = ACOS (re — p 
e 





Aux dates d’échantillonnage, le signal échantillonné s’assimile 
donc à une sinusoïde de fréquence apparente 


fa= y =Efes fe-f 


qui est bien la fréquence apparaissant au repliage du spectre. 


Le critère de Nyquist-Shannon impose une fréquence mini- 
male d’échantillonnage fe > 2 fmax Soit fe > 6 800 Hz. Chaque 
seconde, il faut donc échantillonner chacun des N +2 signaux 
fe fois, ce qui représente un total de fe(N +2) octets. On en 
déduit que 


256: 10° 
fe(N + 2) = 256: 10° soit N +2 = = 
Je 
256-105 
donc N +2 < ———— =37,6 
800 


La plus grande puissance de 2 correspondante est N +2 = 
32, donc N = 30 et la fréquence d’échantillonnage correspon- 


3 
dante est fe = = = 8,0 kHz. Elle vérifie bien le critère de 


Nyquist-Shannon. 





a) Après 2 500 acquisitions, le signal de bruit dans chaque ca- 
nal a pour valeur moyenne 2 500b = 25 000 et pour écart- 
type o 2 500 = 250. On a donc un signal de même allure 
que ceux donnés par l'énoncé, s'étendant dans l'intervalle 
centré sur 25 000 entre 24 750 et 25 250. 


25000 r l | | 


24750 








25250 










































































20 40 60 80 100 


b 


TZ 


Après une seule acquisition, le signal utile perturbe beau- 
coup trop peu le signal de bruit, car son amplitude sur 
les canaux 34 et 67 est inférieure à la fluctuation o = 5. 
Après 2 500 acquisitions, le signal S + b; a pour amplitude 
25 000 et écart-type 250 pour k Z 34, 67, et pour amplitude 
25 000 +2 500 = 27 250 et écart-type 250 (l’écart-type du 
signal S est nul) pour k = 34, 67. Le spectre en échelle com- 
plète a donc l'allure suivante 
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30 000 





20 000 





10 000 


























20 40 60 80 100 


Le signal faible, par sa régularité, est maintenant détec- 
table par rapport au bruit qui, lui, ne l’est pas. 


Les trois spectres font apparaître un pic à fréquence nulle, 
ce qui est conforme à l'existence d’une composante conti- 
nue dans le signal de charge : un marcheur a en perma- 
nence au moins un pied sur le sol et la valeur moyenne de 
la charge est donc non nulle. 

La période du signal de charge est T = 0,50 s donc la 
fréquence fondamentale vaut f1 = - = 2,0 Hz. Cette fré- 
quence est hors du domaine du spectre 1, qui n’est donc pas 
adapté. En revanche, il est présent sur les spectres 2 et 3. 

Le signal de marche étant périodique et non sinusoïdal, son 
spectre théorique fait apparaître des pics aux fréquences 
Îp = P: f\, p entier. 

L'existence dans le signal de points anguleux à forte pente 
(aux dates k-0,5 correspondant à la pose d’un pied sur le 
sol) laisse présumer l'existence de pics à fréquence élevée 
dans le signal. En fixant aribtrairement à 7 le nombre d’har- 
moniques présentes, on estime que fmax = f5 = 14 Hz. 

La fréquence d’échantillonnage est 


300 
fe= —— 
Émax — {min 
soit respectivement f} = 3,4 Hz, f/ = 11,5 Hz et 


[4 =33,3 Hz. 
Le critère de Nyquist-Shannon n’est pas respecté pour le 
spectre 1 car 

28 = 2 fmax > fe = 3,4 


Le pic à 1,4 Hz est expliqué par le repliement de la fré- 
quence fondamentale f, = 2,0 Hz : 


fè-2=1,4Hz 


Le critère de Nyquist-Shannon est respecté pour le spectre 
3 car 
28 = 2 fmax > fe” = 33,3 


On distingue clairement les pics aux fréquences harmo- 
niques fy = p: f1. On remarque un pic marqué à 8,0 Hz. 
Le critère de Nyquist-Shannon n’est pas respecté pour le 
spectre 2 car 

28= 2 fmax > fe = 11,5 





Traitement du signal numérique Chapitre 4 


Le pic à 3,5 Hz est expliqué par le repliement du pic marqué 
à fa = 8,0 Hz : 
7 -8=3,5 Hz 


Le repliement du signal parasité ferait apparaître, outre le pic 
à la fréquence fh, un pic parasite à la fréquence fe-f} = 20 Hz 
très proche du pic à f> = 18 Hz, rendant ainsi le signal échan- 
tillonné inexploitable. Il faut donc utiliser un filtre passe-bas 
anti-repliement avec une fréquence de coupure proche de 
30 Hz. Notons A le nœud entre les deux résistors. Le montage 
et le fonctionnement en régime linéaire de l’ALI entraînent 
que Ve+ = VE- = us. On écrit la loi des nœuds en termes de 
potentiel aux nœuds A et E* : 

Va= fut ut j2Cous 
= ntrti2Co 


V _ 4,+us(1+2 jRC&) 

soit / A , 2+2/RCw 
VA 

LS = TRCO 


et en éliminant V A entre ces deux équations, il vient 
(1+ jRCw)(2+2jRCw)us = u,+us(1+ 2 jRCw) 


u l 
doncH = = = 
— U,  1+2jRCw-2R2C2w2 


C’est la fonction de transfert d’un filtre du second ordre, dont 
la fonction de transfert à basse et à haute fréquences a pour 
équivalents 


Hp = 1 L 
Hae = 3707 


Les asymptotes du diagramme de Bode en gain sont donc 


Gr = 0 dB 
Gyr = -40log (V2RCw) 


Elles se croisent à la pulsation de coupure w. : 


l 
V2RCw = 1 donc we = —— 
v2RC 
2 = 1 é- 
La fréquence de coupure vaut donc fc = Zn 2RC" On en dé 
duit : 
fe = 30 Hz = RC = =3,75.10 5 








607 
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Chapitre4 Traitement du signal numérique 


a) 


b 


TZ 


c) 


d) 


a) 


Jusqu'à la date f = 0, K est fermé donc uçc(f = 07) = 0. 
Par continuité de la tension aux bornes d’un condensateur, 
uj(t = 0*) = uçc(t = 0*) = 0. Pour t > 0, K est ouvert et de 
plus i = 0 dans la branche entrant dans le comparateur. 
L'intensité lo délivrée par GC I9 traverse donc le conden- 
sateur. On en déduit que 





du; L 
I) =C— d = + 
0 at onc u] C 


Avec les valeurs numériques données, u1(f) = 1000f, et at- 
teint donc up = 7,31 V à la date { = 7,31 ms. 




















1 CV) 
104. 
u 
0 
st 
1 t(ms) 
0 + + + + + + + Let 
à ! 5 10 
15+u; (V) 
0 = 
15 
au(V) 
15 
LT | 












































Le fonctionnement du comparateur décrit par l'énoncé en- 
traîne que 


VtEe[0; 7,31 ms], uj(t) < ug donc w2(t) =—-15 V 


Vt>7,31 ms, w(f) > up donc up(t) = +15 V 


Comme u est relié à la gachette, Kc est donc fermé pour 
t < 7,31 ms et ouvert pour f > 7,31 ms. Si rC &T, le 
condensateur se charge très rapidement à la tension us. 
Son utilité est que lorsque Kc s'ouvre, u3 reste bloqué à 
la valeur qu’elle avait avant l'ouverture, soit u3 = 0 pour 
t>7,31 ms. On en déduit l’évolution dans le temps de u3, 
qui effectuer sept impulsions avant de se fixer à la tension 
nulle. 


Le compteur compte donc 7 impulsions : la tension ana- 
logique u9 = 7,31 V a donc été convertie entre une valeur 
numérique approchée de 7 V. Pour obtenir une précision 
du décivolt, il faut compter 73 impulsions, et il suffit donc 
de prendre T = 0,1 ms. 


Il y a autant de valeurs possibles pour ue que de choix des 
quatre états des interrupteurs, soit 24 = 16. C’est aussi le 
nombre d’entiers dont la valeur est comprise en base 2 
entre 0000 et 1111. 
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b) Le potentiel auquel est porté la tige de l'interrupteur kvaut 


OouE selon que vaut 0 ou 1.Ce potentiel vaut donc ez-E. 
On peut alors appliquer la loi des nœuds en termes de po- 
tentiel à chaque nœud de la ligne horizontale inférieure. 


€3E €) E €, E €0Ë 
ae à ao Ko 
2 


R 2R| 2R| 2R| 
































FC) 



























































4, RY LR LR Fy, L2R 
JTTTT FCTÉC 
V1  €0E, 0 
Vo = RY2Rt2R - 2ViteoE 
tablet 4 — 
R*2R+2E 
Vo  EJE A 
Vi CEE eee 
En ae eo eg 
RTATE 
u Es L 
Va = RT2R TR - 2uU+e2E+2Vi 
T +R +1 
852 
_ 2RTK - €3E+2Vo 
BTE S S 
2 R 


$ - Vi, &E 
(0) : Vo = 2 + 4 
(1) : 5V1=2V2+eE+2Vo 
(2) : 5V2=2u+e2E+2V] 


(3) : 3u=Ee3E+2Vo 


On résout ce système de proche en proche. En injectant (0) 
dans (1) : 


€0ËE 
5V1 =2Vo+eE+Vi + Es 


4 8 


Vo E1E €oE 
done Vi = + + ù 


Oninjecte dans (2) : 


€1E €0E 
5V2 =2u+e2E+Vo + FETE 


uU E£2E €1E €0E 
doneto= ee Lit 
2 4 8 16 


Oninjecte enfin dans (3) : 


€2ËE €1E €0E 


Bu=Ee3E+u+ — + — + — 
2 4 8 
€3E €E €1E €0E 
done ne 42 414 
2 4 8 16 

. E0Ë + 2€1 + 4€2 + 8E3 
QE 


c) En prenant E = 16 V, on obtient donc une tension u dont 


la valeur en volt est égale à celle de l'entrée ue en base 2. 
C'est donc bien un convertisseur numérique/analogique. 


Troisième partie 


Optique 
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CHAPITRE 


Superposition d'ondes lumineuses 


Thèmes abordés dans Les exercices 


Chemin optique. 

Déphasage. 

Surface d'onde. 

Loi de Malus. 

Temps de cohérence. 

Largeur spectrale. 

Intensité lumineuse. 

Superposition d'ondes cohérentes et d'ondes incohérentes. 
Formule de Fresnel. 

Contraste. 

Phases en progression arithmétique. 


9 © © © © © © © © © © 


Points essentiels du cours pour la résolution des exercices 


+ Exprimer et utiliser la loi de Malus. 

© Établir et utiliser la formule de Fresnel dans le cas général. 
+ Établir et utiliser la formue de Fresnel si I, = L. 

+ Étudier la superposition de N ondes cohérentes. 


113 


Chapitre5 Superposition d'ondes lumineuses 


Les méthodes à retenir 


Exprimer et utiliser la loi de Malus. 
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La loi de malus est indissociable du modèle des rayons lumineux : 
les surfaces d'onde sont orthogonales aux rayons issus d’une source 
ponctuelle de lumière. La difficulté particulière de cette loi est le lien 
entre cet énoncé et son utilité principale : le calcul des différences de 
marche. Donnons trois exemples fondamentaux. 

e Un système d'optique géométrique (S.0.), ne comportant que des 
milieux transparents séparés par des dioptres et des miroirs, donne 
d’un objet AB une image A'B'. Le stigmatisme se traduit par « tout 
rayon issu de B converge vers B' » après traversée du système. 


A? 
B 
A B’ 
S.O. 


La forme des surfaces d'onde évolue de B vers B’. On distingue sur le 
schéma la surface d'onde sphérique issue de B et la surface d'onde 
sphérique convergeant vers B'. Une conséquence importante est que 
le délai de propagation de l’onde lumineuse de B à B’ est indépen- 
dante du rayon choisi. 

e Les rayons issus d’une source ponctuelle dans le plan focal objet 
d’une lentille mince convergente émergent tous parallèles au rayon 
passant par le centre et non dévié. Les surfaces d'onde sont donc des 
plans orthogonaux à cette direction. 


_—_ 


surface d’onde 








plan focal objet 





e La diffraction d’un faisceau lumineux est l’un des cas d'invalidité 
du modèle de rayon lumineux. Un point de l’espace situé après une 
pupille diffractante peut ainsi être affecté par deux ondes lumineuses 
issues de la même source et pourtant déphasées. 
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Superposition d’ondes lumineuses Chapitre 5 


rayon lumineux 








/ 
0 
surface d’onde : surface d’onde 


La loi de Malus permet de calculer non pas un chemin optique mais 
une différence de chemins optique par simplification de chemins 
égaux. Voici la démarche recommandée pour calculer la différence 
de marche 

6 = [SM]: - [SM 


entre deux rayons issus de la même source ponctuelle S et conver- 
geant vers un point M en suivant des trajets distincts indexés 1 et 2. 


a) On trace soigneusement (à la règle, sur la copie comme sur 
le tableau) les marches des rayons issus de la source S et qui 
convergent vers le point M d'étude. Voici les règles de tracé. 


i) On respecte les lois de Descartes à la réflexion sur les miroirs. 


ii) On respecte les lois de Descartes à la réfraction à la traversée 
d’un dioptre. 

iii) On respecte les règles de construction des rayons à la traver- 
sée des lentilles minces. 


iv) Lors de la diffraction sur une pupille, on choisit le rayon issu 
d’un de ses points P en l’assimilant à une source ponctuelle 
secondaire. 


(ü) 





! 
plan focal 
i=r n sin i,—=n)Sn image 


b) En partant de la sources, on identifie la surface d'onde, sphérique 
ou plane, la plus avancée possible, celle à partir de laquelle les deux 
rayons considérés subissent des sorts différents. 

c) On nomme H, et H, (par exemple) les intersections de cette surface 
avec les rayons 1 et 2. D’après la loi de Malus, 


[SH] = [SH] 
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d) En partant dans le sens inverse de la lumière depuis M, on identifie 
la surface d'onde, sphérique ou plane, la plus avancée possible, celle 
à partir de laquelle les deux rayons considérés subissent des sorts dif- 
férents. 

e) On nomme K, et K, (par exemple) les intersections de cette surface 
avec les rayons 1 et 2. D’après la loi de Malus, 


[MK] = [MK] 


f) En utilisant le principe de retour inverse de la lumière, 
[KiM] = [KM] 
g) On en déduit la simplification 
8 = (ISH] + [Hi Ki] + [Ki M1)—(ISH2] + [H2Ko2] + [R2M)) = [HiK1]-[H2K] 


Bien sûr, d’autres simplifications du même type peuvent être opérées 
dans la différence restante. 

h) Cette méthode est bien adaptée aux situations dans lesquelles la 
présence de lentilles entraîne l'existence de rayons parallèles. Par dé- 
faut, il est souvent plus facile de calculer directement les longueurs 
de rayon grâce à la géométrie euclidienne. 


Exemple : 


Dans le dispositif suivant, un prisme de verre creusé d’une 
cavité de largeur à, est traversé par un faisceau de lumière 
parallèle issu d’une source S au foyer objet d’une lentille 
convergente et le point M est au foyer image d’une autre 
lentille convergente. 








La différence de marche entre le rayon 1 marqué d’une 
flèche et le rayon 2 marqué de deux flèches, est calculée 
selon la méthode décrite. 
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Établir et utiliser la formule de Fresnel 
dans le cas général. 


Superposition d’ondes lumineuses Chapitre 5 


(a) Les rayons sont tracés sur la figure. Notons que la me- 
sure des angles au rapporteur sur la figure permet de cal- 
culer la valeur numérique de l'indice n du verre : 


si 
l:sin75° = nsin45° donc ñn = — = 1,37 
sin 45° 





(b) À partir de S, les surfaces d'onde successives sont des 
plans équiphases a, B, puis par réfraction y et enfin € au- 
delà duquel la lumière traverse le verre pour le rayon 1 et 
l'air pour le rayon 2. 

(c) Les points H. et H, sont tracés sur la figure. 

(d) De même, les surfaces d'onde issues de M dans le sens 
inverse de la lumière sont succesivement À, li, v et ë. 

(e) Les points K, et K, sont tracés sur la figure. 

(f) et (g) On en déduit 


Ô=[H1K1]-[HK]=na-a=(n-1la 








> Exercice 5.1. 


Deux ondes lumineuses ne peuvent interférer que si elles sont cohé- 

rentes : 

. elles sont issues d’une même sources ; 

- cette source émet une onde quasi monochromatique de pulsation 
O ; 

- les deux ondes arrivant en M ont un décalage temporel inférieur au 
temps de cohérence assimilé à la durée caractéritique d’un train 
d'ondes. 

L'onde émise enS est caractérisée par la fonction d'onde complexe 


a(t) = AG 


L'onde issue deS arrivant en M par le chemin 1 est définie par la fonc- 
tion complexe du temps a, (f), celle arrivant par le chemin 2 est défi- 
nie par a, (t). Tout l'intérêt de la notion de chemin optique est résumé 
dans la formule fondamentale suivante qui traduit le principe ondu- 
latoire : «ce qui se passe en M à la date f est ce qui s’est passé en S à 
la date t— = », où c est la vitesse de la lumière dans le vide, avec un 
éventuel facteur d'atténuation f : 


ISM}2 


a, (0 =Bia(t- Su) 
a, (9) =fra(t- 2) 
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En notant À, la longueur d'onde dans le vide, on a w = # eten notant 


As 12À, = A,,e/%, il vient 
—1;2 20 , 





4, () = À, alor) 
i[wr- 





a, (0) = A,e 
ou en grandeurs réelles 


ai(t) = A, cos|wt— EML + Po) 

a(t) = A, cos|wt— rs + Po) 
La formule de Fresnel générale donne l'expression de l'intensité lumi- 
neuse I en M en fonction de celles I; et I, qui y seraient observées si 
l'onde 1 ou l’onde 2 était seule : 


h=K<a(n> 
I=K<(a(f)+a@(1) > et : 
(@ (0) + &(D) ae 
En linéarisant les expressions et en utilisant le fait que la valeur 
moyenne d’un cosinus carré dépendant du temps vaut - et que celle 
d’un cosinus dépendant du temps vaut 0, on obtient 


276 
= Lib 2)/0bios 
À 


où Ô = [S,.M]-[S2M! est la différence de marche et]; = es et I = KŸ. 
Voici le résumé de la démarche et quelques conseils de méthode. 


a) Le préalable indispensable au calcul est la construction des 
rayons. Au concours, un calcul de différence de marche mal ajusté 
à partir d’une construction fausse, qui révèle des lacunes en op- 
tique géométrique, n’a aucune valeur. 


b) La formule de Fresnel générale prouve que le problème des inter- 
férences à deux ondes se ramène à un problème de géométrie, la 
détermination de la différence de marche 6. 


c) À partir de l'expression de l'intensité lumineuse fonction, par 6, de 

la position de M sur un écran, on cherche 

i) la position des franges brillantes où l'intensité lumineuse est 
maximale, soit Lax 

ii) la position des franges sombres où l'intensité lumineuse est 
minimale, soit Lin 

iii) le cas échéant l’interfrange séparant deux franges de même 
nature consécutives 


iv) et le contraste 
… Lnax — min 


Enax + Enin 
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Exemple : 


Dans le dispositif suivant, S est une source ponctuelle mo- 
nochromatique de longueur d'onde dans le vide À. On 
suppose D > aetD > y. L'indice de l’air est pris égal à 1. 














En M se superposent l'onde lumineuse arrivant en ligne 
droite deS et celle qui s’est réfléchie en H sur le miroir. Les 
lois de Descartes à la réflexion permettent de considérer 
que le rayon semble provenir de S', symétrique orthogonal 
de S par rapport au miroir. À la réflexion, l'onde complexe 
est multipliée par -p = peï, p un peu inférieur à 1 est le 
coefficient d'atténuation, et le signe - correspond à un dé- 
phasage de l’onde de x. Les distances sont obtenues grâce 
au théorème de Pythagore : 


SM= VD7+G-a7=DV1+%% 2e D|1+ Re 
S'M= VD7+ (+07 =D4/1+ 2e D 14 te 


En considérant que ces distances sont très proches, on en 
déduit en grandeurs complexes 








a,( = page le ER) 
a, =perpa ele Pt) 
et en grandeurs réelles 


ai (t) = Ai cos [wr- Eneu +) 


@(f) = pAi cos [wr - est +po+2) 


Par application de la formule de Fresnel générale : 


2 2nû 
I= 1; +p°l +2pl cos 7 
0 
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Établir et utiliser la formule de Fresnel 
sil 1= L . 
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KA? 2 
avec l; = _ et Ô = [SM] -[S'M] = _— 





doncI=L + pl = 2ph cos 2 
oncI= = cos 
1FP L—<pl AD 
L'intensité lumineuse sur l’axe y est une fonction pério- 
dique de y, les franges sont donc régulièrement espacées, 
et le contraste est 
(Hi + p’l + 2pl) _ (Hi + pl — 2ph) 2p 


_ (hi +p2h +2pl) + (li +p2li -2ph) | 1+p2 





L'étude élémentaire de cette fonction prouve que le 
contraste croît de 0 à 1 quand p croît de 0 à 1. Il est donc 
maximal quand p = 1, donc que le miroir est parfait. 








— Exercices 5.2, 5.3, 5.4, 5.5, 5.6, 5.7. 


Le contraste de la figure d’interférences vaut C = 1 lorsque les deux 
ondes qui se superposent en M donnent individuellement la même 
intensité l1 = L = I, (voir exercice 5.3). Dans ce cas (de loin le plus fré- 
quent dans les problèmes de concours), la formule de Fresnel s'écrit 


I=21 





2 
1+cos — 
Ào 
Il est important de savoir redémontrer rapidement cette expression, 
sans faire le calcul complet de la valeur moyenne du carré de la 
somme des deux ondes cosinusoïdales, car la méthode suivante en 
grandeurs complexes est généralisable à la superposition de deux, 
trois, N et même une infinité non dénombrable d'ondes cohérentes. 
En voici le détail à deux ondes. 

a) En effectuant le rapport des expressions complexes des ondes 1 et 
2 en M, on obtient la formule fondamentale de déphasage, que nous 
appellerons « formule clé » dans la suite de cet ouvrage : 


for 2SMn 
a tn =pael® To 


_;2n8 
En > a,(0 = a, (fe "0 


a, (t) = pa elle F0 





qui se traduit en français ainsi : en M, à amplitudes égales, l'onde 2 
est égale à l'onde 1 à un terme de déphasage près dont l'argument est 
proportionnel à la différence de marche ô = [SM]2 —- [SM}:. 
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b) On en déduit l’onde résultante (on omet le f pour alléger les nota- 
tions). 
= _ ie 
a=a+a=alite ° | 


c) En grandeurs complexes, l'intensité lumineuse est définie par 
I= Kaa* où l'étoile désigne le conjugué, et K une constante multipli- 
cative dont on ne cherche jamais à préciser la valeur ni la dimension. 
On en déduit 





* * 
h =Ka,a; =Ka,4a, =L 


et on note I, cette intensité commune. 
d) On a donc 


: 2Tê : 2mô 
I=k& & (1+67%)(1+6%) 


jm jan 
soitI= 1; (2+e ‘w +e | =210 





= 
1+cos —— 
Ào 
qui est bien la formule de Fresnel simple à intensités égales. 

e) Les franges brillantes sont d'intensité 41,, elles correspondent à 


2rô à Ô 
cos — =1lsoitp=—-=Kke 
+ PS3, 
f) Les franges sombres sont des zonees d’extinction d'intensité nulle, 
elles correspondent à 


270 . Ô 1 
COS — = -1soitp=—=-Kk+-aveckez 
Ào Ào 2 


g) p = — est l’ordre d’interférences, il est entier sur les franges 


brillantes et demi-entier sur les franges sombres. 

h) Le lieu géométrique sur un écran des points M d’égal ordre d’in- 
terférences définit la forme des franges, on calcule le cas échéant l’in- 
terfrange, distance entre deux franges pour une variation d’une unité 
de p. 


Exemple : 


Le dispositif des miroirs de Fresnel est un système de deux 
miroirs M, et M; faisant un angle a très faible entre eux. 
Une source ponctuelle monochromatique S de longueur 
d'onde dans le vide À, est placée sur un axe perpendicu- 
laire à l’arête et au miroir M,, à la distance h de celui-ci. 
Un écran est placé parallèlement à ce miroir, à la distance 
2h. Un point M de l'écran, dans le plan (O, x, y) de la figure, 
est repéré par son ordonnée y. 
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| 
| 
! 
1 
es, 


S2 


Les sources jumelles S; et S, sont les symétriques orthogo- 
nales de S par rapport aux deux miroirs. Compte tenu de 


la petitesse de a, leurs coordonnées sont 


3h 
0 


3h 


i —2ha 


et S2 








On en déduit les distances 
S.M= VIRE + = 3h4/1+ 5 =3h(1+ e) 
SM = V9R7+(y+2h0 = 3h[1+ Lo) 


2ah(y + ah) 
3 





donc ô = [SM] -[S,M]= 


Les franges brillantes sont définies par 


3À 
ô= kAosoit ye=-ah+Kk.T,keZz 
2ah 
L'interfrange est donc 
= | | 310 
1 = LH] — = — 
Yk+1 — Yk 2h 


> Exercices 5.8, 5.9, 5.10, 5.11. 





© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit. 


Étudier la superposition de N ondes 
cohérentes. 


Superposition d’ondes lumineuses Chapitre 5 


Certains dispositifs, comme le réseau plan à une dimension, divisent 
une onde incidente quasi monochromatique de longueur d’one dans 
le vide À,, en N ondes cohérentes dont les expressions au point d’ob- 
servation M sont a, (t), ..…., a, (1), ..…., a, (rt), avec une différence de 
marche entre deux ondes consécutives constante ; il en est donc de 
même du déphasage : 


27 
On, n+1 — = [SM}n+1 EE [SM] = = Ô et Pn, n+1l — — @ — ES FA 
0 
On en déduit que 
- les phases sont en progression arithmétique : 


Pn=pi+(n- lp 
+ doncles différences de marche sont en progression arithmétique : 
On = [SM] — [SM = (n-1Dô 


° donc par application de la formule clé, les ondes complexes sont 
en progression géométrique : 
__; W1=D2r8 23 ei 
a,D=a(de" » =a(nfe"] 
Ces propriétés facilitent le calcul de l'onde résultante et de l'intensité 


lumineuse associée pour cette superposition de N ondes. Voici la dé- 
marche du calcul. 


a) Les ondes étant cohérentes, on somme les ondes complexes, et 
selon une formule classique de mathématiques 


LE 


a(t) = (Da, + = 


n=1l 


b) On factorise le numérateur et le dénominateur par l’exponentielle 
de l'angle moitié : 


N 
er iv sin 

at) = a. (f) ——: 

— "1 ef sin 





c) On en déduit l'intensité lumineuse 


in? Me 


I=Ka(na*(n=Il = 
ER : sin + 





d) Les propriétés de cette fonction de 4 doivent être mémorisées. On 
les obtient par utilisation d’un outil graphique. 
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e Pour N=2, on retrouve la formule de Fresnel, l'intensité lumineuse 
varie sinusoïdalement entre 0 et 41, avec une période de 27. 




















û 2 3 ë 











+ Pour N variant de 3 à 10, la figure se déforme, il apparaît des pics 
d'intensité N°1; pour @ = p-27, p entier relatif, leur largeur dimi- 
nue quand N augmente, et l'intensité est très petite devant la va- 
leur maximale en dehors des pics. Voici l’allure de la courbe pour 


N=5. 





25 1 


20 








0 3 4 ë 








° Pour N supérieur à 10, la figure s’assimile à un peigne de Dirac, 
avec des pics d'intensité N°1, pour @ = p-27 de largeur extré- 
mement faible, et l'intensité est négigeable devant N°1 partout 


ailleurs. Voici l’allure de la courbe pour N = 40. 
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Exemple : 


Il y a deux alternatives à l’utilisation du grapheur pour jus- 
tifier l’exsitence de pics et mesurer leur largeur. La pre- 
mière, détaillée dans l'exercice 5.13, est l’utilisation du dia- 
gramme de Fresnel. La seconde est plus analytique. No- 


5 2 Ne 
tons Ex() = —- la fonction de réseau. 
2 
e Elle est paire et périodique de période 27. On peut donc 


se ramener à l'étude sur l'intervalle {0, x]. 
° Pour @ — 0, son équivalent est 


N24? 
En(p) = —< = N° 


2 








e[S 


ce qui prouve que l'intensité des pics est N°11. 
e Sur l'intervalle d'étude, la première annulation de la fonc- 
tion de réseau est obtenue pour 


Nwy : 27 
—— = TH SO p= — 
2 N 


° Pour @ = ET en calculant la valeur exacte au numéra- 
teur et en faisant le développement limité au dénomina- 
teur (c’est un petit angle pour pour N > 30), la fonction de 


réseau vaut 


= = 0,4053N°? = 0,5N? 


AN? 


T) 1 


On est donc à peu près à mi-hauteur du pic. 
e En dehors du pic, pour @ € Lx), le sinus au numéra- 
teur de la fonction de réseau est majoré par 1 et celui au 
dénominateur est minoré par 
me q oi e 

sin Kg doncA(pszs. 
En somme, le pic a une largeur totale Se et une largeur à 
mi-hauteur 2, qui tendent vers 0 quand N tend vers l’in- 
fini, une hauteur N°1, et l'intensité en dehors des pics est 
inférieure à un dixième à celle des pics. 





—+ Exercices 5.12, 5.13, 5.14, 5.15, 5.16. 
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Énoncés des exercices 


Loi de Malus à la traversée d’un dioptre plan 


Dans la figure suivante, un faisceau de lumière parallèle se réfracte en traversant un 
dioptre plan séparant deux milieux d'indices n1 et n2. La droite (N1N)) est perpen- 
diculaire à la direction du faisceau incident, la droite (P1P2) est perpendiculaire à la 
direction du rayon du faisceau réfracté. 





a) Montrer que [N1P1]=[N2Po]. 


b) Quel est le lien entre ce résultat et la loi de Malus ? 


Démonstration de la formule de Fresnel générale : calcul de l'intensité 


On reprend les notations du cours. Les deux ondes lumineuses incidentes en M 
issues d’une source S ponctuelle, monochromatique, de pulsation w s’écrivent en 
grandeurs réelles : 


a1(t) = Ai cos[wr- ——— +) 
a2(f) = A cos [wt - —— +wo) 

On donne 
2c0s p COS q = COS(p + q) + cos(p — q) 


a) Donner les expressions de 
Hh=K<af(n > etla =K< a2(n > 


en fonction de K, A1 et A». 
b) Donner l'expression de 
I=K< (a (+ a (0) > 
en fonction de l1, I2 et la différence de marche ô. 


c) La formule de Fresnel dépend-elle du choix de la différence calculée, 
[SMI2 - [SM ou [SM] — [SM)2 ? 


Contraste maximal 


Justifier que le contraste d’une figure d’interférences à deux ondes en lumière mo- 
nochromatique est maximal quand I; = I. 


© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit. 


Superposition d’ondes lumineuses Chapitre 5 


Anneaux de Newton 


Une lentille plan-convexe L, fragment d’une bille de verre d'indice n, de rayon R et 

de centre C est posée sur un miroir plan, le contact ponctuel se trouvant en O. On 
éclaire le dispositif sous incidence normale en lumière monochromatique de lon- 
gueur d'onde dans le vide À. 




















C 
(1 
TUE 
| 1€ 
R ; 
__ ff & à ù 
E LE zoom 
TS TP 


On observe les interférences sur la face sphérique. En un point M de cette face, repéré 
par le rayon x, se rencontrent le rayon ayant traversé la lentille et celui qui, en plus 
de la traversée, s’est réfléchi sur le miroir en P. 


a) Montrer que l'épaisseur de la couche d’air en x  R est 


b) À la réflexion sur le miroir, on observe un déphasage de x équivalent à l'ajout au 


chemin optique de À, Montrer que les franges sont des cercles concentriques, 
préciser le rayon de la n-ième frange brillante et celui de la n-ième frange sombre 
en considérant qu'un point central est une frange et en numérotant du centre 
vers la périphérie. 


c) Décrire qualitativement ce qu’on observe en lumière blanche. 
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Cristaux liquides 


Le comportement optique d’un cristal liquide est assimilable à un système de deux 

miroirs parallèles distants de a plongés dans un liquide d'indice n. Ils sont éclairés 
par un faisceau laser monochromatique de longueur d'onde dans le vide À0, d'angle 
d'incidence i avec la surface du liquide. On place un capteur d'intensité lumineuse 
au foyer image F/ d’une lentille convergente perpendiculaire à la direction des rayons 
émergents. 


a) 


b) 


c) 
d) 


F° 








Déterminer la différence de marche à entre les deux rayons tracés sur la figure en 
fonction de a, iet n. 


On suppose que le milieu liquide n’est pas parfaitement transparent et que l’in- 
tensité lumineuse d’un rayon seul est 


où Z est la distance parcourue dans le liquide et £ une longueur caractéristique 
d'absorption. Déterminer l’expression de l'intensité lumineuse détectée en F'.On 
négligera cette atténuation dans la fin de l'exercice, ce qui revient à prendre £ très 
grand devant a. 


Quelle est la plus petite valeur de a pour laquelle on observe une intensité nulle ? 


Expliquer qualitativement pourquoi l'observation d’une image sur un écran à 
cristaux liquides fait apparaître des couleurs très différentes quand on la regarde 
avec un angle d'incidence important. 
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Absence d’interférences entre ondes de pulsations différentes 


En un point M de l’espace se superposent deux ondes lumineuses de pulsations w] 
et w2 différentes, issues de deux sources ponctuelles S; et S>, dont les expressions 
sont 


ai(t) =Acos|[wjt-— ZxÉ1MI 
a2(t) = Acos|w2t-— part) 


On donne 
2C0s p cos q = cos(p + q)+ cos(p — q) 


a) Donner les expressions de 
Hh =K<af(n > etl2 =K< a2(0 > 


en fonction de K, A1 et A». 


b) Donner l'expression de 
I=K< (a (+ a (0) > 


c) Pourquoi dit-on qu’il n’y a pas d’interférences entre deux lumières de couleurs 
distinctes ? 


Absence d’interférences à sources distinctes, à à trop grand (analyse docu- 
mentaire) 


Modèle d’émision. Dans le modèle des « trains d’ondes » , une source de lumière 
monochromatique émet une succession de bouffées de lumière quasi sinu- 
soïdales dans des intervalles de temps successifs [fn,tn+11= [AT (n+1TI, qui 
s'écrivent sous la forme du produit d’une enveloppe 


Osit<tn 
Ent) =| Asitn<t<tn+1 
OSsit>t{n+] 


et d’une porteuse 
Pn(D = cos(wi+Pn) 


La phase w,, du train d'ondes de numéro n est tirée aléatoirement. T est de 
l’ordre de la microseconde. 


Capteur de lumière. Le temps de réponse d’un capteur de lumière quadratique est 
de l’ordre de la milliseconde. Il mesure une intensité lumineuse I, produit de 
la valeur moyenne du carré de l’onde réelle par une constante K. 


a) On superpose en M deux ondes lumineuses de même amplitude A et de même 
pulsation w, issues de deux sources ponctuelles S1 et S2. On note à la différence 
de marche entre les deux ondes. Justifier qu’on ne peut observer d'interférences 
entre les deux ondes. 


b) On superpose en M deux ondes lumineuses issues d’une source ponctuelle S 
d'amplitude A et de pulsation w, ayant suivi deux chemins optiques distincts 
[SM], et [SM}>. On note 6 la différence de marche entre les deux ondes. Justifier 
qu'on ne peut observer d’interférences entre les deux ondes si Ô > cT. 
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Miroirs de Fresnel 


Dans le dispositif suivant, à = 0,08 mrad est un petit angle (il a été exagéré sur la fi- 
gure),S est une source ponctuelle de lumière monochromatique de longueur d'onde 
dans le vide 0, O est un point de l’arête (O, z) intersection des miroirs M; et M2. On 
donne OS = R = 80 cm. S1 (respectivement S)) est le symétrique orthogonal de S par 
rapport à M1 (resp. Mi). 


S 








L'écran est 

e parallèle à l’arête (O, 2) ; 

+ perpendiculaire au plan médiateur de [S1S2] ; 

+ à la distance d = 1,20 mde O. 

On note H le projeté orthogonal de O sur le miroir ; un point M de l'écran est repéré 
par HM = xet l'axe HY passe par O. 


a) Faire une figure complète. Donner les coordonnées des points S1, S2 et M dans le 
référentiel (H, x, y). 


b) Déterminer l'intensité lumineuse I(x) si S est une source ponctuelle de lumière 
monochromatique de longueur d'onde À9 = 576,9 nm. Calculer l’interfrange. 


c) S est une source ponctuelle de lumière blanche. Décrire la figure observée. 


Lentille brisée 


On considère une lentille convergente de focale f! = 25 cm, coupée par un plan 
contenant l’axe optique et son centre. On obtient alors deux demi-lentilles Li et Li 
symétriques par rapport à ce plan, de centre O} et O» et de focale f”. On notera e = 
2 mm la distance entre les centres des deux demi-lentilles. L'espace entre les deux 
lentilles est opaque. On place sur l'axe de symétrie, à une distance d = 40 cm du plan 
des lentilles, une source ponctuelle S monochromatique de longueur d'onde dans le 
vide Ag = 600 nm. On noteS/ etS’, les images deS par Li et Lo. 


Li 
S 0: j 
ne e, 
O; Y 
L) 
___ d 2 


On donne les relations de conjugaison de Descartes avec les notations usuelles : 


1 1 1 AB AB 


ON Où J! AB AB 
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a) Déterminer les positions de SA et S’, et calculer la distance e/ les séparant. 


b) On place un écran à une distance D = 250 cm des deux lentilles. On note D' la 
distance entre l’écran et le plan contenant Si et S’. Un point M de l'écran, dans 
le plan de la figure, est repéré par son ordonnée y. On suppose D’ > e! et D’ > y. 
Calculer l'interfrange i. 


c) Calculer le nombre de franges observables si l'écran possède une hauteur 
h=10 cm. 


Interférences à trois ondes 


Dans le dispositif suivant, S est une source ponctuelle de lumière monochromatique 
de longueur d'onde dans le vide ÀQ et la lame de verre trapézoïdale est faite d’un verre 
transparent d'indice n. On définit f par la relation sinf = nsina. 





À À P 
.b 
| A"\R- 
s° O[ HIL “+ 








a) Identifier les trois rayons issus de S qui se croisent en M. 
b) On s'intéresse au rayon (SAM). 
i) Montrer que l’angle en M du triangle (MHK) vaut 6 —- a. 


ii) En déduire que 
LX- btanatan($ — a) 
7 1= tan atan(f — ) 


iii) Donner l'expression de la différence de marche 
ô = [SOLM] -— [SAKM] 


en fonction de x et de u et justifier (sans l’exprimer complètement) que c’est 
une fonction affine de x qu’on notera désormais 


Ô(xX) = Ax+p 


c) Donner l'expression de la fonction d'onde complexe en M. 
d) En déduire l'intensité lumineuse I(M). 


e) Calculer le contraste. 
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Lentille trouée (résolution de problème) 


Une lentille convergente de centre O, de rayon b, de distance focale f” et d'épaisseur 
au centre 2e, est percée en son centre selon un disque de rayon c < b. On place en 
son foyer objet F une source ponctuelle monochromatique de longueur d'onde dans 
le vide A0. On place un écran plan à une distance D de O avecD > f>b>c. 





F oi: 
f 2e D 


e = æ 





Quelle est la forme des franges observées ? Combien en distingue-t-on ? Faire l’appli- 
cation numérique avec À9 = 600 nm, c = 3,0 mm, b=1,0cm, f'=1,0metD =3,0m. 


Interféromètre de Fabry-Perot (PT (2) 2012) 


Un interféromètre de Fabry-Perot est formé de deux miroirs parallèles M1 et M2 
semi-réfléchissants, distants de a. On note r le coefficient de réflexion en amplitude 
de l’onde lumineuse et f le coefficient de transmission des miroirs : 

a; Ce 


r=—ett= 
a 


ai Es 
Une onde lumineuse incidente frappe M1 avec un angle d'incidence i très faible. Elle 
subit une suite infinie de transmissions et de réflexions. On fait l'observation à l'infini 
dans le plan focal image d’une lentille convergente de distance focale f”. 


i Æ--- 
a 
M; M; 



































On note &,, 4,,..., ay, les ondes lumineuses complexes en M des rayons succes- 
6 2 _ ATacosi 
sifs émergeant de M1. On pose p = y + 
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a) Déterminer la différence de marche en M entre les rayons k et k+1. 


b) Déterminer le rapport entre les amplitudes complexes des ondes correspon- 
dantes. 


c) Montrer que l'intensité lumineuse en M s'écrit 
Jo 


Q) = —— 5 
# 1+ msin? # 


Exprimer m en fonction de r et faire l'application numérique avec r = 0,9. 


Étude graphique de la fonction de réseau grâce aux diagrammes de Fres- 
nel 


L'onde complexe superposition de N ondes dont les phases forment une suite arith- 
métique s'écrit 


N | . . 
a(t) = >» a, = a, (6): s(@) avec s() = 1+ e'Ÿ +e2ip +... +eiNp 


n=1l 


a) On prend N= 6. Tracer dans le plan complexe la représentation de fresnel de s() 
dans les cas suivants : 


i)  p=0 
ii) p=? 
iii) p=7 
iv) @=T 


b) En mesurant à chaque fois la longueur du vecteur somme, tracé l'allure de la fonc- 
tion de réseau 
F6 (p) = sl? 
en fonction de ®. 


c) Justifier par construction graphique sommaire les résultats énoncés dans le cours 
quand N est grand. 
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Formule fondamentale des réseaux 


Un réseau plan à transmission est formé de N fentes parallèles distantes de a, pas 

du réseau. Il est placé sur le plateau d’un spectrogoniomètre où il est éclairé par 
un faisceau de lumière parallèle monochromatique de longueur d'onde dans le vide 
Ào, dont l'angle d'incidence est à, et observé à l'infini, au foyer image d’une lentille 
convergente sous un angle de visée a. 


a) 


b) 


c) 


d) 


e) 


f) 


(n) 


G) 
@) 
(Q) 





Quel phénomène explique qu’il est possible d'observer de la lumière dans une 
direction « distincte de à ? 


Donner l'expression de la différence de marche à entre les rayons passant par 
deux fentes consécutives. En déduire l'expression du déphasage w. 


Par application du résultat du cours, en déduire qu’on observe des pics de lu- 
nière dans des directions «» privilégiées. Énoncer la formule fondamentale des 
réseaux reliant a, i, a, A9 etun entier relatif p appelé ordre. 


On prend i = 0, À9 = 620 nm et a = 3,0 1m. Combien de pics distincts observe-t- 
on quand on fait varier l'angle « de la lunette de visée ? 


Pour une valeur donnée p Z 0 de l’ordre d'observation, à à fixé, on note api) 
l’angle d'observation du pic de lumière. On fait varier à et on définit l’angle de 
déviation Dp (= i—Qp (à). Montrer que Dp (i) passe par un minimum Dr lorsque 
ap(i) = —-i. En déduire l'expression de À9 en fonction de p, a et D}. 

La source de lumière est maintenant une lampe à vapeur atomique dont le 
spectre comporte un nombre fini de radiations monochromatiques. Expliquer 
pourquoi le dispositif agit comme un spectroscope et justifier qu’il est possible 
expérimentalement de déterminer assez précisément les valeurs des différentes 
longueurs d'onde du spectre. 
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Réseau à échelettes 


Le réseau à échelettes est un réseau par réflexion formé de facettes réfléchissantes 
éclairées ici sous incidence normale par un faisceau laser de longueur d'onde dans le 
vide A9 = 600 nm. Les facettes sont inclinées d’un angle y = 0,464 rad par rapport à la 
verticale et leurs centres sont distants de a. Chacune se comporte comme une pupille 
diffractante et diffuse la lumière dans toutes les directions. On fait l’observation à 
l'infini dans une direction faisant un angle 8 avec la normale à la facette. 





a) Déterminer la différence de marche à entre les rayons réfléchis par deux facettes 
contiguës. En déduire le déphasage . 


b) On observe au total 12 pics de lumière. En déduire une estimation de la valeur 
de a. 


Superpositions partielles 


Un dispositif optique (un réseau plan par exemple) éclairé par une source mono- 
chromatique de longueur d'onde dans le vide À opère une division de l’onde et 
forme en un point M de l’espace la superposition de N ondes dont les phases sont en 
progression arithmétique de raison 4. N est un multiple de 6. 


a) Donner l'expression de l'intensité lumineuse I(@) en fonction de li, N et w, et 
préciser l’allure de cette fonction en fonction de . 


b) On occulte toutes les ondes d'indice pair. Même question. 
c) On occulte toutes les ondes d'indice congru à 1 ou 2 modulo 3. Même question. 


d) On occulte toutes les ondes d'indice 0 modulo 3. Même question (on pourra po- 
ser N = 3N/ et p/ = 34 pour l'étude graphique). 
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Du mal à démarrer 


On peut tracer les plans d'onde limites dans les deux milieux, on 
obtient ainsi deux triangles rectangles d’hypothénuse commun 
confondu avec le dioptre. L'utilisation des relations de trigonomé- 
trie et de la deuxième loi de Descartes permettent de conclure. 


La valeur moyenne d’un cosinus carré dépendant du temps vaut 
è, celle d’un cosinus dépendant du temps vaut 0 et celle d’un co- 
sinus constant est égale à ce cosinus. En linéarisant le produit des 
deux cosinus apparaissant dans le développement du carré de la 
somme des deux ondes, on obtient le résultat attendu. 


Après avoir exprimé le contraste en fonction de 1 et I2, on peut 
justifier que ce contraste, toujours inférieur ou égal à 1, ne vaut 1 
que lorsque I1 = 12. 


L'expression de € peut être obtenue par application du théorème 
de Pythagore, puis utilisation d’un développement limité. La diffé- 
rence de marche est facile à relier à €. 


Comme il est indiqué dans la méthode du cours, il faut trouver 
la surface d’onde la plus avancée avant et après les miroirs. On 
pourra utiliser le résultat de l’exercice 5.1. Le calcul de 8 et celui 
des distances parcourues dans le liquide pour la question (b) né- 
cessitent beaucoup de soin avec les relations de trigonométrie. 


La valeur moyenne d’un cosinus carré dépendant du temps vaut 
k, celle d’un cosinus dépendant du temps vaut 0 et celle d’un co- 
sinus constant est égale à ce cosinus. 


Dans les différentes valeurs moyennes apparaissent les différences 
des phases des deux trains d’ondes qui se superposent. Comme 
ces phases sont tirées aléatoirement à chaque train d'ondes, et 
que la moyenne est effectuée par le capteur sur environ 1 000 
trains d’ondes, la valeur moyenne du cosinus de ces angles est 
nulle. 


On vérifiera que S, S1 et S2 sont équidistants de O, et que les 
droites (OS1) et (0OS2) font des angles +a avec (H, y). On en déduit 
les coordonnées des trois points, puis les distances (simplifiées par 
développement limité) et enfin 6. 


(a) On applique les relations de conjugaison de Descartes pour 
déterminer la position et la taille des images de A1S par la demi- 
lentille 1 (A1 est le projeté orthogonal de S sur l’axe de la demi- 
lentille 1) et de A2S par la demi-lentille 2. (b) On calcule les dis- 
tances SM et S,M grâce au théorème de Pythagore et on sim- 
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plifie l'expression grâce à un développement limité. On en déduit 
ô et l’interfrange. (c) Le fait que SA et s’, soient les images de S 
par des demi-lentilles a pour conséquence que l’écran n’est pas 
totalement soumis aux deux ondes. La heuteur de la zone d’inter- 
férences est inférieure à h. 


Le début de cet exercice nécessite de bons réflexes de géomètre. 
Les résultats étant donnés, on peut passer en première lecture ces 
difficultés, et se concentrer sur le calcul en grandeurs complexes 
de la somme a des trois ondes, et le calcul de l’intensité lumineuse 
Kaa* (évidemment, la formule de Fresnel n’est pas adaptée ici car 
trois ondes interfèrent). 


Il est aisé de trouver les deux rayons qui se superposent en un 
point M de l’écran d’ordonnée y € [c,b]. Le chemin optique du 
rayon direct SM est calculé par application du théorème de Pytha- 
gore et développement limité. Le chemin optique du rayon dévié 
par la lentille est calculé en utilisant la loi de Malus, et en imagi- 
nant la lentille complète. 


Il faut faire un schéma détaillé où figurent le rayon incident au 
point PE du miroir 1, le rayon k émergeant vers M, puis les rayons 
successifs jusqu’au point Py,, et le rayon émergeant &+1. Le 
tracé des plans d’onde permet de déterminer ô. L'évaluation de 
l'amplitude des rayons en tenant compte des coefficients de ré- 
flexions et de transmissions successives permet de déterminer le 
rapport des modules des amplitudes. La sommation de la série 
géométrique donne le résultat. 


La construction des vecteurs représentatifs pour N = 6 ne pose pas 
de difficulté. Les formes géométriques obtenues (segment, demi- 
cercle, cercle) dans ce cas peuvent être généralisées. 


La différence de marche est calculée en traçant les plans d’onde 
en amont et en aval de deux fentes consécutives. La limitation du 
nombre d'ordres observables est conséquence du fait qu’un sinus 
est compris entre —1 et 1. 


La différence de marche est calculée en traçant les plans d’onde 
en amont et en aval de deux miroirs consécutifs. L'observation 
est possible pour 8€ [-%,6im], on doit déterminer Gjj, par des 
considérations de trigonométrie, et on en déduit l'intervalle des 
valeurs possibles pour l’entier p. 


Les cas (a), (b) et (c) se ramènent au cas du cours. Dans le cas (d), 
il faut superposer deux séries de même raison et de même nombre 
de termes, mais de premiers termes distincts. 
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Corrigés des exercices 


a) Construisons les surfaces d’onde les plus avancées, (DA) 
en amont et (CD) en aval du dioptre. Notons h l’hypo- 
thénuse commun aux deux triangles rectangles (BCD) et 
(DAB). On identifie les angles i et r dans ces triangles. 





La différence entre les deux chemins est 
8 = [N>P2]-[N;Pi] 


6 = (IN1A] + [AB] + [BP21) — (IN1D] + [DC] + [CP11) 


soit à = [AB] — [DCI]. Dans les triangles rectangles (DAB) et 
(BCD), 
AB = hsini et DC = hsinr 


donc 6 = [AB] — [DC] = 
mhsini-nphsinr = h(n;sini-n2sinr) =0 


d’après la deuxième loi de Descartes à la réfraction. 
b 


TZ 


Si le plan matérialisé par la droite (N1 Nb) est une surface 
équiphase, alors le résultat de la première question prouve 
qu'il en est de même pour la surface (P1P2) qui est donc 
à son tour surface d'onde, et elle est bien perpendiculaire 
aux rayons, ce qui est conforme à la loi de Malus. 


a) la valeur moyenne d’un cosinus carré dépendant du temps 
vaut 3 donc 


KAZ 
LH = K < AŸ cos? (wr- 22 + 60) >= + 


L 202 2r[SM] _ KA 
I = K < A5 cos (ur- 2 + 40) >= TE 

b) Ona 
I=K< a}(0 > +K< a2(1) > +2K < &(H)a(0) > 


2r[SM]; 


1= 1 +12 + KA Az < cos[ ur x +0 
0 








| 2r[SM]2 | 
COS QE — —— +pp|> 


Ào 
En utilisant la formule de linéarisation donnée par 
l'énoncé : 

2x (ISM]1 + [SM 
I=11+12+KA1jA) < cos [ur Zn (SM + (SM) +290) > 


A0 


+KA1A2 < cos [- EN EME A | > 


\o 
La valeur moyenne du premier cosinus, qui dépend du 


temps, est nulle. Le second cosinus est constant, il est donc 
égal à sa valeur moyenne. De plus 


2 a2 A2 
FAP. (eue) 


Hl2 = 
12 4 2 


donc KA1A2 =2V/lil2 
—  2rù 
donc1=Tl; +1; + 2VLb cos — 
0 


c) La fonction cosinus état paire, on peut calculer indifférem- 
ment la différence de marche par l’une ou l’autre des for- 
mules. 


Le contraste vaut 
L Enax — Imin 


Emax + Imin 


(li +12 +2Yb) — (li +1 -2YHb) 


sit C = ———__———— 
(li +) +2YDb) + (Hi + -2V5b) 

_ 4Vhh 

. 211 +21 


Cette fraction, toujours inférieure ou égale à 1, prend sa valeur 
maximale 1 lorsque 


Li +1 =2YTb donc (1 +12)? = 411 


donc (Ij — 12)? = 0 soit 11 = I2 


a) On a x = HM, € = R- CH et CH? + HM? = R2, d'où 








a —_—_" 2 

LA 

sst-VR senti vi" 

R2 
x2 x2 
e=R|1-|1-——|| = — 
2R2 2R 
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b) La différence de marche entre les deux rayons qui inter- 


fèrent en M est 
A0 


Ô = 2e + 


Par application de la formule de Fresnel, on a interfé- 
rence constructive ou destructive selon que l’ordre d’inter- 
férence 

Ô x? 1 


= —=— + 
p 0 ÀoR 2 


est un entier ou un demi-entier. Les franges brillantes sont 
donc des cercles de rayon 


1 
XE = xoR[t+ > 





où k est un entier et les franges sombres de rayon 


: 
XL = V kAoR 
Au centre, x = 0, donc on a une tache sombre qu’on 


nomme première frange sombre avec k = 0. La n-ième 
frange sombre est donc de rayon 


rh = + = /(n—1)A0R 


et la n-ième frange brillante est de rayon 


l 
Tn = Xn-1 = Ru 1) + ;) 


— 


c) Le centre est une tache sombre quelle que soit la valeur de 
À. La plus petite des franges brillantes est celle correspon- 
dant à À, le plus petit : elle est donc violette, puis toutes les 
couleurs s’allument, on a donc des cercles concentriques 


irisés. 


La) 


a) On trace le plan d'onde PH; le plus avancé en amont des 
miroirs, et P1K2 en aval (on utilise le fait que la réfraction 


ne provoque pas de différence de marche). 
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b 


TZ 


c) 


d 


T 


La différence de marche est 

(SF']1 — ISF = (ISP11+ [P1F1)— 

(ISH2] + [H2P2] + [P2K2] +[K2F']) 
La loi de Malus entraîne 

[SP11 = [SH] et [F’P1] = [F'Ko] 
et d’après le principe de retour inverse de la lumière 
[P1F'] = [K2F] 
La différence de marche se simplifie donc : 
à = —-[H2P2] —-[P2K2] 


Notons r l'angle de réfraction au dioptre air-liquide. La 
deuxième loi de Descartes donne 


1sini=nsinr 


La différence de marche vaut donc 





sin? i 
Ô=-2acosr =-2a\|1- L 
n 
On peut écrire 

=#i 
Hh =loe T 

_#2 
Lb=loe € 

2a 


avec 2 — P = L2P2 + PM = 





cosr 
On en déduit que 


2a 
I =lje Tcosr 
Par application de la formule de Fresnel générale 


_ ,2a __a 2rû 
I=lj{1+e Zcosr +2e Tcosr COS — 
\o 
On observe une intensité nulle lorsque le cosinus vaut —1, 


la plus petite valeur correspond à 





À À À 
ô= soita= = 0 = "0 
cosr 1 2: 
_ sin‘i 
re 


En inversant la relation précédente, on peut considérer 
que pour a fixé, la longueur d’onde éteinte 9 dépend de 
l'angle d'incidence i. Pour un faisceau de lumière blanche, 
la couleur perçue est donc la couleur complémentaire de 
cette longueur d'onde éteinte. Lorsqu'on observe sour une 
incidence nulle (observation normale), puis proche de 4 
(observation rasante), les radiations éteintes sont respecti- 


vement 
À\on = 4a 


Aor = 4a/1- + 


On observe donc une couleur complémentaire différente 
selon l'incidence i. 
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a) La valeur moyenne d’un cosinus carré dépendant du 
temps vaut j donc 


; KA? , KAÿ 
= —— et I = —< 
Rd 


b) Ona 


I=K< a? (1) >+K< aÿ(t) > +2K < a (Da(0 > 


27r[S1M] 
I= ]3 +12 + KAj A2 < cos QE — - 
0 
| — 
COS | @2 1 — ——"— | > 
A0 


En utilisant la formule de linéarisation donnée par 
l'énoncé : 


2 M M 
I1= T3 +12+KA1A2 < cos (ur +@2)t— ——— s 


10 


+KA1A9 < cos [lu — W2)É-— ———— > 


0 
c) Le premier cosinus est de pulsation w1 +w2 non nulle, sa 


valeur moyenne est donc nulle. Si wi # wo, il en est de 
même du second cosinus et 


I= T5 +1 


Il n’y a donc pas d’interférence entre deux lumières de pul- 
sations, donc de couleurs distinctes. 


a) L'onde issue de S; arrivant en M à la date f est celle émise 


à la date t-— SM, Posons 


[S1M] 
C 





= p1iT etWn,1 = Pn-p,1 
en supposant que p est un entier. Ainsi, le n-ième train 
d'ondes en M à la date { correspond au n — p,-ième émis 
par la source S1 : 

a1(f) = Acos(wf+WYn,1) 


De même, l'onde 2 détectée en M à la date f est 


a2(t) = Acos(wt+Wn,2) 





Superposition d’ondes lumineuses Chapitre 5 


Le capteur mesure la valeur moyenne, sur une durée 
Te = 1000 xT, du carré de la somme des deux ondes. 


1=K< (a (t)+ (1) > soit 
I=K< a? (1) >+K< a(0) > +2K < a (Da(0 > 
En subdivisant l'intervalle en 1000 intervalles : 


1 fle 
K < af () >= | a? (bdt soit 
c JO 


K 929 


T 
DD 

A cos” (ot + dt 

10007 Jo An 


K < aï(?) >= 





Or la valeur moyenne d’un cosinus carré vaut 3 donc 


A2  KA2 
:1000 - — = —— 


K < a (1) >= —— 
1 (0) 1000 2 2 


d 
et de même K < aÿ() >= KE, Pour simplifier le calcul, 
l'énoncé suggère de choisir synchronisée l'émission des 
trains d'ondes par les deux sources. On en déduit 


Te 
2K < aj(f)a2(f) >= | a(ta(t)dt 
Te Jo 


KA? 999 


si 
nn > 2A? cos(@f+Wn,1)COS(@É+Wn2)dt 


On linéarise le produit des deux cosinus : 


2 [999 j FT 


> = | cos2wt+Wn1+VWn,2)dt 
T Jo 


n=0 


2K < a (f)a2(f) >= 





1000 


999 1 FT 
+ D =] cosyn1i-Wn2)dt 
n=0 T Jo 





La valeur moyenne du premier cosinus, qui dépend du 
temps, est nulle. Le second cosinus est constant, il est donc 
égal à sa valeur moyenne : 


2 999 
2K < a (Da2(0 >= = N° cos(Wn,1 — Wn,2) 
1000 
Or les phases des deux trains d’ondes sont tirées aléatoire- 
ment, et indépendamment l’une de l’autre à chaque nou- 
veau train d'ondes (c’est ici qu’on traduit l’incohérence 
des sources). Par conséquent, leur différence est un 
angle tiré aléatoirement sur le cercle trigonométrique. On 
somme les cosinus d'environ mille angles aléatoires sur le 
cercle trigonométrique, cette somme vaut donc zéro. On 
en déduit que 


2K < aj(f)a2(t) >= 0 doncI=TI; +l2 


Il n’y a donc pas d’interférences entre ces deux ondes. Re- 
marquons qu'il n’en serait pas de même si la durée des 
trains d'ondes était supérieure au temps de réaction du 
capteur. 
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b) Le raisonnement est analogue à celui de la question pré- 
cédente. Les phases des deux ondes qui arrivent en M à la 





date f sont 
_ ISM] 
Wn,1 = Pn-pi 17 CT 1 
L avec (SM 
Wna = Pn-p2 P= 


Les deux phases sont donc égales si 
| |< 1 soit ù <1 
- soit — 
P1—P2 CT 


Dans ce cas, on retrouve le calcul habituel du cours et on 
obtient la formule de Fresnel, il y a interférence. Si 6 > cT, 
alors les phases des deux ondes w’ et p/ sont celles de 
deux trains d’ondes distincts, elles sont donc tirées aléatoi- 
rement et indépendamment l’une de l’autre. On en déduit 
que 


1 fe 
2K < a (f)a2(f) >= | a(t)a(t)dt 
Te Jo 
K 999 LT 2r[SM 
= — > 2A2 cosfur- PL l +w}: 
1000T Jo 0 


2r[SM}2 

0 
Soit, en linéarisant le produit des deux cosinus et en subdi- 
visant l'intervalle d'intégration : 


cos [ur +w"}ar 


2 
2K t D) >= —- 
< a (t)a2(t) > 1000 
999 T 
1 2 M M 
» — cos [aus - PERTE l1 + ISMI2) +4 +w")ar+ 
n=0 T J0 \o 


 _ | 278. ’ "ue 

= | cos|-—— +4 —4 

n=0 L 0 Ào 

La valeur moyenne du premier cosinus, qui dépend du 


temps, est nulle. Le second cosinus est constant, il est donc 
égal à sa valeur moyenne : 


Rene» | ns "| 
a (a = —— ÿ cos|-— - 
de 1000 do À 


et comme à la question précédente, la somme de 1000 cosi- 
nus d’angles tirés alétaoirement (l'ajout du terme avec ô ne 
change rien) estnuletI= 11+l2 :iln'ya pas d’interférences. 
On peut dire que lorsque la différence de marche est trop 
grande, ce sont toujours des trains d'ondes distincts qui ar- 
rivent en M par les deux chemins, et la source devient in- 
cohérente à elle-même. 


a) Voici la figure complète. 
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Les pointsS, S1, S2 sont à égale distance R de ©. Les coor- 
données des trois points sont 


Rsina = Ra 
d+Rcosa=d+R 


—Rsina=-Ra 
d+Rcosa=d+R 


X 


S1 0 


» S2 ,M 











b) Les distances peuvent se calculer en calculant les normes 
des vecteurs. 


2 
S1M= 1/(x+ Ra)? + (d +R)? = (d+R)1/1+ ns 


x2 +2xRa +R? 














SiM=(d+R)|1+ 
Pr 2(d +R 
x2 —2xRa+ R2 
et S2M = (d+R) | 1 + 
2(d+R)2 
On en déduit 
= IS1MI- SM 22 
Fi ÉU deR 


Par application de la formule de Fresnel, on a donc 


AnxRa 


I(x) =210{1 ————— 
(x) 0 FRS 


Les franges brillantes sont obtenues quand le cosinus vaut 
+1, donc quand 


\o(d+R) 


Ô = kAo soit xx = k 
o Soit xx ee 


où k est un entier relatif. L'interfrange est donc 


Ao(d +R) 


= 9,0 mm 
2Ra 


i= Xp —xxl= 
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c) 


a) 


b) 


L'interfrange est proportionnel à À. Les franges bleues sont 
donc moins larges que les franges vertes, elles-mêmes 
moins larges que les rouges. Autour de la frange cen- 
trale brillante (k = 0) blanche (les trois couleurs y sont 
brillantes), on distingue une bande jaune de chaque côté 
(le bleu est éteint, le vert et le rouge brillent), puis une 
bande rouge de part et d’autre. 


Les sources secondaires sont les images de S par les deux 
demi-lentilles. Définissons les axes optiques de chaque 
demi-lentille et notons A1 et A2 les projetés orthogonaux 
deS sur chacun de ces axes. L'image de l'ojet A1S est A! S', 
celle de A2S est AFS". 


Li s, 




















1 1 I JL donc 




















! 
CRU OT RS 
167 = V2 d=F — 00, 
S OA 
PCA Da donc 
222 - 22 
A2S O2A2 


Ter - _ef" 
A1S1 = 34-77 = L67 mm 
r 


AT GT = € _ 
AS: = 7 2@d-f) = —1,67 mm 


On en déduit 
el =2+2%x1,67=5,3mm 


Le système équivalent est donc formé de deux sources 
ponctuelles monochromatiques SA et S’, distantes de 
e!=5,3 mmet situées à 


D'=D-66,7 = 183,3 cm 


de l’écran. Les distances sont 


2 ot 12 
SIM=4/D2+(y-e/22 2 D/|1+ IS 

Dipl 12 
S,M=4/D/2+(y+e//2)2 = D! [14 IEEE 


On en déduit la différence de marche 


! 


e y 


=1S2MI-[S1MI= = 





c) 


a) 


b) 


Superposition d’ondes lumineuses Chapitre 5 


Les franges brillantes sont définies par à = kA9 où k est un 
entier relatif, donc 


! ! 


ÀoD / À0D 
eti=|yg41-yel= —5 = 0,208 mm 
e 


VERS 





On pourrait penser, à tort, faire le rapport L. Mais les 
sources ponctuelles n’émettent pas de lumière dans toutes 
les directions car la lumière issue deS n’a traversé à chaque 
fois qu'une demi-lentille. Le faisceau de lumière passant 
par S° est limité par le rayon extrême (SO1S!) et de même 
pour l’autre point. Voici donc la figure qui fait apparaître la 
zone Z de l'écran touchée par le faisceau passant par S', 
la zone Z2 touchée par celui passant par S, et leur inter- 
section ZI appelée zone d’interférences. 

















La largeur de cette zone est calculée par application du 
théorème de Thalès. 





+ d 
— = à donc h! = 1,45 cm 


On voit donc 
! 


— = 69 franges 
i 


Les trois rayons sont celui tracé en pointillés sur le schéma, 
son symétrique par rapport à l'axe et le rayon droit horizon- 
tal (SOHLM). 


Calcul de la différence de marche. 


i)  L'angle d'incidence en K est o, l'angle de réfraction est 
donc f d’après la deuxième loi de Descartes. L'angle 
entre (KM) et le dioptre vaut donc n. — $. Or l'angle 
entre le dioptre et (KM) est a donc l’angle en K du tri- 
angle (MHK) est 5 —fB+a. L'angle en M est donc l’angle 


complémentaire 
T_fT 
—-|—- +a) = — x 
5 -(5-B+a)=8 
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ii)  Dansle triangle (MHK) : 
u 
M =" — 
tan(fB — a) 
Dans le triangle (PAK) : 
AK=(b-u)tana 
On en déduit 


x = OM = OH + HM = AK +HM soit 


x=(b-u)tana+ onc 


u 
tan(f — a) L 
Lx btanatan($ — 


1-tanatan(f — a) 


iii) Le chemin optique du rayon droit horizontal est 
[SOHLM] = [SOH] + [HL] + [LM] 
[SOHLM] = [SOHI] + n(a— AK) + (x— a) 
La droite (HK) est un plan d'onde, donc par applica- 
tion de la loi de Malus 
[SOH] = [SAK] 
On en déduit la différence de marche 
ô = n(a— AK) +(x-— a)-KM 


AK=(b-u)tana 
or 


. u 
KM = cos(B—a) 


et u est une fonction affine de x. Il en est donc de 
même pour AK, KM et 6, soit 


Ô(xX) = Ax+pu 


c) En M se superposent trois ondes. Par symétrie, l’onde infé- 
rieure a même expression que l’onde supérieure. Prenons 
comme référence le rayon (SOLM) et notons aj (6) l'onde 
associée. Par application de la formule clé : 


; 28) 
nr À 
4; =a3=aje 


On en déduit 
j 210) 
a(?) = & Ë +2e | 


d) Dans ce cas d’interférences à 3 ondes, on n’applique évi- 
demment pas la formule de Fresnel mais on revient à la 
définition. L'intensité lumineuse est 


1=Ka(ta*() 





j 270) =ÿ 2nô(x) 
1= Kai (Daï (D [1+2e ro [42e 0 | 
2n0(x) 





I=] (5+4c0s 





0 
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e) L'intensité maximale est obtenue quand le cosinus vaut 
+1, l'intensité minimale quand ce cosinus vaut —-1. Le 
contraste est donc 





911 —I 
_ l l = 0,8 
91h +1 


Soit M un point de l’écran. Il reçoit deux rayons, celui ayant 
traversé la lentille et celui passant par le trou dans la lentille. 














Si la lentille n’était pas trouée, les rayons issus de F formant 
une onde sphérique émergeraient de la lentille selon une 
onde plane parallèle à l'écran. Par application de la loi de Ma- 
lus, il y a donc égalité des chemins optiques 


[FPM] = [FOH]=1(D+ f'-2e)+n-2e=D+f'+2e(n-—1) 


Le chemin optique du rayon direct est 


2 
y 
eu orne De fie Es) 


On en déduit la différence de marche 


2 


Ô(y) = [FPM] — [FM] = 2e(n-— 1) + 2D+p) 


Par application de la frormule de Fresnel 





I(y) = 210 Ë + cos zre0 | 


0 


La figure étant invariante par rotation autour de l’axe, les 

franges sont donc circulaires concentriques. Elles n’appa- 

raissent que là où les deux rayons peuvent apparaître. 

- Les rayons ayant traversé la lentille trouée ne frappent 
l'écran que pour c< y=< b (en c, l'inégalité n’est qu’approxi- 
mative). 
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+ _Les rayons traversant le trou ne frappent l’écran que pour 
y < yo avec, d’après le théorème de Thalès : 


yo _ D+f 


tt c(D + f1) 

= soi a — 

F F' yo F 

La zone d’interférences est donc limitée à y € [c,b]. Les 
k 


franges brillantes sont définies par à = kA9 où k est un entier 
relatif, soit 


=12mm>b 





2 
"+ 2} —2e(n-1) 
DPF) 


Les bornes de variation de y se traduisent par 


2 


C 
Dao PI RU 


2(D+f") 
soit 1,125-1079 < kAo —2e(n—1) <12,5:107 


2e(n-1 2e(n-1 
D Ge 
0 0 


soit 1,875+ 
Il y a donc un nombre de franges visibles égal au nombre d’en- 


tiers compris entre 1,875 et 20,83, soit 19. 


a) Détaillons la construction des surfaces d'onde en partant 
d’un point P} sur le miroir M1. 





En partant de M et en suivant le sens inverse de la lu- 
mière, le plan d'onde passant par P},, coupe le rayon k 
en Hy.. Les différents triangles rectangles de la figure per- 
mettent d'identifier les différentes longueurs indiquées sur 
la figure. On en déduit 


8 = [PxQx+1Pr+1M] - [PrHxM) 
= [PrQr+1l+([Qr41Pr+1l-[PrHx] 
2 2a F4 
soit Ô = —— -2atanisini 


24 2asin° i | 
= —— - ———— =24acosi 
cosi cosi 
b) Le rayon incident en P}4 (noté x sur le schéma) subit 


° une transmission quandil sort selon le rayon k (noté fx) 
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- une réflexion partielle sur M1 (rx), puis une réflexion 
partielle sur Mo (r2x) et une transmission à travers M; 
(tr2x) quand il sort selon le rayon k+1. 

Le rapport des amplitudes réelles est donc r?. Par applica- 

tion de la formule clé et en tenant compte de ce coefficient, 

on en déduit le rapport des amplitudes complexes 


2, ie 
&k#1=7 axe 0 donc 


mi ATacosi 


a 5 
Zk+1 = re AD re i? 


ak 


c) L'onde résultante en M est la somme des amplitudes qui 
forment une suite géométrique de raison r2e- 1 : 


2 {2 ip}! 
a=a > (re it) 
k=0 


Le module de la raison est strictement inférieur à 1, donc 
cette série géométrique converge et sa somme est 


l 
A= A9 — 
— 01-r2e-ip 
On en déduit l'intensité lumineuse 


l l 


1=Kaa* =KG9 0j ——— : —————— 
un 00 1-r2e-ip 1-r2eip 


7 1-2r2cosp+r4 


En utilisant la relation de trigonométrie 


cosp=1 —2sin? F 


on en déduit 


lo 
[= © ————— ————— 
(-r2)2 +4r2 sin2 - 


lo _ 
A-r2)2 


1 = 
ar? 2% 
L+ 7 77) Sinf + 


Par identification avec la formule donnée par l’'énoncé 


J lo : 4r2 90 
= —— et m= —— = 
a-ry (i-r2y 


a) Sur chaque diagramme, on trace les six complexes sur le 
cercle trigonométrique puis leur somme. 
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PET 











b) On ne dispose que de 4 points pour tracer l'allure de la 
courbe, on la complète en utilisant sa parité et sa périodi- 
cité de 27. Pour @ = à on mesure la longueur du vecteur 
et on applique l'échelle : 


On en déduit l'allure de la courbe 


4, (@) 


40 





OÙ 6 13 T 27 





c) Par généralisation des graphes observés pour N = 6, on af- 
firme les résultats suivants. 
+ Pour = 0, tous les vecteurs ont pour affixe 1 donc 


5(0) = N donc F\(0) = N? 


+ Pour @ = Le la somme des complexes forme un quasi- 
demi-cercle de périmètre N (le cercle entier a donc pour 
périmètre 2N) donc de diamètre d avec 


2N 

2N = xd donc d = — 
T . 

donc s[ ©) = i— 
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T AN? 2 
donc FN (©) = —— =0,5N 

N T2 
On retrouve donc l'expression de la largeur =! du pic à 
mi-hauteur. 

+ Pour p = 2x, la somme des complexes forme un cercle 

complet, ce qui correspond à la première annulation de 
la fonction de réseau 


27 27 
(T) = 0 donc Ex [Te =0 
UN N 


e Pourpe [&rl, les vecteurs d’affixes e/KP se répar- 
tissent presque uniformément sur le cercle trigonomé- 


trique et 
s() = 0 donc F\() = 0 


ÀiR 


p=27/ N p=1/ N 


\7 








p=0 





a) Ilya diffraction de la lumière, le rayon est un faisceau dont 
la largeur angulaire est proche de x si la fente est assez 
étroite, chaque fente se comporte donc comme une source 
ponctuelle secondaire. 

b) On agrandit la figure et on fait apparaître les plans d'onde 
pour deux rayons voisins. 





Par application de la loi de Malus : 
Ô = [Hy4:1Fg41l-[FrKgl = asini-asina 


2ra(sin i-sina) 


et de 
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c) L'intensité lumineuse dans la direction «à est maximale 
lorsque @ = p-27, p entier relatif, et négligeable pour toute 
autre valeur de a. On en déduit la formule fondamentale 
des réseaux 

a(sin i —SinQp) = po 


d) On a un pic de lumière pour les valeurs 
À 
sin a = ne —0,207p 
a 
Or un sinus ne peut prendre que des valeurs entre —1 et 1 
donc 
—1<-0,207p < 1 soit — 4,84 < p < 4,84 
donc pe {—-4, —3, —2, —1, 0, 1, 2, 3, 4} 
soit 9 pics au total. 
e) On exprime les relations entre les différentes grandeurs 


comme des égalités de fonctions de la variable à : 
jo Là ; À 
sini —sinap(i) = — 
Dp(i) = i— ap(i) 


Dérivons ces deux relations par rapport à £, à p fixé : 








cos i— Sr) cosap(i) = 0 
dDp( _ = dap(i) 
di di 
Au minimum de déviation, la dérivée de Dp(i) est nulle 
donc 
di 


donc cosi = cosap(i) soit ap(i) = +i 





= ] donc cosi-cosap(i) = 0 


Si ap (à) = i, alors la formule des réseaux donne p = 0, ce 
qui est exclu, on en déduit que a p (à) = —-i au minimum de 
déviation. En remplaçant dans les deux relations, on ob- 


tient à 
2sini = 22 

ne 

D}, =2i 


et en éliminant i entre ces deux relations 


24 D; 
À0 = — sin — 
p 2 


f) À i donné, et pour p donné, l'angle api) dépend de 0, 
donc le spectrogoniomètre permet de séparer les diffé- 
rentes longueurs d'onde du spectre. Par application du ré- 
sultat de la question précédente, l'observation du mini- 
mum de déviation et la mesure précise des angles permise 
par le dispositif expérimental (4 voire 5 chiffres significa- 
tifs) permet la détermination précise des valeurs des lon- 
gueurs d'onde. 





Superposition d’ondes lumineuses Chapitre 5 


a) Détaillons la construction des surfaces d'onde. 





Par application de la loi de Malus, la différence de marche 
est 


Ô = [HyMe] + [M£Ky] = asin y + asin(y +6) 


2ra(sin y +sin(y +0)) 


donc p = x 
0 


b) Par application du résultat du cours, il y a des pic de lu- 
mière pour 


@=p-27 soit a(sin y +sin(y +0)) = plo 


p étant un entier relatif. L'observation est possible pour 


8e [3 Giim 





En utilisant les dimensions indiquées sur le schéma, on en 
déduit 

5 cosy 1 

asiny  2tany 








tan Gin = 


donc Ojim = 0,785 rad 


On en déduit un encadrement pour p : 
a TT. : TT 4. : 
[siny + sin (v- =) <p< à [sin y +sin (y + Glim)] 
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it 0,447 < <1,396-2 
soit —0,447— < p < 1,396 — 
10 à À0 


La différence entre les deux bornes vaut environ 12 
(nombre de pics visibles, à une unité près) donc 


a a 
12=1,396— +0,447 — 
À À 





0 0 
1210 
donc a = = 3,9 um 
1,843 


a) Par application de la formule du cours 


. 2 Nw 
sin D 
29 
sin T 


Ip)=1 
Cette fonction est de période 2x, elle présente des pics très 
étroits pour @ = p-27 de hauteur NH. 


b) Tout se passe comme si on avait N° = ÿ ondes déphasées 
de @' = 2 donc 
. 2 Nw 
sin 
I(p)= T1 ——— 
sin‘ 


C’est une fonction périodique de période x qui présente 
2 
des pics très étroits de hauteur CL. 

c) Tout se passe comme si on avait N/= ù ondes déphasées 

de @/ =3w donc 
sin? 
1(p) = 1 —2- 
sin? 


EE 


C’est une fonction périodique de période — qui présente 


2 
des pics très étroits de hauteur —. 


d 


T 


er 


 DHez 


N 

3 nn 
an =a [el +, 

n=1 1 


Ora,=aje et 








N :N . . Nw 
_jN 

» 13 n_e 29 sin 

: 3@ 3 


1 


> 
Il 


et? Sins 
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On doit ici revenir à la superposition des ondes complexes. 





On en déduit 


.N . 
L; e 12% sin SP 
at=aûi+e "?)- 








ei sin 


L'intensité lumineuse est 
I(@) = Ka(t)a* (r) soit 


sin? a 
39 
2: 


I(p) = Ka, aï (2+2cosv)- 
sin? 


sin? nr 
I(p) = 21 (1 + cos) a 
sin? 
N étant multiple de 6, on peut poser N = 3N/ et 3 = @/.On 


écrit donc 


12 01 


op! sin? re L 
I(@/) = 21; [+0 ——— ;} 
3 sin? 


C’est une fonction périodique de période 67, produit de la 
fonction de réseau habituelle qui vaut n°? pour = 0, 2x, 
! 


An, 67, ..…, par le terme 1 +cos + qui vaut 2 pour æ/ =0 et 


= pour @/ = 2x et 4x. On en déduit l'allure du graphe, qui 
fait apparaître des pics de hauteur 


4N'2I = AN? 
= 3 


2 
et des pics secondaires de hauteur er 


4N°1, /9 


N°?1,/9 











| La 


27m 4n 6x 8x 10r 12r 


0 
I 
4N?I, /9 
N°1,/9 | | | | 
0 


27 AT 








s1\ 
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CHAPITRE 


Dispositif des trous d’Young 


Thèmes abordés dans les exercices 


+ Dispositif des trous d’Young. 
Champ d’interférences. 
Ordre d’interférences. 
Franges d’interférences. 
Localisation. 

Lame à faces parallèles. 
Perte de contraste. 
Élargissement spatial. 
Élargissement spectral. 
Blanc d'ordre supérieur. 
Spectre cannelé. 
Montage de Fraunhofer. 


9 © © © © © © © © © © 


Points essentiels du cours pour la résolution des exercices 


© Décrire le dispositif des trous d’Young et justifier les observations. 

© Interpréter la modification des franges par ajout d’une lame. 

+ Expliquer le brouillage par élargissement spatial de la source. 

+ Expliquer le brouillage par élargissement spectral de la source. 

© Expliquer et quantifier les observations en lumière blanche. 

+ Décrire le montage de Fraunhofer et expliciter ses conséquences dans le cas du réseau. 


147 


Chapitre6 Dispositif des trous d’Young 


Les méthodes à retenir 


Décrire le dispositif des trous d’Young et 


justifier les observations. 
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Le dispositif des trous d’Young opère une division du front d’onde. Il 
est formé de deux trous T; et T>, dans un plan opaque I, très petits 
et distants de a, éclairé par une source ponctuelle S dans un plan à la 
distance Ds de II, l'observation se fait sur un écran à une distance D 
de II. 














[#2] 
=------0-- 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
<> 
/ 





La position de la source est repérée par y,, celle du point M par x et y. 
On suppose D et D, très grands devant x, y, y, et a. Voici la méthode 
générale d'étude des interférences sur l'écran, en lumière monochro- 
matique, de longueur d’onde dans le vide À. 

a) La taille des trous est de l’ordre de grandeur de Às. Par effet de 
diffraction, T; et T, se comportent comme des sources secondaires 
émettant de la lumière dans toutes les directions de l’espace. 

b) Il y a donc interférence entre ST, M et ST,M. Si on note ", l'indice 
du milieu transparent (la plupart du temps, % = 1 pour l'air), la diffé- 
rence de marche est 


Ô = [ST1M] — [ST2M] = ñ0 (ST1 — ST2 + TM — T2M) 


c) On calcule chacune de ces distances en géométrie analytique. En 
prenant l’orrigine du repère au milieu O des deux trous, 


0 x L 
Til -5 M|y doncTM| y+# 
0 D D 


— a\2 x2 y2+ay+< 
_ =. 2 2 2 
TM= TM = 1/22+ (745) +D2=D14 + 
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Dispositif des trous d’Young Chapitre 6 


On simplifie l'expression grâce à un développement limité : 














x  y+ay+ . 
TiM=D|1+ 5D7 + D — 
et de même : 
TMa=D|1+,8 +20 
ST1 = Ds | 1+ es 
ST2 = Ds |1+ es 
d) On en déduit la différence de marche 
Ô = na = + _ 





e) Par application de la formule de Fresnel, en supposant que les 
deux trous d’Young donnent individuellement en M la même inten- 
sité LH — L =lo 


I(M = I(y) = 21 





= 
1+cos — 
Ào 

- Les franges sont définies par à = cste, donc par y = cste : elles sont 
rectilignes et parallèles à l’axe x perpendiculaire à celui (y) des trous. 
- Les franges brillantes sont définies par 


Ô 
Ô=k\ooup= —=KkEeZz 
\o 
où p est l’ordre d’interférences. 
- L'ordonnée de la frange d'ordre p est 


.. D AoD 

SOIT Yp = TD * + es 
e La frange centrale brillante est celle d'ordre p = 0, elle correspond 
à une différence de marche nulle, et c’est en général la plus brillante 
de toutes. Son ordonnée est yo = — : Ys. 
e L'interfrange vaut 


AD 

Ê = |Yp+41 — Ypl = a 
e Le contraste vaut C= 1. 
f) Les franges apparaissent quelle que soit la position de l’écran, elles 
n’ont donc pas de localisation particulière et sont dites non localisées. 
Siles trous d’Young sont de taille très supérieure à la longueur d'onde, 
l'angle des faisceaux diffractés est faible, et les interférences ne seront 
visibles que dans la zone de l’écran touchée simultanéent par les deux 
faisceaux, appelée champ d’interférences. 
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Interpréter la modification des franges 
par ajout d’une lame. 


150 





Exemple : 


Les formules générales peuvent être mémorisées dans le 
cas où 9 = 1 (dans l’air) et ys = 0 (source sur l’axe) : 


AoD 
RS Le 
D 


On tolère au concours leur expression sans démonstration, 
(à moins bien sûr qu’il ne soit explicitement demandé de 
les établir). Elles permettent la détermination expérimen- 
tale d’une longueur d'onde À, connaissant l'écart a entre 
les trous, ou réciproquement celle de a connaissant À. 
Sur un écran à D = 10,00 m, muni d’une échelle de me- 
sure en millimètres, avec des trous d’Young distants de 
a = 0,500 mm, on observe dix franges nettement séparées 
par des franges sombres. On mesure 105 = 107 mm donc 
i = 10,7 mm avec une précision de 3 chiffres significatifs. 
On peut donc donner avec la même précision 
Ào = - 535 nm 
D 


> Exercices 6.1, 6.2, 6.3, 6.4, 6.5. 


Le dispositif des trous d’Young est éclairé par un faisceau laser, ou 
une source ponctuelle monochromatique située au foyer objet d’une 
lentille convergente, de longueur d'onde dans le vide À. On intercale 
une lame transparente à faces parallèles d'épaisseur e et d'indice n 
en amont de l’un des trous d’Young. 


























yÀ 
es M 
S 
ee Cle 
D z 
1 
jl 
on 
La différence de marche en M est modifiée et vaut 
Noa 
5=[ST:M]-(ST>M] = (n- no)e+ _… 
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Expliquer le brouillage par 
élargissement spatial de la source. 


Dispositif des trous d’Young Chapitre 6 


Par rapport à la situation en l'absence de lame, 


a) il y a déplacement du système de franges, la frange centrale 
brillante (correspondant à ô = 0 et à un ordre d’interférences nul) 
passe de y=0à 


(no — n)eD 
Yp=0 = — 
a 
b) l’interfrange i = AD est pas modifié. 


fa 
Ce résultat permet la détermination expérimentale de l'épaisseur e 
ou celle de l'indice n de la lame. 


Exemple : 





On prend D = 3,00 m, #0 = 1,00, ñ = 1,50, a = 1,20 mm.On 
peut détecter un déplacement minimal A y = 0,50 mm des 
franges. L'épaisseur minimale e de la lame est donc 


moaAY | 5,40 um 


€Emin — 








(no — n)eD 








+ Exercices 6.6, 6.7, 6.8, 6.9. 


La source ponctuelle n’est qu’un modèle. Dans la réalité expérimen- 
tale, une source large est assimilée à la juxtaposition de sources élé- 
mentaires non cohérentes entre elles. Lorsqu'une telle source éclaire 
le dispositif des trous d’Young, on doit donc sommer les intensités 
lumineuses données par chaque source élémentaire. Comme celles- 
ci sont décalées spatialement les unes par rapport aux autres, les 
franges brillantes et sombres sont décalées sur l'écran et on peut 
observer un brouillage. Il est possible de mettre en évidence ce 
brouillage par le calcul intégral de l'intensité lumineuse sur l'écran, 
le calcul du contraste et la mise en évidence de son annulation quand 
la largeur de la source atteint une valeur critique. Ce calcul, proposé 
à l'exercice 6.10, n’est pas exigible. Le programme officiel le remplace 
par le critère semi-quantitatif de brouillage des franges par élargis- 
sement spatial de la source. Voici l'énoncé et la méthode de vérifica- 
tion de ce critère, qu’on peut généraliser à tout dispositif interféren- 
tiel à deux ondes. 
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a) En un point donné M de l'écran, on calcule l’ordre d’interférences 
Pc créé par une source ponctuelle Sc au centre de la source large. 


b) En ce même point M, on calcule l’ordre d’interférences pr créé par 
une source ponctuelle SP à la périphérie de la source large. 


c) La variation d'ordre d’interférences évaluée sur la demi-largeur 
spatiale de la source est 


IApl=1|pr? — pcl 


d) Le critère énonce qu'il y a brouillage lorsque |Apl| > 3. 


Exemple : 


Considérons une source de largeur e éclairant le dispositif 
des trous d’Young. 

















a) Pour une source ponctuelle Sc au centre, la différence 
de marche vaut 


Ô 
noay donc pc = dc _ Hay 


Ôc = 
“ PRET 








b) Pour une source ponctuelle SP à la périphérie, la diffé- 
rence de marche vaut 
nai Ôp_ npae : noay 


SR LA RE LE 
Ds D A0 2AoDs  ÀoD 
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Expliquer le brouillage par 
élargissement spectral de la source. 


Dispositif des trous d’Young Chapitre 6 


c) La variation d'ordre d’interférences évaluée sur la demi- 
largeur spatiale de la source est 


ae 
210Ds 





IApl= pr — pcl = 


d) Le brouillage apparaîtra donc selon le critère quand 


ñnoae 1 . ÀAoDs 
>=-soite> 
2X0Ds 2 Noa 














+ Exercice 6.10. 


La source monochromatique n’est qu'un modèle. En première ap- 
proximation, le spectre d’une source à vapeur atomique présente des 
pics de longueurs d'onde À, ..., Àg,..., À). On parle alors de spectre 
discret et on le représente en bâtons d’abscisse À et de hauteur I4, in- 
tensité lumineuse correspondant à cette radiation. Plus précisément 
encore, le spectre d’une source réelle est continu et présente des 
bandes spectrales centrées autour de longueurs d'onde À+ et de lar- 
geur A4. On le représente alors par une courbe en mesurant en or- 
donnée la densité spectrale. 








dl 
D(N = — 
() EN 
AI 
FER 7 
spectre discret spectre continu 
AD 
\ 
dù 
Æ----- a 
AVE: 


Chaque bande spectrale élémentaire, de largeur dX est assimilable 
à une radiation monochromatique incohérente avec les autres. Lors- 
qu'une telle source éclaire le dispositif des trous d’Young, on doit 
donc sommer les intensités lumineuses données par chaque bande 
élémentaire [À, À + dÀ]. Comme l’interfrange dépend de la longueur 
d'onde, les figures d’interférences sur l'écran sont décalées et d’inter- 
frange distinctes les unes par rapport aux autres, on peut donc obser- 
ver un brouillage. 
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154 


Il est possible de mettre en évidence ce brouillage par le calcul inté- 
gral de l'intensité lumineuse sur l'écran, le calcul du contraste et la 
mise en évidence de son annulation quand la largeur spectrale de la 
source atteint une valeur critique. Ce calcul, proposé à l'exercice 6.13, 
n’est pas exigible. Le programme officiel le remplace par le critère 
semi-quantitatif de brouillage des franges par élargissement spec- 
tral de la source. Voici l'énoncé et la méthode de vérification de ce 
critère, qu'on peut généraliser à tout dispositif interférentiel à deux 
ondes. 

a) En un point donné M de l'écran, on calcule l’ordre d’interférences 


pc créé par la source ponctuelle S si elle était monochromatique, 
au centre du spectre, de longueur d'onde À4. 


b) En ce même point M, on calcule l’ordre d’interférences pp créé par 
la source ponctuelle S si elle était monochromatique, à la périphé- 
rie du spectre, de longueur d’onde extrême À4 + =. 


c) La variation d'ordre d’interférences évaluée sur la demi-largeur 
spectrale de la source est 


IApl=1|p? — pcl 


d) Le critère énonce qu'il y a brouillage lorsque |Apl| > à. 

On constate donc la très grande analogie entre les brouillages par élar- 
gissement spatial et par élargissement spectral. La différence subtile 
est la suivante. Dans les notations du début de ce chapitre, l’ordre 
d'interférences vaut 


Moda 


À 





ô Y , ys 
= —— _— + — 
Pc HD 
e La variation de p entre le centre C et la périphérie P de la source 
étendue spatialement est due à la variation de ys. 
e La variation de p entre la longueur d'onde centrale et la longueur 
d'onde extrême de la source de spectre large est due à la variation 
de À. 


Exemple : 


La lampe à vapeur de mercure est polychromatique et 
possède dans son spectre une raie verte de longueur 
d'onde moyenne À; = 546,1 nm et de largeur spec- 
trale A1 = 1,0 nm. En utilisant un condenseur et un dia- 
phragme, elle devient une source ponctuelle $, on la filtre 
pour ne garder que la raie verte et on la place à égale dis- 
tance de trous d’Young distants de a = 2,0 mm. 
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Expliquer et quantifier les observations 
en lumière blanche. 


Dispositif des trous d’Young Chapitre 6 


Un écran est placé à la distance D = 2,0 m. En un point M 
d’ordonnée y sur l'écran, en prenant l'indice de l'air égal à 
1, la différence de marche est 


ne 
D 


La variation de l’ordre d’interférences mesurée sur la moi- 
tié de la largeur spectrale est 











À | ne 
ce A+ À LS 
GA 
AP = 2 
D’après le critère, il y a brouillage si 
1 2 
Ap > 5 soit Ô > à 
donc Z > Ë soit y > c = 30 cm 
D 2A 2aAX 


L'interfrange vaut i = — = 0,546 mm, le brouillage appa- 
raît donc à 550 franges du centre de l'écran, ce qui est prati- 
quement impossible à obtenir dans le dispositif des trous 
d'Young. Il est donc très peu vraisemblable qu’on puisse 
l’observer, le dispositif des trous d’Young est insuffisant 
pour mesurer la largeur spectrale de la raie verte du mer- 
cure. 








+ Exercices 6.11, 6.12, 6.13. 


Le spectre de la lumière blanche s'étend de À = 400 nm (limite de 
l’ultraviolet) à À = 800 nm (limite de l’infrarouge). La largeur spectrale 
et la longueur d’onde moyenne de la lumière blanche sont donc 


AX = 400 nm et À. = 600 nm 


On éclaire un dispositif de trous d’Young avec une source ponctuelle 
S de lumière blanche à égale distance des deux trous, ceux-ci sont 
distants de a, et on place un écran à la distance D du plan des trous. 
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On note O le centre de l’écran, où la différence de marche est nulle, et 
on repère un point de l’écran par son ordonnée y. 














Ds D 


La largeur spectrale étant très grande, le brouillage est obtenu dès que 
y dépasse une très faible valeur : en utilisant le critère détaillé au pa- 
ragraphe précédent, en prenant l'indice de l’air égal à 1, D de l’ordre 
du mètre et a de l’ordre du millimètre, 


2 
c 








1 
Apl>-=7y> = 0,90 mm 
AHIES ANR 
L'interfrange est de l’ordre de 
.. ÀAcD 
L= = 0,60 mm 


On ne verra donc pas des franges au sens habituel du terme, mais des 
irisations au voisinage du centre de l'écran. Voici les trois observa- 
tions et le vocabulaire associé. 
a) Pour une longueur d'onde À donnée, la frange centrale brillante 
définie par p = 0 est séparée par les franges sombres p = + à. Elle est 
donc délimitée sur l’écran par 


Sa largeur Ay = 2 = j pour trois longueurs d’onde caractéristiques 
a 
du spectre est donc 










couleur || violet | jaune 


Ktm) | 400 | 600 
24 34 


Ay 










800 


_ 400-10 °-D : 
avec d = 5. Pour -d < y < d, il y a donc superposition des 


franges brillantes pour toutes les longueurs d'onde du spectre de la lu- 
mière blanche. On aura donc une tache blanche qu’on appelle blanc 
d'ordre supérieur. 
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Dispositif des trous d’Young Chapitre 6 


b) Pour -3d < y < -2d ou 24 < y < 34, on est sur la frange sombre du 
violet, il n’y a donc superposition que des franges brillantes du jaune 
et du rouge, on aura donc une couleur proche du vert, mais cette cou- 
leur fluctue très vite : ce sont les teintes de Newton. 

c) Pour y de l’ordre de quelques 4, le brouillage fait apparaître une 
teinte blanchâtre à l’œil. Mais en observant au spectroscope, on voit 
apparaître un spectre présentant des extinctions de certaines lon- 
gueurs d'onde, on les appelle des cannelures, c’est le spectre cannelé. 
La détermination des valeurs de À correspondantes au point M d’or- 
donnée y se ramène à la recherche des solutions de l'équation 


À ay À 
OS peZ 


Pour la résoudre, on cherche les bornes pour l’entier p en utilisant 
l'encadrement 


400 nm < À < 800 nm donc Pmin € P € Pmax 


puis on dresse un tableau (à condition que le nombre de cannelures 
soit raisonnable) des valeurs de À pour chaque valeur de p entre Pmin 
et Pmax- 


Exemple : 


Prenons D = 9,0 m, a = 1,5 mm, l'indice de l'air 0 = 1 
et cherchons les longueurs d'onde éteintes dans le spectre 
cannelé observé en y = 2,0 cm. L'encadrement de À donne 
celui de p : 


2 2 
À = 243 jonc 400 nm < 223 800 nm 
Dp Dp 


D 
soit 1,25: 10° < ee 2,50-10$ 
2ay 


24 24 
donc 1,25-10°. 2 < p<2,50-10°. 


soit 8,3 < p < 16,7 donc pe {9,...,16} 


Il y a donc 8 cannelures dont les longueurs d'onde sont 








> Exercices 6.14, 6.15, 6.16. 
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Décrire le montage de Fraunhofer et 
expliciter ses conséquences dans le cas 
du réseau. 
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Le montage de Fraunhofer impose un éclairage et une observation 
à l'infini. La source ponctuelle S est placée dans le plan focal objet 
d'une lentille convergente de distance focale f”’, l'écran est placé dans 
le plan focal image d’une lentille convergente de distance focale f”. 

















La détermination de la différence de marche est un cas typique d’uti- 
lisation de la loi de Malus. 


ô = [ST M] — [ST>M] = [HT] + [Ti K1] = masin0’ + roasin 0” 


Dans les conditions de Gauss, l'hypothèse des petits angles est véri- 
fiée donc 


bi s4ang > donc ô = ma(0' +0") = F + pr 








Le Noays  No4y 


Cette expression est analogue à celle donnée au début de ce chapitre, 
en l’absence de lentilles, en remplaçant Ds par f’ et D par f”. Les lois 
énoncées précédemment se généralisent donc. 

L'un des intérêts du montage de Fraunhofer est qu’il facilite l'étude 
d'un système à trois, N trous régulièrement répartis sur un plan 
opaque. 

En particulier, le réseau plan éclairé et observé dans les conditions 
de Fraunhofer forme un diviseur en N ondes dont les phases sont en 
progression arithmétique (voir chapitre 5). 
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Dispositif des trous d’Young Chapitre 6 


La différence de marche entre deux ondes consécutives est 
ô = roa(sin0'— 0" 


(on ne fait pas l'hypothèse des petits angles). La superposition des N 
ondes a pour expression complexe 


Fe in Eee 27û 
a=a[i+te +...+e 04... +e Ne] avec p= —— 
0 


et l'intensité lumineuse vaut 





Si N est grand, on obtient des pics de lumière lorsque @ = px, où p 
est un entier relatif, donc dans les directions définies par la formule 
fondamentale des réseaux 


na(sin0’ — sin0") = plo 


Exemple : 


Dans le cas des deux trous d’Young éclairés par une source 
de lumière monochromatique de longueur d'onde dans le 
vide Ào : 

e la frange d'ordre d’interférences p est définie par 


ô - ysf' Aof' 
— — t = + gp —— 
u p Soit y» Fr p : 


. la frange centrale brillante, définie par Ô = 0, donc d'ordre 
d’interférences nul, est située en 


ysf” 
_ F 
et le point M correspondant est le conjugué deS par le sys- 


tème des deux lentilles en l’absence des trous d’Young ; 
. l'interfrange est 


Yo 





lof’ 





Ê = |Yp41 — Ypl= 








+ Exercices 6.17, 6.18, 6.19, 6.20. 
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Énoncés des exercices 


Une première méthode alternative de calcul de à 


Dans le dispositif des trous d’Young, la source ponctuelle S est placée sur l’axe mé- 
diateur des trous et l’observation est faite en un point M de l'écran situé dans le plan 
(S, T1, T2). 


yÀ 
IM 
: 1 
| E 
a... 2 D Z 
T, 





a) Donner les coordonnées dans le référentiel (O, y, z) des points T1, T2 et M. 
b) En déduire les composantes des vecteurs T1M et TM. 


c) Justifier l'identité 





ou - TM) ou + TM) = (TyM-ToM)(T1M + TM) 


d) En remarquant que T1M +T2M = 2D, en déduire l'expression de la différence de 
marche 6. 


Une deuxième méthode alternative de calcul de Ô 


Dans le dispositif des trous d’Young, la source ponctuelle S est placée sur l'axe mé- 
diateur des trous et l’observation est faite en un point M de l'écran situé dans le plan 
(S,T1, T2). On définit l’angle 6, très petit devant 1, entre l’axe (O, z) et la droite (OM). 
On trace les rayons T\M et TM, et l'arc de cercle C de centre M passant par T] 








a) On note H] le point d’intersection entre (T1M) et C. Donner l'expression de la 
différence de marche à en utilisant ce point. 


b) Au voisinage des points T1, H et T», on assimile C au segment [TH]. Faire une 
figure agrandie et en déduire à en fonction de a, 8 et l'indice no. 


c) En déduire l'expression de à en fonction de 4, D, y et no. 
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Effet de disymétrie des trous d’Young 


Deux trous d’Young distants de a sont percés dans un plan opaque II. Lors du per- 
çage, une disymétrie apparaît, le trou T] est plus large que le trou T2. Quelle est la 
conséquence sur l'observation ? 


Champ d’interférences et visibilité des franges d’Young 


Deux trous d’Young distants de a = 2,0 mm ont même largeur 10009. La lumière 
diffractée par un de ces trous forme un faisceau conique de demi-angle au sommet 
0 = 1,0 mrad. On prend À = 600 nm. 


a) À quelle distance minimale D du plan des trous d'Young doit-on placer l'écran 
pour observer au moins trois franges ? 


b) Pourquoi la visibilité des franges est-elle pratiquement impossible sur les bords 
du champ d’interférences ? 


Brouillage des franges d’Young à deux sources 


Le dispositif des trous d'Young est éclairé par deux sources non cohérentes S/ et S”, 
de même intensité lumineuse, monochromatiques, de même longueur d'onde dans 
le vide Ào, situées symétriquement sur l’axe à la distance d l’une de l’autre, dans 
un plan situé à la distance D du plan opaque Il. On fait l'observation dans le plan 
(S’,S",T1, T2), sur un écran situé à la distance D de II. Le point M de l'écran est repéré 
par son ordonnée y. On prend l'indice de l’air égal à 1. 


y4 
se" Î[M 
° T 
EE A es 
D av __1 D z 
e h 
s’ 





a) Identifier les quatre rayons qui frappent M. Lesquels interfèrent ? 


b) Déterminer l'intensité lumineuse J/(y) donnée en M par S’ et celle [/(y) donnée 
en M par S”. En déduire l'intensité I(y). 


c) On donne la relation de trigonométrie 
+ x 
COS p + COs q = 2008 PA cos 4 


En déduire qu’on peut écrire 





2rû 
I(N = 4o|1+7ycos roy) 
0 


d) En déduire l'expression du contraste C en fonction de d et déterminer la valeur 
minimale positive de d pour laquelle ce contraste s’annule et les franges d’inter- 
férences sont brouillées. 
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Mesure de l'indice d’un gaz transparent 


Dans le dispositif suivant, les deux rectangles sont des réservoirs identiques à faces 
parallèles et transparentes, de longueur intérieure L, dans lesquels on injecte des gaz 
transparents d'indices respectifs n1 et ñn2. 




















L 


On prend L = 50,0 cm, D = 10,0 m, a = 2,0 mm et l'indice de l'air extérieur, 
dans lequel le dispositif est placé, est 70 = 1,00028. La masse molaire de l'air est 
M=29g- mol let la constante des gaz parfaits vaut R = 8,31 J-K-l-mol-!. 


a) 


b) 


©) 


d) 


e) 


Déterminer l’ordonnée sur l’écran de la frange centrale brillante, où l’ordre d’in- 
terférences est nul, lorsque les deux réservoirs sont remplis d’air à même pression 
et même température, d'indice no. 


On fait le vide dans le réservoir 1 (71 = 1) et on remplit le 2 d’un gaz d'indice n. 
Déterminer l'expression de l’indice n en fonction de 4, L, D, nm et de l’ordonnée 
yo de la frange centrale brillante. 


On fait le vide dans le réservoir 1 (n1 = 1) et on remplit le 2 d'air dont la pression 
vaut Po = 1,013: 10° Pa et dont on fait varier la température T. On relève la valeur 
de l’ordonnée y, de la frange centrale brillante et on obtient le tableau de valeurs 
suivantes 


TK 270 | 280 | 290 | 300 | 310 | 320 | 330 | 340 
Yo (mm) 759 | 732 | 707 | 683 | 661 | 641 | 621 | 603 


On note n(T) l'indice de l'air à la température T. Montrer que le produit (n(T)—1)T 
est constant. 


En déduire la température To de l'air extérieur. 


On assimile l'air à un gaz parfait, en déduire la loi de Gladstone-Dale 
n—-1=KçGpH 


où H est la masse volumique et donner la valeur de la constante KGp pour l'air à 
la pression Po. 
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Effet d’une rotation de la lame à faces parallèles 


Dans le dispositif des trous d’Young éclairés par une source ponctuelle monochro- 
matique, de longueur d'onde dans le vide Ào, au foyer objet d’une lentille conver- 
gente, on place une lame transparente à faces parallèles, d'épaisseur e et d'indice n, 
en amont du trou T]. Cette lame pivote d’un angle a. 


Â 





Déterminer le déplacement de la frange centrale brillante sur un écran situé à D du 
plan des trous d’Young lorsque la lame pivote de 0 à a. On prendra l'indice de l’air 
égal à 1. Donner son expression simplifiée si « est un petit angle. 


Brouillage par effet dispersif 


Dans le dispositif suivant, la lame transparente, à faces parallèles et d'épaisseur e 
est dispersive, son indice de réfraction dépend de la longueur d'onde dans le vide A9 
selon la loi de Cauchy 


l 
n(o) = A+ Bo? avec 6 = re nombre d'onde 




















0 
yÀ 
ie LM 
S 
a L 
D 2 
T 
1 
e 1: 
— ; 





La source n’est pas monochromatique mais possède un profil spectral rectangulaire 
en nombre d'onde, c’est-à-dire que l'intensité lumineuse dl, correspondant à une 
bande spectrale de largeur do est 


0si0 <69- _ 
dlo = 2(0)do avec 2(0) =| Do sio e |00 — 29 ,00+ Lu 


0sio >09+% 
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Do est la densité spectrale. 





Q 
60 —AG/2 1e, +A6/2 


a) On prend l'indice de l’air égal à 1. Soit M un point de l’écran et o un nombre 
d'onde dans l'intervalle | 69 — 19,00 + pu . Donner l'expression de l'intensité lu- 
mineuse dI(o) créée en M par la bande spectrale [0,0 + do]. 


b) En déduire l'expression intégrale de l'intensité lumineuse relative 


1 
JC) = ce 


On ne cherchera pas à calculer cette intégrale. 


c) Voici les allure des graphes de J(y) pour différentes valeurs de la largeur spectrale 


relative 
L AG 


p 


00 





JU) avec bgta=10-5) J69) avec bgja=2.10%(-5) 

















HT GE 6 4 52 0 02 04 06 08 1 ÉORRET TRE TRE SET 








A) avec bgla=5.10%-5) JG) avec baya=10.10(-5) 





























Commenter ces graphes et proposer une conclusion. 
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Mesure de la vitesse d’un fluide (résolution de problème) 


Dans le dispositif suivant, les trous d’Young sont distants de a et S est une source 
ponctuelle de lumière quasi monochromatique, de longueur d'onde dans le vide Ào, 
placée au foyer objet de la lentille convergente. Le liquide dans le tuyau est de l’eau, 
d'indice n. On prend l'indice de l'air égal à 1. L'eau se déplace à la vitesse Vo (très 
inférieure à la vitesse c de la lumière dans le vide) et on admet la loi de relativité des 
vitesses : dans le référentiel du laboratoire, la lumière se déplace à la vitesse égale 
à la somme vectorielle de la vitesse de la lumière dans l’eau et de la vitesse de l’eau 
dans le référentiel du laboratoire. 


Q À 














T; écran 

S 
e— _ -.| Lines ue ne Er 
D Zz 

















Lorsque l’eau circule dans le tuyau, le système de franges observées sur l'écran se 
décale de A y par rapport à sa position quand l’eau est immobile. En déduire la vitesse 
Vo. 


Brouillage des franges par élargissement spatial 


Une source large [AB] définie par y € [-$, 51 dans le plan x = -Ds éclaire un plan 
opaque en x = 0 percé de deux trous d’'Young en T1 (y = - 2) et T2 (y = 4). Un écran 
est placé en x = D et un point M de cet écran est repéré par son ordonnée y. D et 
Ds sont très grands devant e, a et y. Dans le plan de la source, l'intervalle [ys, ys + 
d ys] délimite une source élémentaire quasi ponctuelle dS, fragment de la source, 


: 2 : se d , 
de largeur dys, qui donne sur l'écran une intensité dlo = lo = lorsqu'un seul trou 
d’'Young est ouvert. Les sources élémentaires sont incohérentes deux à deux. 
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a) Montrer l'expression de la différence de marche pour la source dS : 


ISF. 74 


8(ys) = [dST2M] - [dST1M] = - - 


b) En déduire l'intensité dI en M créé par la source dS. 


e 
c) Justifier que I(M) = fa e di. Calculer cette intégrale et l’écrire sous la forme 
2 


dé 2Tya 
cos 
FD 





I=210 








où on précisera l'expression de y en utilisant la fonction sinus cardinal : 
sinc x = SX, On pourra utiliser la relation 


- + 
sinp—sinq = 2sin PE cos ET 


d 


e) La fonction sinus cardinal est maximale pour x = 0 et devient très faible à l’exté- 
rieur de l'intervalle [-x, x]. En déduire la valeur de e au dessus de laquelle on ob- 
servera un brouillage et retrouver la condition donnée par le critère de brouillage. 


TZ 


En déduire l'expression du contraste de la figure. 


ES Es LE | Détermination expérimentale d’une largeur spectrale (analyse documen- 
0 taire) 

Une source de lumière ponctuelle S présentant un profil spectral de largeur A et de 
longueur d'onde moyenne À = 668 nm éclaire un dispositif de trous d’Young dont la 
distance a varie à vitesse constante Vo = 100 pm sl aveca=0à1=0.S est à égale 
distance des deux trous. L'écran est à la distance D = 5,00 m, on place un capteur de 
lumière en un pont M d’'ordonnée y = 1,0 cm. On obtient le graphe suivant, donnant 
l'intensité lumineuse en fonction de la date f exprimée en secondes. 


TT 


[lu 
A nl ll 


LT ml 
(l LT il oeuf) ju Îl ii IL 


|l I ls 









































































































































































































































































































































Donner une estimation de la largeur spectrale AX. 
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Élargissement spectral d’une radiation par effet Doppler 


Un gaz parfait monoatomique de masse molaire M dans une ampoule est porté à la 
température T et émet une radiation principale de fréquence f, dansle référentiel de 
l'atome émissif. Lorsque l'atome est en mouvement à la vitesse V constante dans le 
référentiel Z un observateur fixe dans Z percevra une onde de fréquence différente. 
En notant ä le vecteur unitaire dirigé de l’ampoule vers l’observateur, la fréquence 
perçue est f», fa dans le cas particulier où l'atome vient vers l’observateur (ÿ = +vü) 
et fe dans le cas particulier où l’atome s'éloigne de l’observateur (Ÿ = —-vi) avec 


fo fo _ Jo 
TT et 


V 
LFS 








On rappelle que Ào = $ où c = 3,0-108 m-s_! est la célérité de la lumière dans le 
vide. 


a) On rappelle que l'énergie interne molaire d’un gaz parfait monoatomique est 
Um = SRT. En déduire que la vitesse moyenne v des atomes du gaz parfait mo- 
noatomique est reliée à la température par la loi 


l 3 
mu? = = kBT 
2 2 


avec Xp = +. On suppose désormais que tous les atomes ont la même vitesse v. 


b) On noté 6 l’angle entre ü et à pour un atome donné. Exprimer f, en fonction de 
fo, v, cet a. Retrouver ainsi les expressions de f, et f, données par l'énoncé. 


c) On donne pour l’hélium M = 4,0 g-mol”!, R = 8,31 J-K-L:mol-! et T = 600 K. 
Af _ fa-fe 


Estimer numériquement la largeur spectrale relative FH: 


d) Pour les N atomes émetteurs dans l’ampoule, on note 4N le nombre d’atomes 
dont le vecteur vitesse fait avec à un angle compris entre 0 et0+4d8 : ce sont ceux 
dont l'extrémité du vecteur vitesse se trouve dans la zone hachurée suivante : 


'S 














Montrer que dN = = sin0d0. 


e) On note (À) = ge la densité spectrale de la source, où dl, est l'intensité lumi- 
neuse reçue par l'observateur dans la bande spectrale [X, À + d A]. On admet que 
dl, est proportionnel au nombre 4N d’atomes émettant dans cette bande. Mon- 
trer que le profil spectral est rectangulaire, c'est-à-dire que 2(À) est constant pour 
À € [Ain Amax], nul partout ailleurs. 


f) Pour l’hélium à 600 K, fo =5,106- 104 Hz. Calculer les valeurs de 


max — Xnin 
2 


À + Ami 
Ag = 72 MN et AA = 
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Brouillage des franges par élargissement spectral 


Une source ponctuelle S placée à égale distance de deux trous d’Young distants de 
a, possède un profil spectral rectangulaire en nombre d'onde © = +. La densité spec- 


trale en nombre d'onde est constante sur l'intervalle | 60 — _ ,00 + —— où elle vaut 


dl 
D(0) = Ja = Do 


et nulle partout ailleurs. On prend l'indice de l’air égal à 1. 


a) Par application de la formule de Fresnel, donner l'expression de la contribution 
dI(o) de la bande spectrale élémentaire [o,0 + do] à l'intensité lumineuse en un 
point M d’ordonnée y sur un écran à la distance D du plan des trous d'Young. 


b) En déduire l'intensité lumineuse totale et l’exprimer sous la forme 


2 2 
I(y) = 210 |1+ sinc-77 cos LE 
u v 


où sin c est la fonction sinus cardinal 


| sin x 
sinCcx= —— 
x 


dont voici l'allure du graphe 














Préciser les expressions de I, u et v. 


c) En considérant que AG & 6, justifier que le contraste de la figure d’interférences 
au voisinage de M est 


C(y) = 





. 2 
SNMC— 
U 


d) En déduire l’ordonnée y à laquelle le contraste s’annule et comparer au résultat 
donné par le critère semi-quantitatif de brouillage des franges. 
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Analyse sommaire des teintes de Newton 


On utilise pour la perception des couleurs le cercle chromatique basé sur les trois 
couleurs primaires rouge (Ar = 700 nm), vert (Ay = 546 nm) et bleu (Ag = 436 nm) : 





rouge 


WT 


noir 


Une source ponctuelle de lumière blanche est placée à égale distance de deux trous 

d'Young distants de a = 1,0 mm. Un écran est placé à D = 10 m du plan des trous 

d'Young. La position d’un point M de l'écran est repérée par son ordonnée y. On 

prend l'indice de l’air égal à 1. 

a) Donner l'expression de l’ordre d’interférences p} (y) au point M pour une radia- 
tion de longueur d'onde À. 


b) On adopte le modèle suivant : une radiation est brillante en y si son ordre d’inter- 
férences pA (y) est compris entre k— 1 et k+ 1 et éteinte si p\ (y) est compris entre 
k+ = et k+ = où k est un entier. Construire un diagramme pour 0 < y <5 mmindi- 


quant les zones de brillance et les zones d'extinction de chaque couleur primaire. 


c) En déduire une description par couleurs de cette zone. 


Construction graphique du spectre cannelé 


La densité spectrale solaire pour la longueur d'onde À est le rapport entre l'intensité 
de la lumière solaire dI et la largeur spectrale dX de la bande de longueur d’onde 
[À, À + dÀ]. Elle s'écrit 





di K 
AUS a 5 hc__ 
À lexp HT 1 


où h = 6,62:107%4 J:s est la constante de Planck, c = 3,00: 108 m-s71 la célérité de 
la lumière dans le vide, kg = — = 1,38: 10723 J-K-1 la constante de Boltzmann et 
T = 5800 K. On prend l'indice de l’air égal à 1. 
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a) En utilisant un outil graphique, tracer la courbe représentative de Z(À) pour 


À € [300 nm, 900 nm] 
en prenant K = 10 2° pour des commodités d'échelle. Commenter le fait que le 
maximum d’acuité de l’œil humain se situe entre 500 nm et 550 nm. 


b) On filtre la lumière solaire par un verre athermique qui la débarrasse des radia- 
tions infrarouges, puis on la concentre au foyer S d’un miroir parabolique. S est à 
égale distance de deux trous d’Young distants de a = 1,0 mm, un écran est placé 
à D = 1,0 m du plan des trous d’Young et on place un spectroscope au point M 
d’ordonnée y = 1,0 cm. Justifier que la densité spectrale en M est 





. 2Tay 
&(ÀA) =22(À) [i + COS 1D | 


c) En utilisant un outil graphique, tracer la courbe représentative de & (À) pour 
À € [400 nm, 800 nm] 


Combien de cannelures le spectre présente-t-il ? 


d) On passe de D = 1,0 m à D = 10,0 m. Combien de cannelures le spectre présente- 
t-il ? Quelle est la teinte de Newton visible en M ? On donne le cercle chromatique 
basé sur les trois couleurs primaires rouge (Ar = 700 nm), vert (Ay = 546 nm) et 
bleu (Ag = 436 nm) : 





rouge 


T7 





noir 


ue Détermination de a à partir du spectre cannelé 


On éclaire en lumière blanche deux trous d’Young distants de a. La source ponctuelle 
S est à égale distance des deux trous. L'écran est situé à la distance D = 2,50 m du 
plan des trous d’Young. On place un spectroscope au point M de l’écran d’ordonnée 
y =1,5 cm. On observe 17 cannelures dans le spectre [400 nm, 800 nm]. On prend 
l'indice de l’air égal à 1. Déterminer l'intervalle des valeurs possibles de a. 
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D Trois trous d’Young dans les conditions de Fraunhofer 


Trois trous d’Young alignés sont éclairés dans les conditions de Fraunhofer par une 
source ponctuelle monochromatique de longueur d’onde dans le vide ÀQ au foyer 
objet d’une lentille convergente. L'écran est dans le plan focal image d’une lentille 
convergente de distance focale f’. On note a la distance entre deux trous consécutifs. 
On prend l'indice de l’air égal à 1. 


À À Ay 
M 
; af": 
@ D 
ä [T2 f 
T; 
Ÿ Ÿ 











Déterminer l'expression de l’onde complexe en M, en déduire celle de l'intensité lu- 
mineuse I(y) et tracer, de préférence sans utiliser l’outil informatique, l'allure de sa 
courbe représentative. 


EEE Séparation angulaire d’un système de deux étoiles 


Une lentille mince convergente précédée de deux trous d’Young T et U distants de 
a, vise les deux composantes de même luminosité d’une étoile double (S1,S2). Un 
filtre spectral permet de travailler en lumière monochromatique de longueur d'onde 
A0 = 660 nm. On prend l'indice de l’air égal à 1. 
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a) On s'intéresse à l'étoile S, vue sous un angle 2. Donner l'expression de l'intensité 
lumineuse I; (y) créée par cette étoile au point M. 


b) S2 est vue sous un angle -$ par rapport à l’axe optique. Donner L2(y) puis I(y) 
due aux deux étoiles. 


c) On donne la formule de trigonométrie 
+ = 
COS p + cos q = 2005 PE cos 4 


Calculer le contraste C. 


d) On fait varier a. Pour quelles valeurs de a a-t-on C = 0 ? On détermine de façon 
expérimentale la plus petite valeur de a vérifiant ces conditions : Gmin = 220 mm. 
En déduire la valeur de a. 


Trous d’Young non alignés 


Dans le dispositif suivant, le rayon (SOM) est le rayon de référence et on cherche à 
exprimer la différence de marche entre ce rayon et le rayon (SPM). 


> 

















La source ponctuelle S monochromatique, de longueur d'onde dans le vide 0, est au 
foyer objet de la lentille convergente de gauche. Le point M a pour coordonnées (x, y) 
sur l'écran. Le vecteur k = kü a pour norme k = ;e et est selon le vecteur unitaire ü 


qui vise M depuis le centre optique O’ de la lentille de droite, de distance focale f”. 


a) Justifier que 


fx 


5 = [SOMI] - [SPM] = OPsin0 = ü-OP avec à = 


ns 


b) En déduire la relation entre les grandeurs complexes 
ap (M) = ap (Mer? 
c) On remplace le plan contenant O et P du schéma précédent par un plan opaque 
dans lequel on a percé quatre trous d’Young, leurs coordonnées dans ce plan sont 
0 
0 


Déterminer l'expression de l’intensité lumineuse I(x, y) au point M. Décrire la fi- 
gure observée sur l'écran. 
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Introduction à l’étude de la diffraction 


Le passage de deux à N trous d'Young est ici généralisé à une pupille diffractante de 

largeur a, infiniment large dans la direction perpendiculaire, étudiée dans les condi- 
tions de Fraunhofer. S est une source ponctuelle de lumière quasi monochromatique, 
de longueur d'onde dans le vide À9. On prend l'indice de l’air égal à 1. 





n® 














On définit autour d’un point P de la pupille, d'ordonnée y, une pupille élémentaire 
de largeur dy. On admet que cette pupille se comporte comme une source secon- 
daire de lumière qui, par effet de diffraction, émet de la lumière dans toutes les di- 
rections en aval de la pupille. On considère un point M de l'écran, d’ordonnée yu et 
repéré par le petit angle 6. On a tracé sur la figure le rayon de référence (SOM). 


a) Tracer le rayon (SPM). 
b) Déterminer la différence de marche ôm(y) = [SPMI] -— [SOM] en fonction de y, et 
0 puis en fonction de y, ym et f’. 
c) La contribution de la pupille élémentaire à l'onde complexe donnée en M 
… 2rôM (y) d y 


da= ane A0 
a=4ag = 


(a, est un terme de référence correspondant à l'onde passant par O). En déduire 
par calcul intégral la fonction d'onde a(M) et l'intensité lumineuse I(M) en fonc- 
tion de ym en utilisant la fonction sinus cardinal carré 


2 ES) 
sinc®u = |— 
u 


dont l'allure du graphe est la suivante. 




















d) Décrire sommairement la figure sur l'écran. 
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Du mal à démarrer 


Le carré scaleire est égal au carré de la norme. 


Les propriétés géométriques du cercle et des triangles rec- 


tangles permettent d'identifier les angles et les différentes lon- 
gueurs pertinentes. 


On pourra supposer S à égale distance des deux trous 


d’Young et poser I2 = fli. Il suffit ensuite d'appliquer la formule 
de Fresnel générale et de calculer le contraste pour conclure. 


On trace les deux faisceaux coniques et on détermine, par 


un raisonnement de géométrie, la largeur de la zone d’intersec- 
tion des deux faisceaux sur l'écran. Elle doit être supérieure à trois 
interfanges. 


Seuls les rayons issus de S/ d’une part, ceux issus de S/” 


d’autre part interfèrent. Les intensités l/(y) et l//(y) sont obtenues 
par un calcul classique. Les sources étant incohérentes, on somme 
les deux intensités. 


Le calcul est identique à celui effectué dans le cours, en rem- 
plaçant (n—1)e par (n1 — n2)L. 
La difficulté est purement géométrique. Il est conseillé de 


faire une figure très agrandie, en prenant un angle à assez grand. 
La deuxième loi de Descartes à la réfraction met en évidence 
l'angle de réfraction r. On pourra noter H1 et Ki les points d’en- 
trée et de sortie du rayon dans la lame de verre, puis exprimer les 
différentes longueurs en cherchant des triangles rectangles et en 
utilisant les angles ar et r. 


(a) On utilise la formule de Fresnel. (b) On exprime I(y) 


par une intégrale d’intensités lumineuses car les ondes correspon- 
dant aux bandes spectrales élémentaires sont deux à deux incohé- 
rentes. (c) On pourra remarquer que l’allure des courbes d’inten- 
sité donne accès au contraste. 


On calcule les vitesses dans les parties haute et basse du 


tube par composition des vitesses (dans le référentiel de l’eau, la 
lumière se déplace à #). On en déduit les indices apparents des 
liquides dans les deux branches et la suite du calcul est classique. 


On calcule l'intégrale des intensités lumineuses créées sépa- 
rément par chacune des sources élémentaires. Le calcul complet 
demande beaucoup de soin, mais il est très guidé. 

En s'inspirant du calcul proposé dans l’exemple du cours, on 


pourra exprimer Ap en fonction de AX et de A0. Ilest aisé de déter- 
miner sur le graphique la date à laquelle le brouillage est atteint, 
et d’en déduire AA. 


La principale difficulté de l’exercice est la démonstration de 


l’expression de 4N à la question (d). On justifiera que 4N = NF 
où est l’aire de la sphère et dZ l’aire de la bandelette hachurée. 


; Pr do _ dl. d@ 
Pour la question (e), on écrira que A+ = 5 7x. 
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(a) On pourra remarquer que 2x6 = 2rô(y)o. (b) Le cal- 


cul de l’intégrale fait apparaître la différence de deux sinus, qu’on 
pourra écrire sous la forme d’un produit. (c) Le cosinus oscillant 
entre —1 et +1, on identifie Imax et Imin dans l'expression de I(y). 
(d) On peut considérer qu’après la première annulation du sinus 
cardinal, celui-ci reste très faible et le contraste est presque nul. 


Sur un axe gradué en y, on repère les ordonnées pour les- 


quelles les différentes couleurs sont allumées ou éteintes. On peut 
le rendre plus lisible en traçant des segments sur des axes super- 
posés, puis analyser dans chaque intervalle la couleur résultant de 
la superposition grâce au cercle chromatique. 

(a) On calcule numériquement ÉF puis on utilise un gra- 
pheur. (b) Par application de la formule de Fresnel, &(À) est le 
produit de Z(À) par une fonction trigonométrique de À. (c) L’uti- 
lisation du grapheur fait apparaître le spectre cannelé et il suf- 
fit de compter le nombre d’annulations. (d) On vérifie qu’il n’y a 
plus qu’une seule cannelure et l’utilisation du cercle chromatique 
permet de déterminer la couleur complémentaire de la radiaton 
éteinte. 


L’encadrement des longueurs d’onde éteintes permet d’en 


déduire, par inversion de la double inégalité, celui de l’ordre d’in- 
terférences, puis celui de l’entier k correspondant aux extinctions. 
S'il y a 17 entiers entre deux réels, leur différence est comprise 
entre 17 et 18. 


On superpose trois ondes cohérentes dont les phases sont 


en progression arithmétique. On peut les exprimer en fonction de 
celle qui passe par T2, puis sommer les trois ondes complexes et en 
déduire l'intensité lumineuse. Pour tracer l’allure de la courbe, on 
peut tracer l’allure de la fonction cosinus et en déduire, de proche 
en proche, celle de la fonction complète. 


La sommation des intensités obtenues par la formule de Fres- 


nel donne l’expression de I(M). L’annulation du contraste permet 
de calculer la valeur de a. 


En utilisant la formule clé vue au chapitre 5; on peut ex- 
primer chacune des quatre ondes arrivant en M en fonction du 
produit d’une fonction de référence 4,, et des exponentielles com- 
plexes eik-OP où P s’identifie tour à tour à T, U, V, W. La som- 
mation des quatre ondes cohérentes donne a(M). On en déduit 
l'intensité lumineuse en fonction de x et de y. 


La sommation discrète d’ondes complexes cohérentes est 
remplacée par une sommation intégrale. Comme en grandeurs 


£ it: ibx eibx 
réelles, la primitive de e est 7. Il faut mener le calcul avec 
soin jusqu’à obtenir, après simplifications, le sinus cardinal. 
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Corrigés des exercices 


a) Les coordonnées sont lues sur le schéma 











n°4 ms «ml} 
72 2 y 
b) Onen déduit a 
TN) Vie D] La 
F5 Y=5 
c) On développe l'identité remarquable 





[n M- T2 M) ou + TM) = T\M2 — T2 M2 Dans le triangle (T1 H1 T2) assimilé à un triangle rectangle, 


T1H1 = asin6 = a6 donc ô = na 
= TM? TM? = (TiM-ToM)(T1M + ToM) 
c) Ona6 =tan0 = à donc 


d) L'identité s'écrit 





noa 
ô= = 
0 2D 
DEEE 
2Y no 
2D6 noay Les intensités données en M par chaque trou pris séparément 
soit 2ay = —— donc Ô = à sont différentes. On doit donc revenir à la formule de Fresnel 
no 22 : 
générale, posons I2 = fl avec B < 1. Dans les notations du 
cours, en prenant l'indice de l’air égal à 1, et en supposant la 
source placée à égale distance des deux trous d’Young, 
ne ay —  2nù 
a) La différence de marche est Ô = D etl= 1 +12 + 2VHb cos Er 
0 


Ô = [ST1M]-[ST2M] = [ST1]+[T1H1]+[H1M]-[ST2]-[T2M] 





: Æ 2Tay 
soitl=lI; [14542 /Bcos RoD | 
Pour des rayons issus de M, la loi de Malus indique que 
C est une surface d’onde car elle est perpendiculaire aux 
rayons. On en déduit que 


Il n'y a donc pas de frange totalement sombre (I ne s’annule 
jamais) et le contraste vaut 


2VB 


[MH] = [IMT2] donc [H1M] = [T2M] ne FT 
en utilisant le principe de retour inverse de la lumière. | Le contraste est d'autant plus proche de 0 que les deux trous 
S étant à égale distance de T1 et de T2, la différence de | ont des largeurs différentes. 


marche vaut donc 


Ô=[T1H1] = n0T1H1 





b) La figure agrandie est la suivante. 
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a) Les faisceaux coniques ont l'allure suivante. 





La largeur du champ d’interférences est 
d=2Dtan6-a=2D6-a 


L'interfrange est 
. AD 
1= — 
a 
On observera au moins trois franges si 


3A0D 





d>3isoit2D86-a> 


. a 
MD TE 
a 


b 


TZ 


Sur les bords du champ d'’interférences, la figure indique 
qu'on est au cœur de l’un des faisceaux coniques (celui 
issu de T1 par exemple), et à la périphérie de l’autre fais- 
ceau (celui issu de T2). L'intensité lumineuse I; est donc 
proche de sa valeur maximale I, et l2 est proche de zéro. 
Le contraste est donc 


2VHI L 
ç=2vhb .,./2 


I + D L 





=0 


donc les franges ne sont plus visibles. 


a) Les quatre rayons sont (S'TiM), (S'TiM), (S'T2M) et 
(S'T2M). Seuls les rayons issus d’une même source inter- 
fèrent, les sources S’ et S/’ sont incohérentes, il y a donc 
interférence entre (S'T,M) et (S/T:M) d'une part, entre 
(S'T,M) et (S/T2M) d'autre part. 


b) La différence de marche en M entre les deux rayons issus 
de S’est 
8 (M) = [S'T1M] - [S'T2M] = ST + T1M—S'To — TM 
Les coordonnées des quatre points sont 


—D 


0 
s’| d » Ti 


» T2 


2 








em ue 
y 


NIS 
Na © 
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c) 



































On en déduit 
S'Til| ga donc 
is 
d-a d- a)? 
S'Ti=1/D? A EP ) 
4D? 
: d? -2ad + a? 
STi=D|1+ 
8D? 
On exprime de même 
; d? +2ad + a? 
S'T2 =D |1+ —— 
8D2 
4y? +4ay+ a? 
Me D 1e 
8D? 
4y? —4ay+ a? 
TM=D|14 2797 
8D? 
On en déduit 
ad ay 
8 (M =8 (y =-— +— 
(M) () D°'D 


Par application de la formule de Fresnel on en déduit 





! 
l'(y) = 210 [1+c0s ae D) 


0 


Le calcul est parfaitement analogue pour l’autre source, il 
suffit de remplacer d par -d : 


275” (y) 
0 


d 
er 
2D D 





I") = 219 Ê + cos | avec ë"(y) — 


Les deux sources sont incohérentes, on somme donc les 
intensités lumineuses 





: 11 
IG =T'(N +1" = 2lo É + cos 210 0) + cos = 01 | 


0 \o 
En utilisant la relation donnée, 


2x (5/ 5" on(5/ (v) — 5" 
ICy) = Alo Ë + cos RO QN —_—— 


210 2À0 





2ray rad 
IC") = 4 |1+cos co 


À0D : ÀoD 


Par identification 


ay 


ne et Ô(y) = 
Y= NET 


ASD 
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d) L'intensité est maximale lorsque le cosinus vaut +1 si y > 0 De plus, le calcul de la norme des vecteurs puis le dévelop- 
ou-1siy<o0, pement limité donne 
2 
donc Imax = 410 (1 +|Yl) TM=Dl1+ tar 
2D ay 
L'intensité est minimale lorsque le cosinus vaut —1 si ÿ > 0 ÿ-ay+& doncTiM-T2M= D 
ou +1 siy<0 TM=D|1+— 5 —< 
donc Enin = 40 (1 —|yl) Enfin, par définition du chemin optique 
Le contraste vaut donc [HK1] = Let [H2K2] = 7L 
40 + lyD = 40 — lvl) On en déduit 
= "|; noay 
Alo(1+1y) +4lo(1 — y) ô=(1-n)L+ 
. rad La frange brillante centrale est définie par 
soit C = |cos VD 
0 noa 
G=dsotn=1 70990 
Il s’annule lorsque DL 
Ta “An c) La formule établie à la question précédente est encore va- 
— =-+nrnEez écri 
AD 2 lable. On peut donc écrire 
: 5 __ Noa yo 
La plus petite valeur positive est obtenue pour n = 0, donc n(l)-1= DL 
d= ÀoD On complète donc le tableau de valeurs en calculant 
7 2a n(T) - 1 et le produit (n(T)—1)T. 
TK 270 280 290 300 
yo (mm) 759 732 707 683 
a) Les deux réservoirs étant remplis d’air de même indice, n(T) —1 (x 1074) 3,036 2,928 2,828 2,732 
il n’y a aucune différence de marche en amont des trous (n(T) = DT 0,08197 | 0,08198 | 0,08201 | 0,08196 
d'Young, le point de l’écran où à est nul est donc le point 
équidistant de T] et T>, c’est donc le centre en y = 0. TX 310 320 330 340 
b) Soit M le point de l'écran d’ordonnée y. Détaillons la nn UN RC RE RON 
marche des deux rayons qui s’y superposent. _MD= 161077 | 264 | 2,564 | 2,384 | 24120 
(n(T) - DT 0,08196 | 0,08205 | 0,08197 | 0,08201 
À 
Le produit est presque constant : 
À M 
H, Kk | T2 (n(T) — IT = 0,082 K 
S y 
St FRS | no Se nn d) Pour l’air extérieur 
D z 
” 5 = 561107! donc == TE 508 
no —1=2,8- ONC To = — = 
ÿ À à S 9 Sao 
«> 
L e) La loi des gaz parfaits s'écrit 
iffé m m 
La différence de marche est PoV = Del soit PM = DAT = URT 
8=[SHi]+[HiK1]+[K1T1]+[T1M] 0,082  0,082R 
TORRES FM 
[SH2] — [H2K2] — [K2T2] — (T2MI] S 
On en déduit 
D'après la loi de Malus, 
0,082R is 
GD = =2,3-10 m'-kg 
[SH1] = [SH] et [K1T1] = [K2T2] 
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Voici le schéma détaillé du trajet du rayon qui traverse la lame, 
en tenant compte de la double réfraction à l'entrée et à la sor- 
tie. 


H; K; 








La deuxième loi de Descartes s'écrit sina = nsinr. La diffé- 
rence de marche induite par la lame de verre en amont des 
trous d’Young est, par application de la loi de Malus 


[ST1] —[ST2] = [HiK1] - [H2K] 


Dans le triangle rectangle (H1K1L) : 








HiL 
donc H;1K1 = 
1K cosr 


COST = 


Dans le triangle rectangle (H1 MK) : 


MK; ecos(a— r) 
cos(a— r) = donc MK, = H1K1 cos(a- r) = —— 
HK; cosr 





Or H2K2 = MK; donc 


ne ecos(a—r) 
Ô = ñnHiK1 —- H2K2 = EE ——————_—_— 





cosr cosr 


En un point d'ordonnée y sur l'écran, la différence de marche 


est donc 
ne ecos(a-—r) F ay 





cosr cosr D 


La frange centrale brillante, où la différence de marche vaut 0 
se trouve donc en 


De n-cos(a-r) 
VO = = + ———— 
a cosr 


Poura=0,r=0et 
(0) De, 1) 
=——(n—- 
yo à 
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On en déduit 


Del ñn-cos(a-r) 
ÀAVYo= — | ——— -{(n-1) 
a cosr 


Si à est un petit angle, les développements limités au 
deuxième ordre s’écrivent 


a=nr 
2 2 
cosr=l-—-1-— 
2n2 
œ(n— 1)? 
Cos(a— Fr) = 1 - ——— 
2n2 
œ(n—1)? 
n—cos(a-r) | a ner : 
cosr E _ à « 
1 277 
œ(n—1)2 a 
n—-1+————||1+—|- 
2n2 2n2 
2 


n-1+ 2 (n-0?+(-0)- 


œ(n — 1) 
n-1+ ——— 
2n 
On en déduit 
De (n-— 1) 
ÀAYO = — 
2an 


a) La différence de marche est la somme de celle en amont et 
de celle en aval des trous d’Young. Le calcul classique est 
détaillé dans le cours et 


ô= (ST1MI - (ST2M] = (n(0) - De+ _ 
Par application de la formule de Fresnel 


2rû 
di = 241, Ë + cos — 
an 


soit dI(o) = 2Z0d0o [1 +2cos (2x0 {(n(o) —l)e+ TS) 
pour o € [oo - 29,00 + — , 
b 


TZ 


Les bandes spectrales, de nombres d'onde distincts, donc 
de longueurs d'onde distinctes, sont incohérentes. On 
somme donc les intensités lumineuses. 


AG 


00 
IC) = [ à 2Dodo 
O=00— 


Pren(e(aen ne D] 


et J(y) = L'intégrale n’est pas facilement calculable car 
elle fait apparaître le cosinus d’une fonction polynomiale 
de degré 3 en o. 
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c) On voit nettement que le contraste entre J;nin €t Jmax Chute 
lorsque ÿ varie de 1-107° à 10-10-°. Il y a donc brouillage 
des franges pour f > 10-107°, donc quand 


AG > Go: 1074 


On calcule les vitesses dans les parties haute et basse du tube 
puis les indices apparents en faisant le développements limi- 
tés en na «1 


C C 
C1 = —Vo + — donc cj = — avec 
n n1 
n V 
in 
C 





=n 








m1 = 
1-30 


c c 
C2 = Vo + — donc € = — avec 
n n2 


V 
1-1 
6 


n 





n2 = 


= = nn 
l1+n 








Vo 

C 
La différence de marche en un point M d’ordonnée y se cal- 
cule classiquement en utilisant la loi de Malus : 


2n?VoL 
Gym = - 20,9 
D C D 


La frange centrale brillante est définie par à = 0 donc elle se 
décale en 
_ 2Dn2VoL 


ac 


yo 


lorsque l’eau circule. Elle est donc nulle quand l’eau est immo- 
bile et Ay = yo. On en déduit 


_ acAy 
” 2DmL 





0 


a) Les coordonnées des quatre points sont 


—L 0 0 D 
dS| ys , Ti -$ , T2 £ etM| y 
0 0 0 0 


Calculons l’une des quatre distances : 


> 2 
dSTi = IdSMI = 1/12 + (ys + :) si 


Effectuons le développement limité : 





2 
État 


dSTi =L 
2L 
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On calcule de même : 


2 a? 
Rays + 


dST2 = L+ 

è 2L 

2 a 

+ay++ 

TMeD+2297 7 
2D 

5 a 

PME D 7 à 
2D 


La différence de marche est 
5 = [(dST2M] - [dST1M] = dSTo + ToM - dSTi - TM 


ays _ ay 


L D 


soit Ô = 


b) Les deux ondes, issues de la même source dS sont cohé- 
rentes, on peut donc appliquer la formule de Fresnel : 


2I 2 
a1= [1+c08 rb(ys) | dys 
€ 10 





c) Les sources dS étant distinctes, elles sont deux à deux in- 
cohérentes et on somme les intensités lumineuses. L'inté- 
grale a pour expression détaillée 


e 

2 21 2 

I(M) = : es) 1+ cos [ES + 2] dys 
}s=-$ € À0 1n D 


e 
s.. 27a | YS à 2 
sn [+ ÿ| 








t M __ 210 
soit I( ee ys + a 
AoL € 
2 
; (frea , 2Ty4a\ ; { mea , 2nya 
_ 2lo RE treer J=sin( fée + ob) 
|" Zra 


En utilisant la relation de trigonométrie, il vient : 





: Tea 2rya 

21 2sin FL COS D 

LMD = À | 6 + e— 0 — 
e Tea 
AoL 





| . Tea 2Tya 
soit I(M) = 219 |1+sinc—— cos 
ÀoL À0D 


C’est bien l’expression donnée par l'énoncé avec 
Tea 


Y= MT 
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d) Le terme cos —— varie entre —1 et +1, donc I(M) varie 


entre 























I 210 |1 7 tI 210 |1+{si 27 | 
in = —|sinc e = sinc 
min 0 Aa. max 0 Al 
Le contraste vaut donc 
Imax — Imin . Tea 
= EX M Sn c—— 
Imax + Inin ÀoL 








e) Le brouillage apparaît lorsque le contraste devient très 
faible, donc lorsque l'argument du sinus cardinal atteint 
—T OU X : 








Tea . ea 
EPA = TJ SOIt ML =] 
n(-e)a . (—e)a 

ou AL = —T SOIt AL = — 


Conformément à la loi du cours, calculons la variation de 
l’ordre d’interférence sur la moitié de la source, entre dS au 
centre (ys = 0) et dS à la périphérie de la source (ys = 5) : 


8(0)-8(5) ea 
10 E 2A0L 





e 
APP NERET 
Or nous avons montré ci-dessus que le brouillage apparaît 


lorsque RL > 1 donc lorsque Ap > 1. 


En prenant l'indice de l’air égal à 1, la différence de marche en 
M est 


ay 
Ô(y) = — 
(N) D 
donc l’ordre d’interférences pour la longueur d’onde À est 
_Ô ay 
PER DA 


La variation de l’ordre d’interférences évaluée sur la demi- 
largeur spectrale de la source est la différence entre le centre 
et la périphérie de la bande spectrale : 


AA 
ap=pRD-p{ro+ +) 





pe ay l 
Dal 14 A 
0 1+ 
AX AÀ 
AE (2) _— 
DAo 210 2D\6 








Le critère donné par le cours indique que le brouillage est at- 
teint lorsque Ap > 1, soit 


ayAX_ 1 . DAS 
> = SOA > — 
2DÀ 2 yAA 
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Sur le graphe fourni, on constate que l'intensité lumineuse 
varie rapidement entre lmax (enveloppe supérieure) et Lin 
(enveloppe inférieure) et que l’écart devient nul lorsque 
ti = 170 s. À cette date, le contraste s’annule donc 





: DAS 

h = — 

0H x 
AD 

donc A1 = =13nm 
yVoti 


a) Dans le modèle de la théorie cinétique des gaz parfaits, 
chaque atome est assimilé à une bille de masse m. Dans 
le modèle des gaz parfaits, il n’y a aucuneintercation entre 
les atomes donc l'énergie interne d’une mole d’atomes est 
égale à la somme des énergies cinétiques : 


l 3 l 3 
NA: = mv? = =RT donc =mv° = — kBT 
2 2 2 2 


b) Pour un atome se déplaçant vers l'observateur, à = vü et 
pour un atome qui s’en éloigne ÿ = -vü donc 








Jo fo 
fa = V et fe — V 
l- € 1+ € 
c) La masse d’un atome est 
M 
m=— 
NA 


3k8T 3RT 
donc v= 1/5 =) =1,93.10 m.s 1 
m M 


La largeur spectrale relative est 
v v 
f 1-2 1+2 ne 
Af  2v 


: —5 
soit —— = — =1],29.10 
f oc 





Af_ 1 1 





d) Les extrémités des vecteurs vitesse sont répartis aléatoire- 
ment sur la surface de la sphère, d’aire 7 = 47 v?, L’aire de 
la zone hachurée est celle d’une bandelette qu’on peut as- 
similer à un rectangle de largeur vd8 et de longueur égale 
au périmètre du cercle de rayon vsin6, elle vaut donc 


da = 2nvsin0:vd0 = 2nv° sin0d0 
On en déduit que 


da 2nv?sin0d0 
AN=N-—— = N——— 


A Ar v? 


N 
soit 4N = e sin0d0 
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e) La longueur d'onde observée quand le vecteur ÿ fait un 
angle 6 avec ü est, d’après l'énoncé : 


v3-5(-2 


: C vcos0 
soit À = — [- ——— 
Jo c 


On en déduit 


dlo _ lo d0 

DA _— 

NE a 
KaN 


_ & _ LC _ KNPo 
dl + "Lin 2v 





qui est bien une constante. 


f) Les longueurs d'onde extrêmes sont 
le v 
À = —|1+— 

ns] k e h a ] 
c c v 

Amin = F. el 


On en déduit 


À0 = — L 2 587,5 nmet AA = © 
fo fo 


= 3,8 pm 


a) La différence de marche vaut ô(y) = 2 La loi de Fresnel 


donne 
2n0(y) | 
À 





dI(o) = 241 Ê + cos 


dI(o) = 2Zodo (1+cos(2xô(y)0)) 


b) Les bandes spectrales élémentaires sont de longueurs 
d'onde deux à deux distinctes, donc elles forment des 
sources incohérentes et on somme les intensités lumi- 
neuses. 


oo+ 22 
I(y) = Î . 2D0do (1+cos(2xô(y)0)) 
O= 00% 
co+àg 
1(y) = 220 Lo+ sin(2rô(y)o) 
2rû(y) do-4£ 





I(y) = 220A0+ 


sin (2x5() (oo + 3e) sin (2x5() (oo _ 3e) 


222 2nr0(y) 


T 
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En utilisant la relation trigonométrique 


sin p — sin q = 2sin fe cos 1 


on peut écrire 


2sin(xô(y)Ao) cos(2x5(y)00) 


I(y) = 220A0 +220 2160) 


sin (nô(y)Ao) 
nô(y)Ao 


et en remplaçant (y) par son expression 


I(y) = 2200 |1 








cos (2rô(y)00) 


T 
I(y) = 2200 |1+sinc 








aAG y _ 271400 y | 
D 


Par identification, 


2D D 
10 = 20AO, u= —— et v = — 
aAG ao 
La période spatiale du cosinus est v, la pseudo-période du 
sinus cardinal est u avec u > v d’après la relation de com- 
paraison entre 60 et Ac. Au voisinage de M, lorsque y varie, 
le cosinus oscille donc très vite entre —1 et +1 tandis que 
le sinus cardinal reste presque constant. Le contraste est 
donc 








21 [1+]sinc 2 | —219 [1-|snc2r 








210 [+ [sin 27 





+210 [1-|sin 22 





| 


. 27 
sinc=? 
u 


soit C = 








Pour les valeurs positives de y, l'allure du sinus cardinal 
indique que le contraste s’annule pour la première fois 


quand _ = 7, et reste, à partir de cette valeur, inférieur 
à 0,2. On peut donc considérer qu’il s’annule pour 


dis rats soit 
— SOI ———— SOI 
y 2 Ÿ ao 


5=|5 >= 


La variation de l’ordre RE évaluée sur la demi- 
largeur spectrale de la source est 


EG 18 


JApl = 
Xmin 10 








lApl=18(y)l 





: AG | SC) AG 
O0+—-00|= — 
0+— 0 pr 
Le critère de brouillage du cours s'écrit 
lApl> à soit IE > — 
= soi — 
4 2 ’ AG 


On retrouve donc bien la même condition que celle obte- 
nue par le calcul intégral. 
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a) La différence de marche en M est Ô(y) = — donc l’ordre 
d’interférences vaut 


Ô(yY) ay 
À = —— = — 
PyAS SEX 
b) Calculons l’interfrange pour les trois longueurs d'onde 
ArD 
ÎiR = ie 7,0 mm 
a 
ArD 
iv = = 5,5 mm 
a 
ArD 


ir = —— =4,4 mm 
a 


On divise cet interfrange en 4 et on trace les segments de 
brillance des différentes couleurs, en respectant l'échelle, 
sur l'intervalle proposé. 

















noir 


c) Les couleurs correspondantes sont obtenues grâce au 
cercle chromatique. 


a) On calcule 











hc 6 
—— =2,48-.10 m 
kBT 
et on trace l'allure de la fonction 
DA) = —— 
5 2,48-1076 
À (exp 1 
2.5 
co. 
2 V4 < 
15 A 
vs |/ Se 
1 
0.5 
0 3e-07 4e-07 5e-07 6e-07 7e-07 8e-07 9e-07 
lambda 











182 





Le maximum est situé entre 500 nm et 550 nm, l’œil hu- 
main est donc bien adapté à l'observation des objets éclai- 
rés par la lumière solaire. 


b) La différence de marche est Ô = +. La formule de Fresnel 


donne, pour la bande [A, À + dÀ] : 


dI(À) = 2900ax[1 + cos =) 


di 2 
donc & (À) = LUE) =29R)[1+c08 | 
dA AD 





c) Voicile graphe obtenu. 
































| 
| | | 
| | | | OÙ | || || || 
Le-07 5-07 6e-07 7e-07 8e-07 














lambda 


On identifie, dans la bande spectrale visible, 12 annula- 
tions de la densité spectrale, il y a donc 12 cannelures. 


d) Avec D = 10,0 m, voici le graphe obtenu. 











0e _07 5e-07 6e-07 7 7e-07 8e-07 


lambda 








Le spectre ne présente plus qu’une seule cannelure, pour 
À = 700 nm, qui correspond à l'extinction du rouge. On ob- 
serve donc la couleur complémentaire du rouge,et d’après 
le cercle chromatique, la teinte de Newton observée est le 
cyan. 
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Les radiations éteintes sont celles pour lesquelles l’ordre d’'in- 
terférences est un demi-entier, soit 


ô(y) 1 
=—— =k+-,kEeZz 
PA À 2 
soit À£ = — 


Dans l'intervalle des longueurs d'onde du visible : 


ay 


< 800-107 
(e+ 3)D 


400: 107% < 


(e+ ;)D 
soit 1,25: 106 < <2,50-106 


1,25-106.a 1 2,50-106.a 
DR 0 2e 2e ———— 


1,25-106-ay 1 2,50-106-ay 1 
A 0 À 
D 2 D 2 


Il y a 17 cannelures, donc l'écart entre les deux bornes de l’en- 
tier k vaut entre 17 et 18, soit 


2,50-10$-ay  1,25-106. 
< 2 A nt 
D D 


17 


8 


17D 18D 


dONnc ——— <4< —— 
1,25-106 y 1,25-106 y 


soit 2,27 mm < a < 2,40 mm 


Voici les 3 rayons qui se superposent en M. 














Choisissons le rayon 2 comme rayon de référence. La diffé- 
rence de marche entre le rayon 1 et le rayon 2 est, d’après la 
loi de Malus : 


51 = [ST1M]- (ST2M] = [T1H1] = asin0 = a0 


avec 6 = tan6 = ra 


f' 
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Le calcul est identique pour la différence de marche avec le 
rayon 3, donc 
a a 
ô] = À et Ô3 = — Ea 
Trois ondes se superposent, on ne peut donc pas utiliser la for- 
mule de Fresnel. Les ondes étant cohérentes, on somme les 


fonctions d'onde complexes : 


_j278y j 2ray 
a = a + ar + as = ae Mie x | 





it a(M) [+2 = 
SOI a = 4; cos 7 
lof 


On en déduit 





; ” 2Tay 2 
I(y) = Ka(M)a° (M) = Ka; (Ma; [1+2c0s TA | 
0 





za 
Aof” 
On peut, sans outil graphique, obtenir l’allure du graphe. Po- 


soit I(y) = L2 Ê +2Cos 


21a ; 
sons u = Gr. On trace successivement l'allure de 2cosu, 


\of' 


dont la période spatiale est l’interfrange habituel i = —-, 
puis celle de 1+2cosu, qui s’annule quand le cosinus vaut 
- donc quand son argument vaut 2x +n:2T ou # +n:2T, 
et enfin le carré de cette fonction en remarquant que quand 
elle s’annule, son carré s’annule avec une tangente horizon- 


tale. Voici l'allure des graphes en fonction de u. 


A2cos u 


= 





= 











= 





183 


Chapitre6 Dispositif des trous d’Young 


Ce graphe fait apparaître des pics d'intensité de hauteur 912 


pour y=Kk 


! 
ME et des pics secondaires de hauteur 12. Ce résul- 


tat est conforme aux résultats énoncés au chapitre 5 pour la 
superposition de N ondes dont les phases sont en progression 
arithmétique. 


a) 


b) 


c) 


En amont des trous d’Young, les rayons sont parallèles et 
les surfaces d'onde sont donc des plans orthogonaux. Ce- 
lui qui passe par U coupe l’autre rayon en H avec (THU) 
triangle rectangle et 5 est l'angle entre [TU] et [TH].On en 
déduit que 


œ 
ôm = [S1T]-[S1U] = S1H+HT-SjU = HT = asin= 


En aval, le calcul est le même que dans le cours : 


6 (y) = [TM] - [UM] = + 


Par application de la formule de Fresnel : 


(y) = 210 |1+cos 





——— 
0 


La différence de marche entre les deux rayons issus de S2 
est obtenue en remplaçant £ par -$, donc Üyn par —ôn : 


2r(ôv(y) — Ôm) 
Ào 


L(y) = 219 |1+cos 








Les deux étoiles forment deux sources incohérentes 
somme donc les intensités : 


: on 


I(y) = 11 (y) +12 (y) soit 

2T(Ôv (y) + Ôm) 2 (0 (y) — Ôm) 

A A — 
Ào 10 


En utilisant la formule de trigonométrie donnée par 
l'énoncé, on obtient 


I(y) = 210 |2+cos 











27 2nû 
I(y) = 4 |1+cos 27 cos — 
0 0 
20 (y) $ é 
Le terme cos — varie entre —1 et +1 ; I(y) varie donc 


entre 





2rô 
Imin = 410 [1-|cos da || 


et Imax = 410 [1+ |cos 22 |] 
Le contraste est donc 


2T0yn 
\o 


. Imax — Imin 


= cos 





Imax + Imin 
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d) 


a) 


b) 


Il y a brouillage quand le contraste est nul, soit 


20m : 2T0ym T 
= 0 soit —— = — + 
0 0 2 





cos kT 


où k est un entier. Pour k = 0 : 


ax À 
Ôm = soit a sin — = ot 
4 2 4 


À 
soit à = 2arcsin © = 1,5 rad 
4a 


Cette valeur est bien plus faible (donc la détection est bien 
meilleure) que le pouvoir séparateur habituellement ob- 
tenu avec des instruments d'optique géométrique. 


La différence de marche est 
Ô = [SO] + [OH] + [HM] — [SP] - [PM] 
La loi de Malus donne 
[SP] = [SO] et [MP] = [MH] 

et par principe de retour inverse de la lumière 

[PM] = [HM] 
La différence de marche vaut donc 

ô = [OH] = OPsine 

Par définition du produit scalaire : 


OH-OP=OH-OP-cos [+ 0) = OH-OPsin0 


soit OHü:OP = OH-OPsin0 
donc ü-OP = OPsinO = & 
Le vecteur à étant unitaire dans la direction de O’M, 


. OM 1 |* 
U= —— = — 

OM OM F 
Comme 6 est un petit angle, on fait l’approximation 


O'M = f! donc 


EN 
R 
fs 


L'application de la formule clé (voir chapitre 5) donne 


;2rê ; 2xi-OP 
ap (M) = aç(Me  =aç(Me 


Or k= 31 ü donc 


ap (M = ap Me F0? 
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c) Les quatre ondes sont cohérentes, on somme donc les 
quatre fonctions d'onde complexes données par la for- 


mule établie à la question précédente. On calcule les 
quatre produits scalaires 



































> — 2 > — 2 
Loi - rt _ 2Tay 
lof! \of' 
= OV = 2TaXx -> OW = 2Tay 
 Aof!” 7 of! 
On en déduit 
: 2TAX - 2T4y _j2rax _;214y 
aM=aple N° +e NP+e MNf+e 7 | 
(M =2 ur. 2Tay 
a =24a, |cos cos 
_ sc lof! \of' 
L'intensité lumineuse est donc 
IL, = KalOa* (MD = 409 los 27% à 608 27 |” 
x, y) = Ka(M)a = COS —— + cos 
ne 207 7 of’ 








On observe ainsi des pics de lumière de hauteur 1616 à 
chaque fois que la somme des deux cosinus vaut +2, donc 
quand 
Aof”  Aof 
(y) = (o Mm——— 
" 2a 2a 
où net m sont deux entiers. Ces pics sont séparés par des 
lignes croisées sur lesquelles l'intensité est nulle. Voici l’al- 
lure de la surface donnant l'intensité en fonction de x et y. 
Elle ressemble à une boîte à œufs. 












J 
\\ \C UN 
“ 
A 
\SS RS 











a) Voicile tracé complété. 
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| V2 ni 
J 101 2 \"| 
le cer 


S o H f 











b) La différence de marche est, d’après la loi de Malus et en 
utilisant le principe de retour inverse de la lumière : 








Ôm(y) = -[OH] = -ysin0 = -y8 


avec 6 = tan0 = JM 
f' 


My 
f' 

c) Chaque pupille élémentaire est éclairée par des ondes en 
phase issues de la même source, elles sont donc cohé- 
rentes (on pourra ici comparer attentivement cet exercice 
avec le 6.10, où les bandelettes n'étaient pas cohérentes 
entre elles). On somme donc les fonctions d'onde com- 


plexes : 
& ;2MY d 
a [° ape / er 


donc ôm(y) = — 























=-4 a 
2m 1? 
&o |e of” 
aMm= | 
a i . JM 
of sf 
; 2Ma _;72Ma 
4) e 0 -e hf 
. Prof 
2isin UE 
aM) = 49 ——— 
_ — .2TYMA 
of 
TyMa 
soit a(M) = ay Sin 
0 
On en déduit 
21YM4 


I(M) = Ka(M)a* (M) = KaÇaç(,sinc of 


d) En posant u = EU on observe un pic de lumière de forte 
intensité lumineuse pour 


Aof' of 


, 


u E [-7x,x] soit € 
yM à : 








puis des pics secondaires, deux fois moins larges, et nette- 
ment moins brillants. 
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CHAPITRE 


Interféromètre de Michelson 


Thèmes abordés dans les exercices 


Interféromètre de Michelson. 
Condition d'éclairage, condition d'observation. 
Source spatialement étendue. 
Localisation des franges. 
Différence de marche. 

Ordre d’interférences. 

Lame d'air. 

Franges d’égale inclinaison. 
Doublet spectral. 

Coin d'air. 

Franges d’égale épaisseur. 
Analyse de forme. 

Observations en lumière blanche. 
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Points essentiels du cours pour la résolution des exercices 


+ Modéliser un interféromètre de Michelson, effectuer le repliage. 
+ Déterminer à et p dans le Michelson en lame d'air. 

+ Mesurer l'écart spectral d’un doublet. 

+ Déterminer à et p dans le Michelson en coin d'air. 

+ Analyser optiquement la forme d’un objet. 

+ Interpréter les observations en lumière blanche. 
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Les méthodes à retenir 


Modéliser un interféromètre de 
Michelson, effectuer le repliage. 
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Voici une vue schématique de l’interféromètre de Michelson. 
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li 
! 
1, Ni] mr 
source 1 A 
ER EEE A EEE FO 
! 
1 NI Ü 
| oo: v2 
Li miroir 2 
êe ! 
chariot 
! 
; i 
compensatrice ' 
séparatrice 
écran 


Pour alléger le propos, nous nommerons ce dispositif «le » ou « un » 
Michelson. Voici ses principales composantes. + La séparatrice est 
une lame semi-réfléchissante. La compensatrice permet de compen- 
ser la différence de marche induite par les traversées de la sépara- 
trice. La vis U permet d’ajuster l’orientation de la compensatrice. Ni 
connaissances ni compétences expérimentales ne sont exigées sur ce 
système, et on l’assimile à une lame unique, infiniment mince, incli- 
née à 45°. 

e Le miroir 1 peut être incliné grâce aux vis U1 et VI. 

e Le miroir 2 peut être incliné grâce aux vis U2 et V2, et translaté grâce 
à la vis micrométrique T. Charioter, c’est translater ce miroir et me- 
surer le déplacement grâce aux graduations de T. 

- La source de lumière est placée à gauche du dispositif, un filtre an- 
ticalorique protège les surfaces des miroirs. Cette source peut être 
ponctuelle ou étendue. 

- L'écran est placé dans l’axe perpendiculaire à l’axe de la source. On 
peut intercaler une lentille convergente entre le Michelson et l'écran. 
Lorsqu'on éclaire le Michelson avec une source ponctuelle de lu- 
mière, la suite des réflexions est délicate à tracer avec des rayons 
lumineux. C’est pourquoi on utilise une loi fondamentale d'optique 
géométrique : les rayons issus d’une source ponctuelle S qui se réflé- 
chissent sur un miroir plan sont ceux qui auraient été émis par une 
source ponctuelle S’ symétrique deS par rapport au plan du miroir. 
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La suite des constructions permettant de remplacer la source ponc- 
tuelle S qui éclaire le Michelson, la séparatrice et les deux miroirs par 
un dispositif plus simple est appelée le repliage. 


a) 
b) 


c) 


d 
e) 
f) 


TZ 


S' est le symétrique deS par rapport à la séparatrice. 


M: est le symétrique de M, par rapport à la séparatrice. 


M2 





À ce stade du repliage, on s’est débarrassé de la séparatrice : la 
source ponctuelle S’, jumelle deS, éclaire deux miroirs M et M2 
assez proches l’un de l’autre. On peut les éloigner en chariotant 
(vis T) ou les incliner l’un par rapport à l’autre en agissant sur les 
vis d’inclinaison (U2 et V2 pour un réglage grossier, U1 et V1 pour 
un réglage fin). On peut se débarrasser des deux miroirs par les 
deux dernières opérations géométriques du repliage. 


S. est le symétrique de S’ par rapport à M:. 
S2 est le symétrique de S’ par rapport à M2. 


Les rayons issus de S arrivant, après réflexions multiples, en un 
point A sont ceux émis par les sources ponctuelles S, et S2. 


S) 


Se 





Exemple : 





Le dispositif de l’interféromètre de Michelson permet de 
construire un système interférentiel à deux sources cohé- 
rentes puisque S, etS> sontles jumelles de la même source 
ponctuelle S. On peut en partiulier créer un système de 
deux sources dans l’axe perpendiculaire à l'écran ou sur 
un axe parallèle à l’écran. 
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e Si les deux miroirs M, et M, sont rigoureusement per- 
pendiculaires entre eux alors, par repliage du Michelson, 
M est parallèle à M. Les deux sources S; et S> sont donc 
sur un axe perpendiculaire à ces deux miroirs et on place 
l'écran parallèlement à ces deux miroirs. 





Ce réglage particulier du Michelson s'appelle le réglage en 
lame d’air et fera l’objet d’un paragraphe spécifique de ce 
chapitre. « Si les deux miroirs M; et M, sont sécants et 
font un très petit angle entre eux, les deux sources S, et 
S2 sont presque équidistantes de S’. Elles forment donc un 
segment parallèle à un écran lui-même parallèle à M'. 





Ce réglage particulier du Michelson s'appelle le réglage en 
coin d’air et fera l’objet d’un paragraphe spécifique de ce 
chapitre. Remarquons qu'avec une source ponctuelle, la 
disposition des sources $, et S, et celle de l’écran est ana- 
logue au dispositif des trous d’Young (voir chapitre 6). 








> Exercices 7.1, 7.2, 7.3. 
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Déterminer à et p dans le Michelson en 
lame d’air. 


Interféromètre de Michelson Chapitre 7 


Un Michelson est réglé en lame d’air si les miroirs M, et M sont 


rigoureusement perpendiculaires, c’est-à-dire si les miroirs M et 
M sont rigoureusement parallèles, délimitant ainsi une lame d’air 
d'épaisseur e. Après repliage du Michelson, les sources ponctuelles 
S. et S2 jumelles sont distantes de 2e, sur un axe perpendiculaire à 
l'écran. 





On place l'écran dans le plan focal image d’une lentille convergente. 
Le dispositif est invariant par rotation autour de l’axe (S,S20F'). Un 
point M de l’écran est repéré par l'angle à entre l’axe de la lentille 
et la droite (OM). M est un foyer secondaire vers lequel convergent 
les rayons issus de S, et de S> parallèles à (OM). Les surfaces d'onde 
issues de M sont marquées en pointillés sur la figure par un arc de 
cercle en dessous de la lentille et par des segments perpendiculaires 
aux rayons au dessus, selon la loi de Malus. En notant H, le projeté or- 
thogonal de S, sur le rayon 1, (SH) est le plan d’onde le plus avancé. 
On en déduit 


MS: = [MH:] donc [SM] = [HM:] 


d’après le principe de retour inverse de la lumière. La différence de 
marche est donc 


8 = [S1M] -—[S2M] = [S1H] + [H1M] — [S2M] = [S1H1l = 2m0ecosi 


On prendra, sauf mention expresse du contraire, l'indice de l'air #%o 
égal à 1 et 
Ô =2ecosi 


Cette démonstration doit être connue comme une question de cours. 
Voici les conséquences expérimentales. 

a) Pour M, donc i fixé, la différence de marche ne dépend que de la 
distance 2e entre S, et S2. Il en découle que les franges ne sont pas 
brouillées quand la source est étendue. Les interférences sont locali- 
sées à l'infini pour la lame d'air éclairée par une source étendue. 
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b) Si la source S est monochromatique, de longueur d'onde dans le 
vide À), l’ordre d’interférences vaut 


Ô 2ecosi 
L À 





p= 


Les franges brillantes, définies par p € Z, sont donc des cercles 
concentriques de centre F’ appelées franges d’égale inclinaison. 


lentille 























M 


\'franges d’egale 
écran inclinaison 





c) Les franges ne sont pas régulièrement espacées, l'interfrange n’est 
pas constant. 

d) La k-ième frange brillante comptée à partir du centre n’est pas la 
frange d'ordre p = k. Le rayon des franges peut être déterminé en utili- 
sant f’ etles lois de la trigonométrie, mais il ne suit pas une loi simple. 
e) Lorsque e — 0, le rayon des franges devient très grand, et on ne dis- 
tingue plus qu’une tache de teinte uniforme, la teinte plate lorsque 
e = 0. On est alors au contact optique. 


Exemple : 


Le Michelson en lame d’air est éclairé par une source 
quasi monochromatique de longueur d’onde dans le vide 
Ào = 640 nm. L'écran est placé dans le plan focal image 
d’une lentille convergente de distance focale f' = 25,0 cm. 
Déterminons l'allure de la figure d’interférences lorsque 
e = 100 pm. En un point M de l'écran repéré par l'angle à, 
la formule de Fresnel s'écrit 


ATecosi 
1=2.$|1+c0s ———— 


0 
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La frange brillante d'ordre d’interférences p entier est défi- 
nie par 
Anecosi 
Ào 


On se place dans les conditions de Gauss et on fait le déve- 
loppement limité du cosinus donc 


: ._ 
= p:27 soit COsi = p— 
2e 


Pour i = 0, on calcule 


= 312,5 
Po — Fr = ’ 
C'est un demi-entier donc on a une tache sombre au 
centre de l'écran. La positivité du carré entraîne qu’on ne 
peut observer que des franges d'ordre p < p,. En notant r, 
le rayon de la frange circulaire d'ordre p, on a 


: «_ Tp ; p 
i=tani-=— doncr,=f'i=f 2-2 
f' pc F1, Po 


Calculons les rayons des cinq premières franges brillantes 
en partant du centre. 










numéro 






l 2 3 
IÉMELRELU 
1,4 2,4 3,2 


rayon Fr, (CM) 


Voici une vue en trois dimensions des franges observées (la 
surface est définie par z=I(r,6)). 














— Exercices 7.4, 7.5, 7.6, 7.7, 7.8, 7.9, 7.10, 7.11. 
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L'une de applications les plus classiques du Michelson est la mesure 


Mesurer l'écart spectral d’un doublet. 


194 


de largeurs spectrales par brouillage. Le cas particulier proposé par 
le programme officiel est le doublet spectral formé de deux raies 
spectrales très proches, très fines et d’intensités lumineuses égales 
I = L = I, de longueurs d'onde 


AX AA 
ET nd LU 


> 





> 





Le cas le plus connu est le doublet jaune de la lampe à vapeur ato- 
mique de sodium. 


La méthode de détermination de la largeur spectrale est la suivante. 


a) On règle le Michelson en lame d’air au contact optique, on note 
l’abscisse x. du chariot. 


b) On chariote très doucement, x = x +X varie donc l'épaisseur de la 
lame d’air e = |X| varie. On voit défiler des franges concentriques. 


c) Les franges circulaires d’égale inclinaison deviennent de moins 
en moins nettes, le contraste diminue. Pour une valeur particu- 
lière de X, le contraste s’annule, il y a brouillage des franges pour 
X= X: . 


Par symétrie des miroirs, on peut vérifier que le brouillage appa- 
raît aussi lorsqu'on chariote dans l’autre sens, pour X = -X:. 


d 


TZ 


e) Dans le cas du doublet spectral, le contraste revient pour X > X1, 
passe par un maximum pour X = 2X, et s’annule à nouveau pour 
X= 3X1, 5X1, etc. 


f) Le critère semi quantitatif de brouillage par élargissement spec- 
tral de la source (voir exercice 7.12), ou le calcul complet de l’in- 
tensité lumineuse (voir exercice 7.13) 


IX) = X +LX 


permet de relier X; à AA. 


Cette méthode est généralisable à une bande spectrale large rectan- 
gulaire ou gaussienne. 
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Exemple : 


On peut justifier qualitativement le brouillage. Les deux 
longueurs d'onde du doublet étant très proches, les cou- 
leurs ne peuvent pas être distinguées par l'œil. L'ordre d’in- 
terférences en un point de l’écran dépend de X, il n’est 
donc pas le même pour les deux radiations. Au voisinage 
d’un point M de l'écran, la différence entre les ordres d’in- 
terférences est 


[Apl= pm) — pu()| 


Si elle atteint D alors si on a une frange sombre en M pour 
À (pm) demi-entier), on a une frange brillante pour À 
(pm) entier), et réciproquement. Les franges brillantes 
de couleur 2 s'intercalent donc dans les franges sombres 
de couleur 1, et réciproquement. On a donc une inten- 
sité lumineuse sensiblement constante sur tout l’écran, le 
contraste devient nul et il y a brouillage. 





5 
+ 
Li) 
Ap=0 superposition parfaite + = 
| 
+ = | 
| A p=1/2 brouillage complet 


A p=1/6 superposition partielle 








> Exercices 7.12, 7.13, 7.14. 


Déterminer 6 et p dans le Michelsonen Le Michelson est réglé en coin d’air si les miroirs M, et M; sont sé- 
coin d’air. cants, et inclinés l’un par rapport à l’autre d’un angle «. 


inerte 
M; 


M: 


séparatrice 


Il est inutile de faire le repliage complet du Michelson (avec la 
construction de S, et S>) dans ce cas. 
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Lorsque à & 1, la différence de marche en un point P de M: est 


ô(P) = [S'P2P] — [S'P] = 2e(P) 


où e(P) est l'épaisseur du coin d’air en P. 


P; 








Voici les conséquences expérimentales. 
a) Pour P, donc E fixé, la différence de marche ne dépend pas de la po- 


sition de la source. Il en découle que les franges ne sont pas brouillées 
quand la source est étendue. Les interférences sont localisées sur M; 

(ou sur M)) pour le coin d’air éclairé par une source étendue. 

b) On doit donc utiliser une lentille de projection pour projeter 

l'image de M' sur l'écran. Attention à la différence : 

° dansle cas de la lame d’air (voir paragraphe précédent), les franges 
sont localisées à l'infini donc l’écran est dans le plan focal image de 
la lentille convergente ; 

- dansle cas du coin d’air, les franges sont localisées sur M et l'écran 
est Le plan conjugué de ce miroir par la lentille, sa position est donc 

définie par les lois de conjugaison de l'optique géométrique. 

c) Si la source S est monochromatique, de longueur d’onde dans le 

vide À, l’ordre d’interférences en P vaut 


_ Ô(P)_ 2e(P) 
DRE TRE 





Les franges brillantes, définies par p € Z, sont donc des lignes d’égale 

épaisseur du coin d’air. On les appelle les franges d’égale épaisseur, 
ce sont donc des segments parallèles à l’arête du coin d'air, intersec- 
tion entre M: et M’. Elles sont régulièrement espacées et on peut dé- 


finir un interfrange. 
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Con 





franges d’égale épaisseur 


d) Lorsque à — 0, les franges s’espacent de plus en plus et deviennent 
très larges, on ne distingue plus qu’une tache de teinte uniforme 
lorsque e = 0. On est alors au contact optique 


Exemple : 


Avec une source quasi monochromatique de longueur 
d’onde dans le vide À, = 600 nm, on éclaire un Michelson 
réglé en coin d’air avec un angle à = 0,30 mrad. Munissons 
le miroir M d’un repère (O, x, y) où (O, y) est confondu 
avec l’arête du coin. 








Au point P(x, y), l'épaisseur du coin d'air est 


2ax 
e= xtana= xa donc Ô(x, y) = 2ax et p{x, y) = Eu 
0 

La frange brillante d'ordre p = k entier a donc pour équa- 
tion 
__ KA 
| 2a 
C’est donc une frange rectiligne parallèle à l’arête. L'inter- 
frange vaut 


X = Xk 


: Ào 
i= Xe — Xl = — = 1,0 mm 
24 
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Analyser optiquement la forme d’un 
objet. 


Voici une vue en trois dimensions des franges observées (la 
surface est définie par z = I(x, y)). 















or 
on Die > 

pi 7 1 nr Dis 
FN Res \1 
Ke" à 
on ù 























> Exercice 7.15 


Le Michelson réglé en coin d'air fait apparaître des franges d’égale 
épaisseur, l’ordre d’interférences en un point P de M (où sont locali- 
sées les franges lorsque le Michelson est éclairé par une source large) 


est 
2€ 


PE 


On introduit entre la séparatrice et l’un des miroirs une lame trans- 
parente à faces parallèles d'épaisseur a et d'indice ñn. En notant #% 
l'indice de l’air, cette lame induit une différence de marche supplé- 
mentaire 2(n — n)a là où elle est traversée. Les franges se décalent et 
la mesure de ce décalage permet de déterminer l'épaisseur et/ou l’in- 
dice de réfraction de la lame. Deux cas sont à considérer. 

a) Si a est très supérieur à €, le décalage correspond à un nombre q 
de franges égal à la variation de l’ordre d’interférences : 


2(n-— n)a 


IApl=1|p'-pl= q= . 


b) Si a est inférieur ou de l’ordre de grandeur de €, le décalage cor- 
respond à moins d’une frange. On peut estimer la variation de l’ordre 
d’interférences par proportionnalité. Si i est l’interfrange et Ax le dé- 
calage des franges, alors 


Ax __2(1-n)a 


IApl= _ 


© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit. 


Interpréter les observations en lumière 
blanche. 


Interféromètre de Michelson Chapitre 7 


Exemple : 


Voici le détail de la détermination de la variation d’ordre 
d’interférences. Pour simplifier le schéma, supposons que 
la lame soit au contact de M. Soit P un point de la surface 
de M’ et Q un point à la surface de la lame d'indice n. 



































Au point P 


Ô = Ô(P) = 2n0€ 


Au point Q 
ô' = 8(Q)=2n0a+2n0e — 2na = 2n0E — 2(n-— No)a 


On en déduit la variation 














> Exercices 7.16, 7.17, 7.18. 


Nous reprenons et résumons les lois énoncées dans le cas des trous 
d'Young au chapitre 6. La largeur spectrale de la lumière blanche 
étant très grande, le brouillage est obtenu dès que à dépasse le mi- 
cromètre. La recherche du contact optique en éclairant le Michelson 
directement en lumière blanche est donc quasi impossible. 
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Voici les observations qu’on peut faire au voisinage de cet état. 

a) Au contact optique, M = M, e = 0 en termes de lame d'air, à = 0 
en termes de coin d'air. ô est donc nul, l’ordre d’interférences est nul 
et il y a interférences constructives pour toute longueur d'onde, en 
tout point de l'écran d'observation. On obtient donc une teinte plate, 
le blanc d’ordre supérieur. 

b) Si à partir du contact optique, on déplace M, en tournant la vis T 
d’un angle extrêmement petit, on passe en lame d’air, l’ordre d’inter- 
férences atteint ; pour les petites longueurs d’onde et reste proche 
de 0 pour les grandes longueurs d'onde, on a donc extinction du bleu 
et on voit une teinte de Newton proche du jaune. 

c) Si à partir du contact optique, on fait pivoter M, en tournant la vis 
U2 ou la vis V2 d’un angle extrêmement petit, on passe en coin d'air. 
Au centre de la figure, on est encore au contact optique et on observe 
une bande de blanc d'ordre supérieur. Sur les côtés, l’ordre d’interfé- 
rences atteint ; pour les petites longueurs d’onde et reste proche de 
0 pour les grandes longueurs d'onde, on a donc extinction du bleu et 
on voit deux bandelettes symétriques de couleur jaunâtre. 

d) On revient au cas b et on tourne un peu plus la vis T, on observe 
plusieurs teintes de Newton successives, puis une teinte blanchâtre 
qui n'évolue plus. Quand on observe avec un spectroscope, on voit 
un spectre cannelé, chaque cannelure correspondant à une longueur 
d'onde éteinte, donc à un ordre d’interférences demi-entier. 

e) On revient au cas c et on tourne un peu plus la vis U2 ou la vis 
V2. On observe alors une bande blanche centrale bordée de bandes 
irisées, et une teinte blanchâtre de part et d'autre. 


Exemple : 


Déterminons les valeurs de e en lame d’air pour lesquelles 
apparaisssent chacun des phénomènes cités ci-dessus. 
Pour e = 0, au contact optique, on observe le blanc d’ordre 
supérieur, p(A) = 0 pour toute valeur de À. La teinte res- 
tera blanche tant que p n'’atteint jamais la valeur ; dans le 
spectre, c’est-à-dire tant que 


2e 
VXE [400 nm, 800 nml], Fa < 


D 


Cette inégalité doit donc être vérifiée pour la plus petite 
valeur de À 
donc e < 100 nm=0,1pim 
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On observera une teinte de Newton tant que le nombre de 
cannelures est inférieur ou égal à 4 environ. Cette valeur 
est basée sur le fait que si on supprime 5 (ou plus) bande- 
lettes dans le spectre de la lumière blanche, on aura encore 
un peu de violet, un peu de bleu, un peu de vert, un peu de 
jaune, un peu de rouge, et l'œil verra une teinte blanchâtre. 
Les cannelures sont définies par 


1 
pO=k+- kez 





Re 
SOI — — — SOI = 
À 2 2k+1 


Dans le spectre de la lumière blanche, 





4e 
400 nm < < 800 nm 
2k+1 


. 6 _2Kk+1 6 
soit 1,25-10° < in Non 
e 


1 1 
donc 2,5-10°e— 7 < k< 5,00-10°e— = 


Il y a au plus 4 solutions entières à cette double inéquation 
si la différence entre les deux bornes est inférieure à 5, soit 


2,5-10%e < 5 soit e<2 um 


On peut estimer enfin qu'on ne peut plus observer le 
spectre cannelé s’il y a plus de 100 cannelures, donc si 


2,5-10$e > 100 soit e < 40 um 


Quand on considère que la vis T a un pas de 0,5 mm soit 
500 1m, on comprend bien que la probabilité de trouver le 
contact optique en lumière blanche sans réglage initial est 
extrêmement faible. 





+ Exercices 7.19, 7.20. 
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Énoncés des exercices 


= Forme des franges avec une source ponctuelle quasi monochromatique 


L'ensemble des points M de l’espace tels que la différence des distances à deux 
points fixes S] et S2 est une constante forme un hyperboloïde de révolution d’axe 
(S1S2). 








a) Lorsque le Michelson, éclairé par une source ponctuelle S quasi monochroma- 
tique, est réglé en lame d’air, les sources S] et S2 sont sur un axe perpendiculaire 
à l'écran. Quelle est la forme des franges observées ? Sont-elles localisées ? 


b) Lorsque le Michelson, éclairé par une source ponctuelle S quasi monochroma- 
tique, est réglé en coin d’air, les sources S et S2 sont sur un axe presque parallèle 
à l'écran. Quelle est la forme des franges observées ? Sont-elles localisées ? 


= Michelson en lame d’air 
Lorsque l’interféromètre de Michelson est réglé en lame d’air, les miroirs M et M 
sont parallèles, distants de e. Il est éclairé par une source de lumière ponctuelle S. 
Quelle est la distance entre S1 et S2 ? 


Du Michelson en coin d’air et trous d’Young 


Un interféromètre de Michelson est réglé en coin d’air. L'angle entre les miroirs vaut 
n +2a. « est un petit angle. On note C1 le centre de M1, C2 celui de M», O celui 
de la séparatrice et S la source supposée ponctuelle et quasi monochromatique. On 
suppose S, O et C] alignés, et OS = OC = OC» = L. 
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Montrer que ce dispositif est analogue à celui des trous d’Young. Préciser l’inter- 
frange observé si l'écran est à la distance L de O. 


Calcul du rayon d’un anneau en lame d’air 


Un michelson est réglé en lame d’air d'épaisseur e = 0,6 mm et éclairé à l’aide d’une 
source large monochromatique de longueur d'onde dans le vide À0 = 628 nm. Pour 
observer la figure d’interférence sur l'écran, on place celui-ci dans le plan focal image 
d’une lentille convergente de distance focale f” = 60 cm. Calculer le rayon du troi- 
sième anneau brillant compté à partir du centre. 


Exploitation d’un interférogramme 


Un Michelson est réglé en lame d'air, éclairé en lumière monochromatique de lon- 
gueur d'onde dans le vide Ag = 600 nm. L'image est formée sur un écran situé dans 
le plan focal image d’une lentille convergente de distance focale f' = 50 cm. Voici 
l’image obtenue sur l’écran (les traits noirs correspondent aux maxima d'intensité 
de lumière). 

1 cm 


1 


Calculer l'épaisseur e de la lame d’air. 
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D Sens de défilement des franges 


Un Michelson est réglé en lame d'air. Il est éclairé par une source de lumière quasi 
monochromatique, de longueur d'onde dans le vide A9. On note e l’épaisseur algé- 
brique de la lame d'air, différence entre les distances du centre de la séparatrice aux 
miroirs e = Li — Lo. 





En partant d’une situation où e > 0, on fait diminuer régulièrement sa valeur, elle 
passe par la valeur zéro puis devient négative. Que voit-on sur l'écran, les franges 
circulaires semblent-elles se contracter puis disparaître au centre, ou au contraire 
germer au centre et se dilater ? En déduire une règle pour déterminer dans quel sens 
on doit tourner la vis T pour se rapprocher du contact optique. 


CSSS Localisation des franges avec une source étendue 


Un Michelson réglé en lame d'air d'épaisseur e = 3,0 mm est éclairé par une source, 
de centre C, de largeur d, quasi monochromatique de longueur d'onde dans le vide 
A0 = 600 nm. On fait l'observation sur un écran placé (sans lentille) à D = 50,0 cm de 
M2 etD+e= 50,3 cmde M. On note C1 et C2 les symétriques de C/ par repliage du 
Michelson. Le centre O de l’écran est l'intersection de la droite (C1 C2) avec celui-ci. 


eCi 
eC; 














source à C V4 
7 M 
+ C D 
i Écran Y 
O 
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a) Donner l'expression de l’ordre d’interférences pc en O pour le point source C. 


b) Soit P un point à la périphérie de la source. Donner l'expression de la valeur 
exacte (il est inutile de faire le développement limité) de l’ordre d’interférences 
pr en O pour le point source P. 


c) En utilisant le critère de brouillage par élargissement spatial de la source, déter- 
miner la largeur maximale d permettant d'observer la figure d’interférences sur 
l'écran sans lentille de projection. On pourra utiliser un solveur ou un grapheur 
pour répondre à la question. 


d) Conclure sur la localisation des franges. 


Mesure de l'épaisseur d’une lame 


On dispose d’un Michelson réglé en lame d’air d'épaisseur e. On l’éclaire par 
une source ponctuelle quasi monochromatique, de longueur d’onde dans le vide 
Ào = 475 nm, placée au foyer objet d’une lentille convergente. On place un capteur 
optique au foyer image d’une lentille convergente, en sortie duquel, on mesure une 
tension proportionnelle à l'intensité collectée en F’. 


a) Que se passe-t-il si e = 0 ? Quel est le nom de ce réglage ? Dans les questions 
suivantes, on part de cette situation. 


b) Combien de franges brillantes défilent lorsque e varie de 2 um ? 


c) On place entre la séparatrice et l’un des miroirs une lame de verre d'indice 
n = 1,50 et d'épaisseur h = 1,0 mm. Déterminer la différence de marche au ni- 
veau du capteur. Combien de franges défilent lorsqu'on chariote pour revenir à 
une différence de marche nulle ? 


Mesure de l'indice de l’air 


Un Michelson est réglé en lame d'air d'épaisseur e et éclairé par une source de lu- 
mière quasi monochromatique de longueur d’onde dans le vide Ào = 632 nm. Deux 
cuves identiques, à faces parallèles et transparentes, de longueur L = 3,00 cm, sont 
placées entre la séparatrice et chacun des miroirs. L'écran est placé dans le plan focal 
image d’une lentille convergente. 











À 
L, | air e 
| 

















ps 2 


vide | 
É 


M; 


Dans la situation initiale, les deux cuves sont pleines d’air. On fait le vide dans la cuve 
sur le trajet 1. On voit défiler 26 franges au centre de l'écran. En déduire l'indice de 
l'air dans la cuve. 
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| Analyse qualitative de l'effet de la déformation d’un miroir 


Un Michelson réglé en lame d’air est au contact optique. Il est éclairé en lumière 
quasi monochromatique et l'écran est placé dans le plan focal image d’une lentille 
convergente. Le miroir M, subit un choc thermique et se déforme. Il prend un aspect 
bombé en forme de calotte sphérique (de très grand rayon de courbure). 


M 
M: 


séparatrice 


Décrire qualitativement la figure observée sur l'écran. 


EESS EE Ee Précision métrologique (agrégation 2007) 


Un Michelson éclairé par un laser stabilisé de longueur d'onde dans le vide 
A0 = 543,515 664 nm 


est réglé en lame d'air. Le miroir M est fixe et le miroir M1, initialement à la position 
du contact optique, est solidaire d’un objet mobile dont on veut mesurer le dépla- 
cement le plus précisément possible. Un capteur d'intensité lumineuse est placé au 
foyer image d’une lentille convergente. Il incrémente un compteur dès que l’inten- 
sité I passe par une valeur maximale. Le miroir M: s'éloigne d’une distance d. 


a) Le compteur indique le défilement de 36 797 franges. En déduire un encadrement 
d. 


b) Pour améliorer la précision, on considère que l’ordre d’interférences lorsque le 
miroir est à sa position extrême est p = po +e où po est la partie entière de p. 
Quelle est la valeur de po ? 


c) Pour déterminer l'excédent fractionnaire €, on impose un déplacement à vitesse 
constante Vo du miroir et on mesure très précisément l’évolution de I(f) à la date 
t1 à laquelle le miroir atteint la valeur d. On obtient 


M Gps 0 
or ete 
Inax at ! 


En déduire la valeur de € et la valeur de d exprimée avec un nombre de chiffres 
significatifs cohérent avec les données. 
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Mesure d’un doublet spectral : utilisation du critère de brouillage 


Un interféromètre de Michelson est réglé en lame d’air. L'abscisse du chariot au 
contact optique est notée x et on pose x = xg + X. On éclaire le Michelson avec 
une source bichromatique de longueurs d'onde très proches et de couleurs indis- 
cernables à l'œil 


= _ AA =. A+l2 
AA A ou =" 2 avec AÀ € À 
L=l+Tr AÂ=h-A 





On fait l'observation à l'infini en plaçant un écran dans le plan focal image d’une len- 
tille convergente. On chariote depuis X = 0, on voit défiler des franges concentriques 
très nettes, puis le contraste diminue et s’annule pour X = Xy,. 


a) Pour X = X}, donner l'expression de la différence de marche au centre de l’écran. 

b) Donner l'expression de la variation |Ap| d'ordre d’interférences mesurée sur la 
demi-largeur spectrale de la source. 

c) En utilisant le critère de brouillage (voir chapitre 6), en déduire AA. 

d) Pour le doublet jaune du sodium, on donne À9 = 589,3 nm. On observe le 
brouillage pour X4, = 0,14 mm quand on chariote dans un sens et X} = —0,15 mm 


quand on chariote dans l’autre sens. Proposer une explication à cette disymétrie 
et calculer la valeur de AA. 


Mesure d’un doublet spectral : calcul algébrique de l'intensité 


Un interféromètre de Michelson est réglé en lame d'air. L'abscisse du chariot au 
contact optique est notée x et on pose x = xp + X. On éclaire le Michelson avec 
une source bichromatique de longueurs d'onde très proches et de couleurs indis- 
cernables à l’œil 


_ _ AA …. A1+À2 
= À ou A = avec A € À9 
L=l+T AÂ=-A 


D] 


On fait l'observation à l'infini en plaçant un écran dans le plan focal image d’une 
lentille convergente de distance focale f”. 


a) Lorsque l'épaisseur de la lame d’air vaut e, donner l'expression de l'intensité lu- 
mineuse au centre de l'écran I; (e) créée par la radiation de longueur d'onde À] et 
12 (e) créée par la radiation de longueur d'onde A2. 


b) En déduire l'intensité résultante I(e). On donne 


pq 
cos 1 


2 





+ 
COS p + COS q = 2C0S PF4 


c) Pour e fixé, on observe les franges pour i € [0, imaxl AVEC imax 1. Déterminer 
l'expression du contraste C(e) de la figure. 


d) Pour le doublet jaune du sodium, on donne Àg = 589,3 nm. On observe un 
brouillage périodique des franges pour les valeurs suivantes de X, exprimées en 
millimètres : 


0,145 0,436, 0,727 1,017 1,308 1,599 1,889 2, 180 


En déduire AA. 
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rar: 


Profil spectral gaussien en nombre d'onde 

Une source lumineuse non monochromatique éclaire un Michelson réglé en lame 
d'air. L'observation est faite au centre de l'écran placé dans le plan focal image d’une 
lentille convergente. L'inverse de la longueur d'onde est le nombre d'onde © = + On 


note 2(o) = de la densité spectrale de la source, où dl, est l'intensité lumineuse re- 


çue sur l’écran dans la bande spectrale [o,0+4d01] lorsqu'un des miroirs du Michelson 
est oculté. La fonction de densité lumineuse spectrale gaussienne est 


2 

di [T0 1 

D(0) = 1 He b avec o = — et b << 69 

do À 
Un moteur fait varier l'épaisseur e de la lame d'air à vitesse constante Vo avec e = 0 à 
t=0. 
a) Donner l'expression de l'intensité lumineuse I(f) au niveau du capteur sous la 

forme d’une intégrale sur ©. 
b) On donne 
+00 _ 2 
Î e Ÿ dy=Vvret 
OO 


0-09 


+00 2 
L [cos(2ro8)] A b ] do = bre TP cos(2100Ô) 
0 


Montrer qu’on peut écrire 


I(#) = Lo avec To T 





(1) t 
l+e \T/ cos|27— 
To 





en précisant les expressions de lo, t et To. 


c) Voici l’interférogramme obtenu. 














Pendant la durée de l'expérience, un compteur détecte la succession de 480 
franges. Le pas de rotation de la vis micrométrique T est 0,500 mm. Le moteur 
impose une rotation de 1 tour en 15 minutes. Déduire du diagramme et de ces 
valeurs celles de 60, de À9 et de a. Vérifier que a 60. 
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Franges d’égale épaisseur 

Les miroirs d’un interféromètre de Michelson font entre eux un angle 4 + 0. Ils sont 
éclairés par une source de lumière quasi monochromatique, de longueur d’onde 
dans le vide A9. On observe les interférences localisées sur le miroir M, en plaçant, 
parallèlement à lui, à une distance D, une lentille convergente de distance focale f” 
et en formant l’image de M sur un écran. Au centre de l'écran, on a l’image de la 
frange rectiligne d’égale épaisseur nulle (€ = 0). 











M; A . 
ee P "1 
M; | 
| D 
O. ! 
À 
a x" 1 
P° A’ 


On donne les relations de conjugaison de Descartes pour une lentille de centre O 
donnant de l’objet BC une image B/C”. 


1 _ 1 _i, 80 OB/ 
ne — — — 
OB OB Jf! BC  OB 


a) Déterminer la relation entre D, D’ et f’ et en déduire que le grandissement vaut 


B!/C' x! -f! 


BC # Def 
b) Soit P un point de M repéré par AP = x et P/ son image sur l'écran repérée par 
A/P' = x/. Déterminer l'épaisseur € du coin d’air en P en fonction de x et de a. 
c) En déduire € en fonction de x’, a, D'et f”. 
d) Exprimer la différence de marche 6 en P en fonction de +’, a, D et f”. 


e) En déduire l'intensité I(x’), l’abscisse Xp de la frange brillante d’ordre p entier et 
l'interfrange i. 


f) Onprend À0 = 600 nm, f' = 25 cm, D = 27 cm, a = 0,5 minute d'angle (une minute 
= un soixantième de degré). Que voit-on sur l’écran ? 
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Mesure de l'épaisseur d’une lame (analyse documentaire) 


Un Michelson est réglé en coin d’air en lumière monoatomique de longueur d'onde 
dans le vide À = 600 nm. L'image de M; est formée sur un écran grâce à une lentille 
convergente de distance focale f' = 50 cm située à D’ = 100 cm de l'écran. Un na- 
nofeuillet transparent, d'indice n = 1,5 et d'épaisseur a inconnue est inséré entre la 
séparatrice et l’un des miroirs. Voici l’image obtenue sur l’écran : 


1 cm 
—— 


Calculer l’angle « du coin d'air et l'épaisseur a. On donne les relations de conjugaison 
de Descartes pour une lentille de centre O donnant de l’objet BC une image BC. 


1 1 1 BC OB' 
a  — 77 Et — = — 
OB OB BC  OB 


Mesure du rayon de courbure d’un miroir déformé 


Le miroir M; d’un Michelson est parfaitement plan, le miroir M ne l’est pas et pré- 
sente une surface sphérique de rayon R très grand, de l’ordre de la dizaine de mètres. 
On se place au contact optique au centre des miroirs, on éclaire le dispositif avec 
une source de lumière quasi monochromatique, de longueur d'onde dans le vide 
Ào = 578 nm. On forme l’image de M, sur un écran grâce à une lentille de projec- 
tion, le grandissement du système optique vaut -4,0. On observe sur l'écran une 
teinte non uniforme : le centre de la figure forme une tache brillante entourée de 
trois franges circulaires brillantes de rayons respectifs 


T1 = 1,5 cm, r2 = 2,2 cm, r3 = 2,6 cm, r4 = 3,0 cm 


Déterminer la valeur de R. 
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Analyse d’une lame fine prismatique 


Une lame prismatique transparente, d'indice n, possède un angle au sommet f 1. 


b b 
A 


B 


On éclaire un Michelson réglé en coin d’air, d'angle à & 1 et d’arête (O, y), par une 
source lumineuse quasi monochromatique, de longueur d'onde dans le vide A0. 


On prend a = f = 0,30 mrad, ñn = 1,5, Ag = 600 nm et b=5,0 mm. 


a) On plaque la lame prismatique contre le miroir M1, l’arête AB de la lame étant 
confondue avec l’arête (O, y) du coin d’air, et la lame placée du côté des x > 0. 
Dessiner la figure d’interférences et préciser ses propriétés métriques. 


b) On plaque la lame prismatique contre le miroir Mb, l’arête AB de la lame étant 
confondue avec l’axe (0, x). Dessiner la figure d’interférences et préciser ses pro- 
priétés métriques. 


Figure interférentielle d’un Michelson en coin d’air éclairé en lumière 
blanche 


Un Michelson est réglé en coin d’air d'angle à = 25 rad. On forme l’image de M, sur 
un écran grâce à une lentille de projection de grandissement y = 10. L'écran est muni 
d’un repère (O/, x’, y’). L'image de l’arête du coin d’air est confondue avec la droite 
(O’, y). L'œil détecte une couleur blanche si le nombre de longueurs d'onde éteintes 
dans l'intervalle [400 nm,800 nm] est nul ou s’il est supérieur ou égal à 5. Décrire 
la figure d’interférences observée sur l'écran en précisant la largeur de la bande de 
blanc d'ordre supérieur et celle des bandes irisées qui l'entourent (on ne cherchera 
pas à déterminer la succesion des teintes de Newton dans ces bandes). 


Spectre cannelé en lame d’air 
Un étudiant en TP d'optique a effectué un réglage en lame d’air d’un Michelson. 


a) Quelle figure d’interférences observe-t-il sur l'écran en lumière monochroma- 
tique ? 

b) Quelle figure observe-t-il sur l'écran en lumière monochromatique quand il est 
pratiquement au contact optique ? 


c) À partir de cette situation, il remplace la source de lumière monochromatique 
par une source de lumière blanche. Il observe une teinte blanche sur l'écran. Il 
observe cette lumière au spectroscope et distingue une vingtaine de cannelures. 
Pour savoir dans quel sens il doit tourner la vis T de chariotage pour se rapprocher 
du contact optique, comment doit-il procéder ? 


d) Le pas de la vis micrométrique T est de 0,500 mm, c’est-à-dire que l’abscisse de 
M, varie de 0,500 mm à chaque tour. De quel angle doit-il tourner T pour at- 
teindre le blanc d'ordre supérieur ? 
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Du mal à démarrer 


Les franges observées sont les lignes d’intersection entre les sur- 
faces hyperboloïdes et l’écran. En plaçant celui-ci dans les deux 
zones géométriques définies par l'énoncé, on peut imaginer leur 
forme dans chaque cas. 


La relation de Chasles vectorielle suffit pour conclure. 


Il faut avant tout dessiner le repliage du Michelson, et en déduire 
les dimensions et les angles remarquables. On voit apparaître deux 
sources ponctuelles dont on détermine la distance et la distance à 
l'écran. On applique ensuite les résultats du chapitre 6 pour expri- 
mer l’interfrange. 


Une frange brillante a un ordre d’interférences p entier. On relie 
p à à, puis Ô à à, puis i au rayon r de la frange. On détermine la 
valeur de p (non entière) au centre de la figure et on en déduit 
celle correspondant à la troisième frange brillante. On en déduit 
enfin le rayon de cette frange. 


Après avoir exprimé la relation entre le rayon r}, du cercle brillant 
d'ordre p et l’entier p, il faut exploiter le tableau de la suite des 
rayons R+ en déterminant la relation entre p et k. Une représen- 
tation graphique ou une régression linéaire permet de conclure. 


On doit établir la relation entre le rayon r} de la frange brillante 
d'ordre p, e et l’entier p. On utilise pour ça l'expression de à pour 
la lame d’air et la relation tan i = +. On étudie ensuite le sens de 


f 


variation de r} en fonction de e. 


Le repliage du Michelson permet de déterminer les position 
exactes de C1, C2, P1, P2 et O. En utilisant les coordonnées de 
ces points, on en déduit les distances, les différences de marche, 
les ordres d’interférences pc et pp, et enfin Ap. La condition de 
brouillage conduit à une résolution graphique. 


Dans les cas (b) et (c), on détermine la différence de marche et 
l’ordre d’interférences correspondant qui correspond au nombre 
de franges qui doivent défiler pour revenir au contact optique. 


Le nombre de franges qui défilent est égal à la variation de l’ordre 
d’interférences entre la situation où les deux cuves sont remplies 
d’air (la différence de marche 6/ est alors égale à celle de la lame 
d’air) et celle où l’une des cuves est vide (la différence de marche 
8" est modifiée car quand l’un des rayons traverse une épaisseur 
d’air L, à l’aller et au retour, l’autre traverse la même épaisseur de 
vide). 
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On peut montrer par construction que la courbure du miroir 
donne d’une source ponctuelle S' une image qui n’est plus le sy- 
métrique orthogonal de S/ par rapport au miroir, mais un point un 
peu plus proche. 


Le nombre de franges qui défilent est égal à la partie entière de la 
variation de l’ordre d’interférences. On en déduit l'encadrement 
de d. Pour la détermination de l’excédent fractionnaire, on doit 
expliciter I(#) grâce à la formule de Fresnel. 


La variation d’ordre d’interférences évaluée sur la demi-largeur 


spectrale de la source est Ap = Ê- Ê. On pourra effectuer le 


développement limité puis écrire la condition de brouillage. 


La sommation des intensités lumineuses et l’utilisation de la for- 
mule de trigonométrie conduit à une expression de I(e) faisant 
apparaître le produit d’un cosinus qui varie avec une faible pé- 
riode et d’un cosinus avec une grande période, presque constant 
sur l'écran. Le contraste est égal à la valeur absolue de ce dernier. 


L'utilisation de la formule de Fresnel donne l’élement différentiel 
de l'intégrale. Le calcul de celle-ci est un exercice très technique 
nécessitant un changement de variable d’intégration et une ap- 
proximation. L'analyse du graphe donne les valeurs de To et de +. 
On en déduit celles de a et de 50. 


L'exercice est très guidé. on doit jongler entre les expressions sur 
le miroir et celles sur l’écran en utilisant le grandissement du dis- 
positif de projection. 


On montrera que le grandissement vaut —-1 grâce aux relations de 
conjugaison. La mesure de l’interfrange donne à par application 
de la formule du cours. La mesure du décalage des franges donne 
accès à la variation de l’ordre d’interférences provoquée par la pré- 
sence du feuillet, puis à a selon la méthode décrite dans le cours. 


Contrairement à ce qu’on pourrait croire a priori, c’est une situa- 
tion de coin d’air et pas de lame d’air. La différence de marche est 
2e où € est l’épaisseur de la lame d’air sphérique entre le miroir 
plan et le miroir sphérique, qu’on reliera à r. Un repliage et une 
figure très agrandie sont indispensables. L'exploitation du tableau 
de valeurs nécessite un graphe ou une régression linéaire. 


La différence de marche est la somme de celle provoquée par la 
lame prismatique et de celle habituelle du coin d’air. Elle dépend 
de x seulement dans le cas (a) et de x et de y dans le cas (b). Les 
franges sont définies par un ordre d’interférences constant, on en 
déduit leurs formes géométriques et on les trace. Elles présentent 
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a) 


b 


TZ 


souvent des discontinuités entre la zone où se trouve la lame et 
les zones périphériques. 


Le blanc d'ordre supérieur apparaît en l’absence de cannelure, 
donc lorsque la valeur absolue de l’ordre d’interférences à l’abs- 
cisse x/ est inférieur à L quelle que soit la valeur de À. Pour dé- 
terminer le nombre de cannelures N à l’abscisse x/, on utilise la 
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méthode décrite dans le cours. En résolvant N > 5, on en déduit 
les valeurs de x! correspondantes. 


La détermination de la relation entre le nombre N de cannelures 
et e est faite en suivant la méthode décrite dans le cours. On en 
déduit e connaissant N = 20, puis l’angle de rotation de la vis en 
utilisant le pas. 


Corrigés des exercices 


L'écran est placé selon un plan orthogonal à (S1S2). L'in- 
tersection des hyperboloïdes avec celui-ci donne donc des 
franges circulaires concentriques. Ceci est vrai quelle que 
soit la position de l’écran, les franges ne sont donc pas lo- 
calisées. 


L'écran est placé selon un plan parallèle à (S1S2). L'inter- 
section des hyperboloïdes avec celui-ci donne donc des 
franges presque rectilignes parallèles comme on l’a mon- 
tré au chapitre 6. Ceci est vrai quelle que soit la position de 
l'écran, les franges ne sont donc pas localisées. 








On reprend le schéma du cours. 





Sie 
! 
S6 
! 
! 
(l 
[l 
| _m, so 
e Î 
Tr 'H 
OR 
[l 
M, | 
°s *s 
On en déduit 
S'S> =2S'H D = 
[5 LA donc S2S1 =S/S1-S/S) 
S'S1 =2S'H; 


soit S2S1 = 2[S'H -S'H) = 2H)Hi et S2S1 = 2e 


Le repliage du Michelson donne la figure suivante. 
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Les sources S, et S2 sont donc parallèles à l’écran. Elles sont 
distantes de 
a=ALtana=4La 


La distance entre leur milieu et l'écran est D = 3L. En utilisant 
le résultat établi au chapitre 6, l'interfrange est 


L no ÀoD L 3nñ0 0 


a 4x 


Les franges brillantes circulaires sont telles que à = pAo, p en- 
tier, soit 2e cos i = pAo soit cos i = pa. Dans les conditions de 


2 
Gauss, i est un petit angle donc cosi = 1— 5 et le rayon r}, de 
l'anneau d'ordre d’interférence p vérifie 


r | À 
i=tani= + donc rp = f'V2 1-22 


Toutes les valeurs de p ne sont donc pas admissibles. Si on 
suppose e > O, il faut que 


pAo . 2e 
—— <lsoitp < — 
2e P À 


0 


L'application numérique donne p = 1 910,8, c’est l’ordre d’in- 
terférences du point au centre de la figure. Le troisième an- 
neau correspond donc à p = 1 908 d’où r1 908 = 3,26 cm. 


Les rayons des quatre anneaux visibles sont mesurés sur la fi- 
gure 


R1 =2,0 cm, R2 = 2,8 cm, R3 = 3,45 cm, R4 = 4,0 cm 
Le rayon de l’anneau brillant d'ordre d’interférences p est 


f'tani 2ecosi 
rp = f tani avec =p 
p \o 





En faisant l’approximation des petits angles, on peut faire les 
développements limités à l’ordre 2 des fonctions trigonomé- 
triques et 





.2 
7 i 10 
Tp=f iavecl-—-p— 
p=f P 2e 
2 
r À 
donc 1- —_ = p— 
f? 2e 
u 2 12 1 
soit r, = 2 l-p— 
p f P 2e | 
La positivité du carré entraîne que 
2e 


p < po avec po = — 
10 
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po est l’ordre d’interférences au centre de la figure. La pre- 
mière frange brillante correspond donc à l’ordre p1 = E(po). 
On a donc 

Ri=rp etRe=rp-K+1 donc 


2 2 
R£ =2/f 





À 
ak? 
2e 


où À est une constante. On trace le graphe de R? en fonction 
de k. 


AR, (10° (4) m2) 
15 


107 


5— 








L'alignement des points prouve la validité de la loi. La pente 
est 


fo 


12 . À ER 
4,0:1074 


= 4,0: 1074 donc e = 
2e 


2f = 375 um 


D'après la formule de Fresnel, en un point de l'écran de rayon 
r, donc repéré par l’angle d’inclinaison i, l'intensité lumi- 
neuse est 


ATecosi =. T 
—— | avec tan i = — 


A0 f' 


La frange brillante d'ordre d’interférences p entier relatif est 
définie par 


I=21,|1+cos 


À 
2ecosi = po soit cos i = 
e 


Les franges visibles sont donc définies par 


À 2e 2e 
el idem ep 
2e À 


0 Ào 


Le rayon de la frange brillante d'ordre p est 





! : ! 
Tp = f tani= — 
P f f cos? i 





Quand e > 0, quand e diminue, e? diminue, donc r} diminue, 
doncle rayon des franges diminue et les cercles concentriques 
semblent se contracter quand on chariote dans ce sens. Au 
centre de l’écran, on observe la frange d'ordre maximal £e, et 
à chaque fois que ce terme atteint et dépasse une valeur en- 
tière, la frange brillante correspondante disparaît. 
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Quand e < 0, quand e diminue, e2 augmente, donc Tp aug- 


mente, donc le rayon des franges augmente et les cercles 
concentriques semblent se dilater quand on chariote dans ce 
sens. Au centre de l'écran, on observe la frange d'ordre mini- 
mal Fi et à chaque fois que ce terme atteint et dépasse une 
valeur entière, la frange brillante correspondante apparaît et 
semble germer. 

En conclusion, pour diminuer la valeur absolue de e et se 
rapprocher du contact optique, il faut charioter dans le sens 
dans lequel les anneaux semblent converger vers le centre, se 
contracter et disparaître. 


a) La différence de marche en O est 
2e 
[C10] -— [C20] = 2e donc pc = A = 10 000 
0 


b) Effectuons le repliage du Michelson avec la source large en 
mettant en évidence le point source P à la périphérie de la 
cource large. 


ay 


+ hi 





; 
_i_M; 


—— M, 


EL 





M; 
Î 
+r 
| 
| 
x 
EE 
O 


Dans le système de coordonnées (O, x, y), les coordonnées 
des points symétriques sont 


d 
à 
2D +2e 


P10 = 1/4D2 +8De+4e2 + 
P20 = 1/4)? + & 
P,0-P:0 

\o 


c) La variation d'ordre d’'interférences sur la demi-largeur 
spatiale de la source est 


2, dd d2 
1/1,0062 + À -/1+ & 


AP=PR PC gg os 0000 


P: et P2 


MCE 
© 








donc 


et pp — 
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On trace la courbe de ses variations en fonction de d grâce 
à un outil informatique. 





d 
0.005 ot 0.015 0.02 0.025 





—02 


04 


0.6 














On lit Ap = -0,5 pour d = 0,020 m et [Ap] > 0,5 pour 
d > 2,0 cm. D’après le critère semi quantitatif de brouillage 
des franges par élargissement spatial de la source (voir cha- 
pitre 6), on en déduit que les franges sont brouillées si 
d > 2,0 cm. 


d) Si la source est presque ponctuelle, les franges sont non 
localisées (on peut les voir quelle que soit la position de 
l'écran, voir exercice 7.1). Dès que la largeur de la source 
dépasse 2 cm, les franges ne sont donc plus visibles sur 
l'écran sans lentille de projection et elles sont alors loca- 
lisées à l'infini. 


a) Quand e=0,onest au contact optique, on observe la teinte 
plate. 


b) Lorsque e = 2 um, l’ordre d’interférences au centre de 


l'écran est 
P= x = 6, 


On a donc vu défiler 8 franges. 


c) Dans cette situation, les rayons étant tous parallèles, il est 
plus simple de ne pas faire le repliage du Michelson pour 
déterminer la différence de marche. 























215 


Chapitre7 Interféromètre de Michelson 


En définissant une lame d'air d'épaisseur égale à h, symé- 
trique de la lame de verre, la différence de marche se sim- 
plifie et vaut 


ô=[SC1F]-[SC2F']=2nh-2n0h=2(n-1)h 


en prenant l'indice de l’air égal à 1. L'ordre d’interférences 


vaut donc 
2(n-l)h 
PER 


\o 
On verra donc défiler 2 105 franges pour revenir au contact 
optique. 


= 2 105,3 


Au centre de l'écran, i = 0. Lorsque les deux cuves sont pleines 
d'air, la différence de marche est 


ô = 2npe 


Lorsqu'on fait le vide dans la cuve, la différence de marche 
vaut 
8” =[SM;F/}-[SMF] 
8” =(L+ n0e+ nge+L)-(NairL- HairL) = 2n0e+2L(1- air) 
La variation d’ordre d’interférences est donc 
8" 6  2L(1-— air) 
AP = — 2 — = ———————— 
\o do an 


Le nombre de franges qui défilent est égal, à une unité près, à 
la valeur absolue de Ap. Comme l'indice de l’air est supérieur 
à 1,on en déduit 


2L(1— na 13À 
a) soit = 14 0 1 00097 
À0 L 


Le miroir M1 forme un miroir sphérique. Checrhons qualitati- 
vement son effet sur les rayons issus de S’ qui s'y réfléchissent. 


miroir sphérique 
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On constate que les rayons semblent provenir d’une source 
S!’ qui est plus proche du miroir que si le miroir était plan. Par 
conséquent, le repliage du Michelson donne deux sources S1 
et S2 non confondues, mais sur l’axe de l’écran. On a donc 
l'équivalent du dispositif de la lame d’air, et on observera des 
franges circulaires. 


a) À chaque fois que I passe par une valeur maximale, l’ordre 
d’interférences prend une valeur entière. Le nombre de 
franges qui défilent est donc égal à la variation de l’ordre 
d’interférences. Au centre de l'écran, p vaut 0 au contact 
optique et à la position extrémale : 


Ô 2e 2d 


ER à 


On en déduit que 


24 36 797 0 36 798 Ào 
SES SAONE SFS a 
0 


soit 0,999987294 < d < 1,00001447 cm 


b) L'ordre d’interférences n’est pas un entier, il est compris 
entre 36 797 et 36 798, sa partie entière est donc 


po = 36 797 


c) Par application de la formule de Fresnel : 


2n-2Vot 
If) = 210 |1+cos —————— | donc Imax = 410 
0 

27-2Vot 
1@ _ 1+cos 

do en os noir 

_ _27Vo ,;, 272Vo 

(0 = e sin à 


À la date #1, par définition de l’ordre d’interférences, 


2Vot 
po+e=—— donc 
À 


IG) ne e irhegs (pre) 
Imax L s 
di 27nVo .: 2HVo .: 
FU) = << sin (2x p0 +27) = ru sin (21€) 


par périodicité du cosinus. On doit donc résoudre le sys- 
tème 
cos (271€) = —0,638 avec sin (27€) < 0 


Sur un cercle trigonométrique, on identifie les deux solu- 
tions de l'équation. 
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À d) Le réglage exact du contact optique est difficile à faire 
avec précision. L'abscisse exacte x, du contact optique est 
donc légèrement différente de x9. Notons X},1 l’abscisse 
du brouillage en prenant l’origine en x1. Le brouillage ap- 
paraît donc aux abscisses 





X1 +Xp1 = Xo + Xp et x] Xp] = X0 +X}, 











Xp —X;, 
donc 2Xp,1 =Xp -X}, soit Xp,1 = = 0,145 mm 
Comme € € 10, 1{, on doit donner les déterminations des Daedéduit 
angles dans l'intervalle [0,2x[, soit 2 
AX = —0 = 0,60 nm 


1 = 2,26 rad et & = 27 — «1 = 4,02 rad 


La solution dont le sinus est négatif est «>. On en déduit 


Las a) Au centre de l'écran, i = 0 donc Ô = 2e et par application de 


2ne = 2 — 4,02 rad donc € = 0,640 la formule de Fresnel : 


L'ordre d’interférences au centre quand le miroir s’est dé- 



































= 4e 
placé de d peut donc être exprimé avec 8 chiffres significa- L (e) = 2lo (i + cos 1e) 
ts : 12 (e) = 219 [1+c0s 1e) 
p= Po +E = 36 797,640 
On en déduit b) Les deux longueurs d'onde étant distinctes, les deux radia- 
tions sont incohérentes, on somme donc les intensités lu- 
24 Î ; 
= 36 797,640 soit d = 1,000 004 7 cm Mn 
\o 
ATe ATe 
I(e) = Ii (e) +12 (e) = 219 |2+ cos —— + cos —— 
ps 2 
On peut appliquer la formule de trigonométrie donnée par 
a) L'épaisseur de la lame d’air est e = X et au centre de l'écran l'énoncé en posant 
i = 0 donc 
= — ATe Are 
Ô=2ecosi=2Xp a 
M À 
b) Par définition de l’ordre d’interférences 
+q _ Ane(M\+h2) _ 4me 
2X 2  2AÀ 7 À 
PAT 7. débéAps 2Xh 2Xh donc À p-q _ Amel) | 2reAÀ 
2X TS AR SAN 2 21 AZ 
P2 = Fra 10 — à À0 + a “ie 0 
2reAÀ ATe 
doncI(e) = 41, |1+cos COS —— 
2Xp| 1 1 ÀË A0 
Ap= — | ——- 
A0 |1- AL 1+ A2 
2 c) Au point P de l'écran repéré par l'angle à très petit devant 
_— Xp [ AX | fi AX |] a la de marche ô = 2ecosi est très proche de 2e. 
p= No 7 75 n en déduit que 
. 2XpAA 4 nôAÀ 2rû 
soit Ap = 7 I(e, i) = 4l9 |1+cos COS —— 
\ A2 0 
0 
c) Le premier brouillage a lieu quand |Ap| = 3, soit Les deux cosinus sont des fonctions périodiques de &, leurs 
périodes respectives sont 
2 
2XHAX 1 À 
; = = soit A1= —0 2A2 
\ 2 AXp B' = 0 tp" =) 





AX 
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Le rapport de ces deux périodes vaut donc 


! 
B = 20 << 1 
B' AA 
Lorsque À varie sur un très petit intervalle, ô varie très peu, 
le premier cosinus est donc presque constant et le second 
effectue quelques oscillations entre —-1 et +1. L'intensité 
sur l'écran varie donc dans l'intervalle 


27eAÀ 
2 
\G 


27eAÀ 
2 
\ 


1—/|cos 1+ 





cos 





Alo <I(e,i) <41 


























On en déduit 


27eAX 
Z 
\ 


cos 2nea2 
0 


cos 








Imin = 410 Ë ee 


Imax = 410 |1+ 


| 
| 











Le contraste vaut donc 





d) Le contraste s’annule lorsque 


27eAÀ . 2neAX 7 
= 0 soit =—+nn, nAEZ 
\ K 2 


cos 








2 2 
À \6 

AAX 2AX 

Il y a donc bien brouillage périodique des franges, de pé- 
riode 


soitX=e= 


2 
2AX 
Cette période vaut 
2,180 —- 0,145 
D = 0,2907 mm 


2 2 
0 : \ 
donc —— = AX soit AA = ——— = 0,60 nm 
2AX 2AX 


a) Les bandes spectrales de largeur élémentaire do sont deux 
à deux incohérentes. On somme donc les intensités lumi- 
neuses données par la formule de Fresnel : 


2 
[900 
di = 230 [1 + cos(2roû)] e a ] do 
+00 {=n) 
donc I(f) = [ 2Do [1 + cos(2r0 )] e a ) do 
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b) Cette intégrale est la somme de deux termes : 
I(2) = J(0 + K() 


re (En) 
JE) =2% | e | 4 ] do 


On fait le changement de variable y = —— . On en déduit 


que do = ad y et que les bornes d'intégration sont — — et 
+00. Or a 69 donc on peut assimiler l'intégrale à celle de 
—00 à +00 : 





+00 


JD =22% Î RE 


y=-00 
d’après la relation donnée par l'énoncé. 


0-09 \2 


le) do 


+00 


K() =2% | 


K(®) = 2Doavre cos(2100ô) 


d’après la relation donnée par l'énoncé. On en déduit : 
24252 
I(f) =23oavn [1 +e Ta cos(2r006)| 
Or ô=2e=2Vot donc 
—a7 a Ve t? 
I(f) =29pavn[1+e Ô cos(2x-200Vot)| 
On obtient bien la formule donnée par l'énoncé avec 


Lo = 2ZoavT 


1 
a 200 Vo 








etT 
2TaVo 


Le rapport entre ces deux durées est 


T 260V. [y 
= 0 00,1] 


To : 21T4aVo Ta 





donc To T. 


c) Le cosinus oscille donc très rapidement (avec une très pe- 
tite période To) entre deux enveloppes : 


2 2 
1 l1-e () |<IH<I 1e] 











Ces deux enveloppes correspondent aux intensités maxi- 
male et minimale. Le contraste s’annule, il y a brouillage 
des franges lorsque l’exponentielle vaut presque 0. En pre- 
nant la valeur conventionnelle de 1 %, c’est donc le cas 
lorsque 


_{[iyÿ 1 | 
e (5) = 10 2 = TVIn100 =4,6057 


© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit. 


On identifie sur l’interférogramme 





l 
4,6057t = 200 donc = 43 
27raVo 


soit a = 





867 Vo 
La vitesse de déplacement du chariot est 


__0,500-107 


=5,56-1077 m:s 1 
15 x 60 


Vo 
donc a = 6,7: 10% m ! 


On compte le défilement de 480 franges, donc 





250 
To = —— =0,521s 
480 
soit = 0,521 et 09 = —— =1,73-106 m ! 
200Vo 1,042Vo 


l 
et A0 = — =578 nm 
00 





. . . . 2 . «le = ue JL 
a) La première relation de M s'écrit on + F 
donc ÿ = — + F d'où D/ = D ; on en déduit le gran- 
dissement 
x BC OB D’ -f" 
X BC OB D D-f' 


b) La formule du cours donne € = ax. 


c) Par application de la définition du grandissement : 


_f! D= ! 
= Éd EE Fe 


D-f! f' 


X 








d) La différence de marche est donc : 





D= ! 
Ô = 2€ = —-2a _. x 
e) Par application de la formule de Fresnel : 
axa(D -— f')x! 
1x) = 289 |1 + cos =" — 
(X ) 0 cos \F 
Les franges brillantes sont définies par 
4ana(D -— f')x! ; Af! 
Of = p'27 donc x, = Pat = fn 
af! 


»5  — 
et l'interfrange est donc i = Xp41 7 Xp = 7aD=f9 





Interféromètre de Michelson Chapitre 7 


f) Ona 
0,5 7 _ 
a=—".——=1,45-10 * rad 
60 180 
et i = 2,6 cm. On voit donc des franges rectilignes paral- 
lèles distantes de 2,6 cm. 


L'interfrange est identique dans les deux zones et vaut 
i = 1,0 cm sur l'écran. Par application des relations de conju- 
gaison, si on note D la distance entre la lentille et le miroir Mi, 
en tenant compte de l'orientation de l’axe optique 


1 1 1 f'D' 
— -— = — donc D =———— = 100 cm 
D’ D f' D'- f! 


Le grandissement vaut donc 


D! 
— — —] 

—D 

L'interfrange est donc le même sur le miroir M. Dans les no- 
tations de l'énoncé, 


La continuité des franges prouve que le décalage entre la zone 
centrale correspondant à la présence du nanofeuillet, et la 
zone périphérique est inférieure à un interfrange, la variation 
d'ordre d’interférences est donc inférieure à 1. On l’estime en 
mesurant l'écart métrique rapporté à l’interfrange 


Ax 0,3cm 
lApl=— = <0$ 
i 





, 


_ 1,0 cm _ 


La traversée du nano-feuillet d'épaisseur a par l’un des rayons 
induit une différence de marche supplémentaire 


Aô=2(n-1)a 


Le coefficient 2 est expliqué par l'aller et le retour du rayon 
après réflexion sur le miroir, le coefficient (n-1) est expliqué 
par le fait que la lame d'indice ñn remplace l’air d'indice 1. On 
en éduit 





Api= AG , 2(n-l)a 
DNS TOREET 
2(n- ; 
donc Une = 0,3 soit a = 0,549 = 180 nm 
À0 2(n-1) 


Voici l'allure des miroirs après repliage (les proportions ne 
sont pas respectées). 
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Chapitre 7 








Le système se comporte donc comme un coin d’air sphérique. 
Comme on fait l'observation sur M’, la différence de marche 
est, comme dans le coin d’air Ô = 2e. On lit sur la figure 


e=HS=R-OH=R- VR2-7r2 


Comme R est de l’ordre de la dizaine de mètres et r de l’ordre 
de quelques centimètres, on peut faire le développement li- 








mité 
share 
E = — — — | = — _ — 
R2 2R2 
it r? 
SOLEZ — 
2R 


L'ordre d’interférences vaut donc 
Ge 
T)= —— 
PRE 
Les franges brillantes sont observées lorsque p est un en- 
tier. Au centre de la figure, on est au contact optique d’après 
l'énoncé, donc p = 0 et on a bien une tache brillante. Le rayon 
mesuré sur l'écran est égal à r multiplié par 4,0 (grandisse- 
ment). Pour les franges visibles, de k = 0 à 4, on a donc 
CT or 
k= soit r; = 16,0Rk 
À0R k = 





Dressons le tableau des valeurs de n en fonction de k. 


k 0 1 2 3 4 
TE (x107* m°) 0 | 2,26 | 4,84 | 6,76 | 9,00 


Le coefficient de régression linéaire vaut 0,9991 ce qui valide 
le modèle. Le coefficient directeur vaut 


1619R = 2,251-1074 m°? 


2,251:1074 


donc R= 
1619 


=24m 
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a) Lorsque les arêtes [AB] et (O, y) sont confondues, le re- 
pliage des miroirs donne la figure suivante. 





M; É 


i) Pour x <0 et x > b, on est en dehors de la lame pris- 
matique. La différence de marche est 





Ô(x) = 2e = 2xtana = 2ax 


Les franges brillantes sont définies par 


Q À 
p= RE = keZsoitx= xe = EE 


Les franges du coin d’air sont donc rectilignes, paral- 
lèles à l’arête (O, y), et d'interfrange 


._ À 
i=—=1,0mm 
2a 


ii) Pour x e [0, b], en présence de la lame, la différence de 
marche est 


p(x) =2Ee-2(n-1)Ë =2xtana-2(n-1)xtanf 


soit (x) = 2x(a—(n- D) 


Les franges brillantes sont définies par 


HO | … 0 
p= À TRAD 


Les franges du coin d’air sont donc rectilignes, paral- 
lèles à l’arête (O, y), et d’interfrange 


A0 


= ———— = 2,0 mm 
2(a—(n—1)f) 


Î 


On en déduit la figure d’interférences. 


y 
l'mm 
1e 
[TI 


b) Lorsque l’arête [AB] est confondue avec (O, x), le problème 
géométrique est plus difficile. 
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ii) 


Pour (x, y) en dehors de [0, b] x [0, b], la différence de 
marche est 


Ô(x) = 2e = 2xtana=2ax 
Les franges brillantes sont définies par 


(x) u _. _ pAO 
ER 


Les franges du coin d’air sont donc rectilignes, paral- 
lèles à l’arête (O, y), et d’interfrange 


._ À 
i=—=1,0 mm 
2a 


Pour x € [0, b] x [0,b], en présence de la lame, effec- 
tuons une coupe dans le plan y = cste. L'épaisseur de 
la lame est constante et vaut ytanf = 6 y. 








| 


Y- 





[\ 
Bleu 








La différence de marche en (x, y) vaut donc 


u(x, y) =2E-2(n-1)Py=2xtana-2(n-1)ytanf 


soit (x, y) =2(ax-(n-1)By) 


Les franges brillantes sont définies par 


U(x, y) .. 24  2(n-1Df 
= ————— = kEZ soit —x-———7y=k 
p soi Le À y 


soit 1000x — 500 y = k 


Les franges du coin d’air sont donc rectilignes, paral- 
lèles entre elles, de pente 2, elles se raccordent avec 
les franges en dehors de la lame sur le segment [AB]. 


Voici la figure d’interférences. 





Interféromètre de Michelson Chapitre 7 


y 
1 mm 
“a 


Le point P'(x’, y!) de l'écran est le conjugué du point P (# %) 











de M, où la différence de marche vaut 


ax! 


Ô = 2e = 2ax = — 
5 


et où l’ordre d’interférences pour la longueur d'onde À vaut 


ô ax’ 


PERS 


La zone de blanc d’ordre supérieur est celle où aucune radia- 
tion n’est éteinte, donc celle où l’ordre d’interférences reste 
inférieur à = en valeur absolue quelle que soit la longueur 
d'onde du spectre du visible. Il faut donc, et il suffit que ce 
soit vrai pour la plus petite longueur d’onde du spectre : 


alx'| 1 7 
nn 9 à soit [x | < 4,0 cm 
5 x400:107 2 
Pour x’ > 4,0 cm, déterminons le nombre de cannelures vi- 
sibles. Une longueur d'onde est éteinte si p est demi-entier, 
soit 
ax’ 1 


— =k+-,kEeZz 
5À 2 
! 
soit À = — 
5[k+}) 


Les bornes pour la longueur d'onde imposent 


! 
400-107 < < 800-107 
5{k+ ;) 


5[k+ 1) 


soit 1,25: 106 < <2,50:106 


1 
soit 6,25x/ —0,5 < k< 12,5x! — = 


Le nombre de cannelures est donc le nombre d’entiers entre 
ces deux bornes, soit environ 6,25x/ (à une unité près). La 
zone de blanc à 5 cannelures commence donc quand 


6,25x/ > 5 soit x/ > 80 cm 


Voici donc l'allure de la figure observée sur l'écran. 
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Chapitre 7 Interféromètre de Michelson 
5 
.2 
2 irisations 5 irisations 2 
‘a 5 ‘8 
Ë à É 
Ë Ë & x{cm) 
f Ù r à + + + es 
o 5 o 
É ROCCO SC OCIOCONSSO € 
= 2 = 
LE 
5 


a) 


b 


TZ 


c) 


d 


T 


La figure d’interférences montre les franges d’égale incli- 
naison avec des franges en forme de cercles concentriques. 


Au contact optique, on observe une tache uniforme, la 
teinte plate. 


Le contact optique n’est pas atteint car il y a des cannelures. 
Au contact optique, le nombre de cannelures doit être nul. 
Il faut donc observer l’évolution des cannelures au spectro- 
scope. Si en tournant T, les cannelures se resserrent et leur 
nombre augmente, on s'éloigne du contact optique. Il faut 
donc tourner, très doucement, la vis T dans le sens où les 
cannelures s’espacent et où leur nombre diminue. 


Déterminons la relation entre le nombre de cannelures et 
l'épaisseur e de la lame d’air. L'ordre d’interférences au 
centre de l'écran (i = 0) pour la longueur d'onde À est 


Ô 


e 
PO X 


Il y a une cannelure noire dans le spectre pour la longueur 
d'onde À si 


1 2 1 
pO =Ek+ =, keZsoit = k+ = 
2 À 2 
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2e 





soit À = 
Kk+5 


Les bornes pour le visible sont 


2e 


400: 107% < < 800:107° 





1 
k+3 


k+1 
soit 1,25: 106 < —È <2,5-106 
e 


1 1 
soit 2,5-100e-— à <k<5,0-106e- : 


Le nombre N de cannelures est égal au nombres d’entiers 
vérifiant cette double inégalité, donc, à une unité près : 


1 1 
N= [s,0-10e- ;) -(25-10e- ;) =2,5:10%e 


Lorsqu'on observe une vingtaine de cannelures, l’épais- 
seur de la lame d’air vérifie donc 


2,5-10e = 20 soit e=8 um 


On doit donc déplacer le miroir M1 de e, il faut donc tour- 
ner de 
8-1076 


0.500103 _ 0,016 tours 


donc d’un angle 
a= 0,016 x 360 = 6° 
On comprend donc la délicatesse avec laquelle on doit 


tourner la vis pour observer les teintes de Newton et le 
blanc d'ordre supérieur. 


Quatrième partie 


Électromagnétisme 
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CHAPITRE 


Équations de Maxwell 


Thèmes abordés dans Les exercices 


Densité volumique de charges. 

Densité volumique de courants. 

Bilan macroscopique de charges. 

Équation locale de conservation de la charge. 
Équations de Maxwell, forme locale. 
Équations de Maxwell, forme intégrale. 

Loi de Faraday 

Intensité du courant électrique. 

Loi d'Ohm locale. 

Loi d'Ohm. 

Résistivité, conductivité, résistance. 

Effet Joule. 

Vecteur de Poynting, équation de Poynting. 


9 © © © © © © © © © © © © 


Points essentiels du cours pour la résolution des exercices 


Faire un bilan de charges. 

Exploiter les équations de Maxwell sous diverses hypothèses. 
Exploiter les formes intégrales des équations de Maxwell. 
Énoncer et exploiter la loi d'Ohm locale. 

Exprimer la résistance électrique d’un conducteur. 

Faire un bilan de puissance Joule. 

Exploiter l'équation locale de Poynting. 
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Chapitre8 Équations de Maxwell 


Les méthodes à retenir 


Faire un bilan de charges. 
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Les grandeurs pertinentes sont la densité volumique de charges 


M, t) = La À 
p( ) ] 


exprimée en coulomb par mètre cube et le vecteur densité de courant 
volumique 

ÏCM, 1) = ee 

JOUR GS 
exprimé en ampère par mètre carré (attention au piège !), ou encore 
en coulomb par seconde et par mètre carré. Un bilan de charge est 
un cas particulier de bilan, où la grandeur extensive est la charge en 
coulomb, et où le vecteur densité de courant volumique donne accès 
aux quantités entrantes et sortantes. La loi locale de conservation de 
la charge s'écrit 

Ôp(M, f) 
Ôt 

La charge totale dans un volume macroscopique Ÿ est 


q(ù - || e(M, ©) - dt 
Y 


Le courant traversant une surface macroscopique Z orientée est 


1= Î[ ÏM, 0 -d$ 
pa 


+ div j(M, #) =0 


Exemple : 


On travaille en coordonnées cartésiennes sur un élément 
de volume parallèlépipédique dT = dx x dy x dz 


À 
z+dz |. 














y y+dy 
= = L= 
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Équations de Maxwell Chapitre 8 


Le vecteur densité de courant volumique sur la facette 
avant (indexée f pour front, devant en anglais) est j(x+ 
dx, y, z, ?), celui sur la facette arrière (indexée b pour bot- 
tom, derrière) jt, y, 2, t). Le vecteur surface sortant de la 


facette avant est dS ; = dy-dzü,, celui sortant de la facette 


arrière dSy = —-dy:dzü, La charge sortant de la facette 
avant pendant dt est 


dqs = j(x+ dx, y, 2, D)-dS -dt = j,(x+ 4x, y,2,0)-dy-dz-dt 
De même, la charge entrant par la facette arrière est 

d Ge = — (x, 7,2, D -dSy-dt = — j:(%, 7,2, D) -dy-dz:dt 
La charge totale entrante par la paire de facettes avant- 


arrière est donc 


Ôj+(X, y, 2, f) 


ne Ôx 


-dx-dy-dz:dt 


En raisonnant de même sur les trois paires de facettes, on 
en déduit le bilan de charges sur l’élément dt portant une 
charge p: dr : 


px, 7,2, (+ dt)dxdydz-p({x, y,z, )dxdydz = 


Ôjx » Jr ;É Ôj X, ,Z, t Ô jz 71 1 
_(SsbmeN 2hEPa6 Layeb). 
Z 


Ôx Ôy ô 


En divisant par dxdydzdt, on reconnaît à gauche 


Ôp(x, y, z, ®) 
Ôt 


et à droite 


Ôjx(x, y, 2, ©) : Ôjy(x, y, 2, t) : Ojz(X, y, 2, t) 


Ôx Ôy Ôz 
Ô : 
0x Jx L 
3 ‘| jy =div)j 
hr 
Ôz * 


d’où l'équation locale de conservation de la charge 


Ôp(M, f) 
ôt 





+ div j(M, t) = 0 





> Exercices 8.1, 8.2, 8.3. 
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Chapitre8 Équations de Maxwell 


Exploiter les équations de Maxwell sous 
diverses hypothèses. 
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Une distribution volumique de charges p et une distribution volu- 
mique de courants j créent en tout point P et à toute date f un champ 
électrique É(P t) et un champ magnétique Ë(E t). Les équations de 
Maxwell énoncent les quatre relations entre ces grandeurs. 


M. Gauss div 
M. Faraday rot 


= £ M.Thomson divB=0 


= M. Ampère rot B = Uoj + Eolo 


Eo = 8,854-10 2 Fm ! est la permittivité diélectrique du vide et 
Uo = 47-10 7 H-m ! est la perméabilité magnétique du vide. 
Voici les trois modes de simplification de ces équations. 


a) Les hypothèses constitutives sont des lois supplémentaires carac- 
téristiques du milieu étudié ou du type de solution cherché. Ce 
sont elles qui structurent les différents chapitres de l’électroma- 
gnétisme : régime stationnaire ee = 0), quasi stationnaire (t  T), 
vide (p=0et j= Ô), conducteur ohmique (j= YÉ), 2 

b) Les lois d'analyse vectorielle permettent de combiner les opéra- 
teurs div, grad et rot (en particulier 


div rot À = 0, rot grad V = 6, rot rot À = grad div À — AÀ) 


et d'exprimer les formes intégrales des relations grâce aux théo- 


rèmes de Stockes 
fñai- [| rotx-as 


fps - [ff aiva.ax 


c) Le théorème de Schwartz permet d’intervertir l’ordre des dériva- 
tions (ou intégrations) par rapport à l’espace et par rapport au 


temps. Par exemple 
Das-a[fr&) 
U — = — À 
SJ] 5t at 


et d'Ostrogradski 


O(div À) _ 


de ‘À 
IN | — 
ôt Ôt 








Exemple : 


La loi de conservation de la charge est une conséquence 
des équations de Maxwell. On remarque que p est lié par 


(MG) à É et que jest lié par (MA) à B et É. On cherche donc 
à éliminer B dans (MA). 
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Exploiter les formes intégrales des 
équations de Maxwell. 


Équations de Maxwell Chapitre 8 


Exemple : 


Or la divergence du rotationnel est nulle. On applque donc 
l'opérateur divergence à (MA) : 


div rot B = 0= Ho 





» ÔË 
div j +eodiv | — 
iv j +€o «(S) 


Le théorème de Schwartz permet d’intervertir les opéra- 
teurs de dérivation spatiale et temporelle, et en utilisant 
l'équation de Maxwell-Gauss : 


ôdivÉ s - DE - Ô 
TL div j+e0—2 = div j+ P 


0 = div j +€0 ce Gr 











> Exercices 8.4, 8.5. 


Par application du théorème d’Ostrogradski aux divergences, du théo- 
rème de Stokes aux rotationnels, on obtient les quatre théorèmes sui- 
vants. 

a) Théorème de Gauss. Soit Z une surface fermée délimitant un vo- 
lume intérieur Ÿ. Le flux du champ électrique sortant de ZX est égal à 
la charge intérieure à Ÿ divisée par € : 


ÎPE- 48 - = avec Qu = |] pdt 
vx €o V 


b) Conservativité du flux du champ magnétique. Soit Z une surface 
fermée. Le flux du champ magnétique sortant de Z est toujours nul : 


ff 5-a8-0 
x 


c) Le théorème de Faraday dont un corollaire est la loi de Faraday est 
un corollaire de la forme intégrale de (MF). Si € un lacet orienté et. 
une surface orientée tendue sur ce lacet, alors 


fEa--T aveco= || B.dS 
€ dt SP 


Une force électromotrice d’induction e apparaît dans un circuit fili- 
forme fermé traversé par un champ magnétique dont le flux ®; est 
variable au cours du temps avec 


dd; 
dt 
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Chapitre8 Équations de Maxwell 


Énoncer et exploiter la loi d'Ohm locale. 
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d) Théorème d'Ampère généralisé. Soit € un lacet orienté, et. une 
surface tendue sur ce lacet, orientée de façon cohérente avec l’orien- 
tation du lacet, selon la règle du tire-bouchon. La circulation de B le 
long du lacet orienté vaut : 


Lentacé = Mes É ds 


5 dû I as 
-dê = cé + EoHo —— avec Hs 
€ Ho’enlacé oHo d = ff,E-dS 


dt 


Exemple : 


En régime stationnaire, on remarque que É et B ont des 
propriétés croisées. 

° É est à circulation nulle sur un contour fermé et B est à 
flux nul à travers une surface fermée 


PE-di-0e ffs-as-0 


Un corollaire de ces propriétés est que la circulation de Ë 
entre deux points ne dépend pas du chemin suivi pour al- 
ler de l’un à l’autre (c’est la loi des mailles) et que le flux du 
champ magnétique à travers une surface orientée tendue 
sur un lacet ne dépend pas de la surface choisie (c’est fon- 
damental pour l'application de la loi de Faraday). 

* É est créé par les charges et B par les courants 


dpe-as- 2 et Ÿ Bd = olecé 


€o 


Ces théorèmes de Gauss et d'Ampère seront largement ex- 
ploités dans les chapitres respectifs 9 et 10. 








— Exercices 8.6, 8.7, 8.8, 8.9, 8.10. 


La loi d'Ohm locale s'écrit L 

I=YÉ 
où y est la conductivité électrique exprimée en Siemens par mètre 
ou Q-1:m !. Cette loi est la conséquence à l'échelle mésoscopique 
du comportement des porteurs de charge à l'échelle microscopique. 
Construire un modèle, c’est utiliser les lois mécaniques relatives aux 


porteurs de charge sous des hypothèses précisées et en déduire la loi 
d'Ohm par sommation sur les porteurs. 


© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit. 


Exprimer la résistance électrique d’un 
conducteur. 





Équations de Maxwell Chapitre 8 


Exemple : 


Le modèle de Drude est basé sur l'hypothèse qu'il existe 
ñ porteurs de charge par unité de volume, de masse m 
et de charge q. Ils se déplacent sous l’action de la force de 
Lorentz et subissent une force de frottement fluide linéaire. 
La loi de la quantité de mouvement s'écrit donc 

dv 


m— = gÉ+qDAË- 
di q q 


D 
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Si on peut négliger la force magnétique devant la force élec- 
trique, alors la vitesse limite atteinte (en régime perma- 
nent, — = Ü) par les porteurs est assimilée à leur vecteur 
vitesse moyenne 


2 2 gta 
< D >= Dim = —E 
m 


En posant Ë = Eü et en considérant un élément de surface 
ds = ds ü, les porteurs de charge qui le traversent pendant 
dt sont ceux situés dans un cylindre de base dS et de hau- 
teur < v > dt ; il y en a donc #0 < v > dtdS, de charge 
totale dq = no < v > dtdSq, donc j = jü avec 








+ di, dq . M<v>dtdSq. 
= {= = —— 
1735" dras das 
2 
“pps as 1e 
m 
donc y = Ma, 





> Exercices 8.11, 8.12, 8.13. 


La résistance électrique R d’un conducteur ohmique est le rapport 
entre la tension électrique u = VA — V8 à ses bornes et l'intensité élec- 
trique À qui le traverse : 


Va VB =Ri 


Deux méthodes conduisent à l'expression de R : 
Méthode 1 Connaissant i, on exprime j (i = Î j-dS), on en déduit 


Ë (j= YÉ) puis le potentiel électrostatique V (Ë = -grad V, V étant 
défini à une constante près, la référence est la masse où V = 0) et 
enfin u = Va — V8. 


Méthode 2 Connaïissant V, on exprime u = Va — Vg, et on calcule É 


(Ë = -grad V) puis j (j = YË) et i (i= Î j- ds). 
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Chapitre8 Équations de Maxwell 


Exemple : 


La résistance d’un conducteur ohmique prismatique, de 
longueur L et de section S peut être calculée par la pre- 
mière méthode. Soit i l'intensité traversant le conducteur, 
entrant par la face A et sortant par la face B. 




















Y= 


Supposons le vecteur densité de courant volumique j uni- 
forme. Alors 


Î= . donc E = A 
S yS 


La relation Ë = —grad V s'écrit ici É=- _ ü, donc 
ae : d V(x) : +K 
— =-— donc V(x) =-—x 
dx YS S 


On en déduit la tension électrique 
iL 
U = Vi -VR = V(0) — V(L) = — 
yS 


On en déduit R = F =L, 








— Exercices 8.14, 8.15, 8.16, 8.17. 


Faire un bilan de puissance Joule. La puissance électrocinétique volumique dissipée par effet Joule 
dans un conducteur ohmique est 


= = 


JrÉ=YE - 


< [4 


Elle est exprimée en watt par mètre cube. Faire un bilan de puissance 
Joule, c’est calculer la puissance totale dissipée par effet Joule par in- 
tégration tridimensionnelle dans un conducteur ohmique. 
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Exploiter l'équation locale de Poynting. 


Équations de Maxwell Chapitre 8 


Exemple : 


Pour une répartition uniforme de courant volumique dans 
un conducteur cylindrique d’axe (O, 2), de longueur L Œ de 
rayon a, parcouru par un courant d'intensité à, j = = üz 


et 
Poule = -f 1e —— 1 dr d80dz 
Le z=0 J6=0 Jr=0 ya æ 
F. Fil 
Poule = = 1: 16127 Ë | 
yat 
2 


= eh 
= 











+ Exercices 8.18, 8.19. 


Le vecteur de Poynting électromagnétique est 
ÉAB 
Ho 





TI = 


Il est exprimé en joule par seconde et par mètre carré. Son flux à tra- 
vers une surface S est la puissance électromagnétique transportée : 


= [fra 
S 


Le sens physique de Ï apparaîtra plus nettement dans le chapitre 11. 
La relation suivante est l'équation locale de poynting exprimée ici 
dans le cas général : 


_ Ôlem TN - 
=divIl+ j:E 
"Ôt. 
Ue = 3E0Ë° 
AVEC Uem = Ue + Um Et 1 À 
Um — 2 Lo 


Voici quelques axes d'interprétation de cette relation. 

° Uem St l'énergie volumique électromagnétique . 

e j- É est la puissance volumique électrocinétique. 

- L'équation est donc homogène à une puissance volumique. 
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Son sens physique peut être résumé ainsi : la diminution d’énergie 
volumique par unité de temps (terme de gauche) est due à la somme 
de la perte par rayonnement électromagnétique (la divergence est 
positive quand le champ de vecteur « diverge », ou qu’il est dirigé vers 
l'extérieur) et de l'énergie consommée par mise en mouvement des 
charges (ÿ) sous l’action du champ électrique (Ë). 

L'équation locale de Poynting est conséquence des équations de Max- 
well, sa vérification permet donc de valider les calculs effectués dans 
une situation donnée, et elle permet surtout de donner un sens phy- 
sique énergétique aux différents termes apparaissant dans les gran- 
deurs électromagnétiques exprimées. 


Exemple : 


Dans le vide, p = 0 et j = Ü donc l'équation locale de Poyn- 
ting s'écrit 
nor 
Ôt 

On verra dans le chapitre 11 une famille importante de so- 
lutions des équations de Maxwell appelées ondes planes 
progressives harmoniques. Injectons dans les équations 
de Maxwell les champs suivants 





E 


É = Eoü, cos (wt-— Kkx) 

B = Bou, cos (wt-— kx) 
Il est immédiat que div Ë = 0 et div B = 0. Les équations de 
Maxwell-Faraday et de Maxwell-Ampère s’écrivent 


KE, cos(wt — kx) = wBo cos(wt — kx) 
—KkBo cos(wf — Kx) = EoHowEo Cos(wf — Kx) 


k? = Eolow? 


donc ÉE:=0b 


On pose c = qu'on identifiera à la vitesse de la lumière 
dans l'étude des ondes électromagnétiques, et on en dé- 
duit 

w = kc et Eo = CBo 
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Équations de Maxwell Chapitre 8 


L'énergie électromagnétique vaut alors 


2 
0 


: cos’ (wt— kx) 
oC 





l 
Uom= 70080 cos? (wt— kxX) + 3 


SOit Uom = €0E5 cos? (wt— Kkx) 


On remarque qu’il y a équipartition de l'énergie volumique 
entre composante électrique et composante magnétique. 
Le vecteur de Poynting vaut 
2 
= — cos? (wt— kx) x 
Hoc 


On calcule les deux termes de l'équation de Poynting 


Dee = -2e6Efwsin(wt- kx) cos(wt — kx) 
=" 2 
div II = 2 ksin(wt— kx) cos(wt — kx) 
Ces deux termes sont bien égaux car 


l 
— = Epc et w = Kc 
Hoc 








+ Exercices 8.20, 8.21. 


Énoncés des exercices 


Bilan surfacique de charges (d’après Mines PSI (1) 2012) 


Sur une plaque plane de très faible épaisseur, des charges sont réparties selon une 
densité surfacique o(x, y, f) exprimée en coulomb par mètre carré, leur déplacement 
est caractérisé par un vecteur densité de courant surfacique js (x, y, t) exprimé en 
ampère par mètre : sa direction est celle de déplacement des charges, et à travers 
une languette de largeur d£ perpendiculaire à cette direction circule un courant d’in- 
tensité js : d£. Établir l'équation locale de conservation de la charge reliant les com- 
posantes j; et j, de jeto. 


235 


Chapitre8 Équations de Maxwell 


236 


Bilan volumique radial de charges 


Autour d’un axe (O, 2), on observe un mouvemant radial de charges. Le vecteur den- 
sité de courant volumique s'écrit j(M, f) = j(r,t)ü- en coordonnées cylindriques et 
la densité volumique de charges p(M, #) = p(r, f). 


a) En travaillant sur l'élément de volume situé entre deux cylindres de hauteur H et 
de rayons r et r+dr, établir l'équation locale de conservation de la charge reliant 
j(r, D et p(r, ©). 


b) Exprimer l'intensité i(r, t) traversant le cylindre de hauteur H et de rayon r dans 
le sens des r croissants. 


c) En régime permanent, quelle est la particularité de cette intensité ? 


Bille radioactive 


Une bille radioactive initialement neutre de rayon R = 0 émet de façon isotrope, à 
partir de la date f = 0, N particules par seconde de charge e, avec une vitesse de 
norme v9.Onnote ji r,t) = j(r, D ü, le vecteur densité de courant volumique et p(r, f) 
la densité volumique de charges en un point M à la distance r = OM du centre O de 
la bille et à la date f. 


a) Justifier l'existence, à la date f, d’un rayon critique r.(f) et l’exprimer. 
b) Déterminer la charge Q(f) de la bille à la date f. 


c) En supposant que les particules se déplacent à une vitesse vo constante, Exprimer 
(7,0 et p(r, à pour r < rc(#). 


d) Vérifier la conservation de la charge totale du système. 


e) Pourquoi l'hypothèse de constance de la vitesse des particules est-elle discu- 
table ? 


Équations de Maxwell dans le vide 
Dans le vide, il n’y a ni charge ni courant. 
a) Exprimer les équations de Maxwell dans le vide. 


b) On donne la relation d'analyse vectorielle 
rot [rot] = grad [div À] - AÀ 


Établir les équations aux dérivées partielles (dites équations de d’Alembert) véri- 
fiées séparément par É et B. 

1 
VÆoHo 


commenter le résultat. 


c) Montrer que 





est homogène à une vitesse. Calculer sa valeur numérique et 
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Équations de Maxwell dans l'ARQS 


ARQS est l’acronyme de Approximation des Régimes Quasi Stationnaires. Sous cette 
approximation, on suppose que la durée caractéristique t de propagation des per- 
turbations est négligeable devant la durée caractéristique T des variations des gran- 
deurs. On considère qu’un circuit électrique étudié en séance de travaux pratiques 
possède une taille caractéristique de l’ordre de L = 30 cm. Il est alimenté par un gé- 
nérateur basse fréquence, de fréquence maximale de l’ordre du mégahertz, de pul- 


sation w donc de période T = 2x, On démontre (voir chapitre 11) que la célérité 
de l'onde électrique est de l’ordre de celle de la lumière dans le vide co = = = 


VEoHo 
— est de l’ordre 





3,0-108 m-s-!. On rappelle qu’en ordres de grandeurs, la dérivée 
de grandeur du rapport des valeurs caractéristiques 


ÔY _ odglYl 
X odg[X] 





a) Justifier que l’ARQS est vérifiée pour le circuit électrique décrit. 


b) En traitant les équations de Maxwell en ordres de grandeur, montrer que 


call 2 
CL RS 


c) En déduire les expressions des équations de Maxwell dans l'ARQS et les comparer 
avec celles en régime stationnaire. 


d) La loi des nœuds résulte de la relation div F = (. La loi des condensateurs ré- 
sulte de l'équation de Maxwell-Gauss. La loi des bobines résulte de l'équation 
complète de Maxwell-Faraday. On démontre que la loi des mailles (établie en ré- 
gime stationnaire à l'exercice 8.8) et les propriétés des résistances (résultant de la 
loi d'Ohm locale) sont valables dans l’ARQS. Pourquoi l’ARQS est-elle considérée 
comme le cadre d'étude de l'électricité de première année ? 


Démonstration de la loi de conservation par bilan de charges 


Soit Z une surface fermée délimitant le volume 7. On donne la loi d'analyse vecto- 
rielle suivante, appelée théorème d’Ostrogradski : 


#ias-/] div Âdt 
È VY 


On note p(M, f) la densité volumique de charge et M, t) le vecteur densité volu- 
mique de courant en M à la date t. 


a) Exprimer la charge totale Q(f) dans Ÿ par une intégrale triple. 
b) Exprimer l'intensité totale I(f) du courant qui traverse X par une intégrale double. 
c) Traduire la loi de conservation de la charge par une relation entre Q(®) et I(#). 


d) Enutilisant le théorème d’Ostrogradski, en déduire la relation 


I, 


e) Cette relation étant valable pour tout volume 7, en déduire l'équation locale de 
conservation de la charge. 


+. Ôp 
div j+—|dt=0 
ivj+s dt 
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de 
& 


8.11 


Loi des nœuds 


Un nœud d’un circuit électrique est modélisé par une jonction entre trois fils conduc- 
teurs canalisant le courant électrique. On note À, i1 et à les intensités des courants 
traversant les surfaces S, S et S2 selon le fléchage du schéma. 














Montrer qu’en régime stationnaire À = i] + i2. 


Loi des mailles 


Établir la loi des mailles en régime stationnaire pour un circuit électrique filiforme. 


Flux du champ magnétique dans la loi de Faraday 


Un circuit électrique filiforme définit un lacet € orienté par le sens conventionnel 
choisi. Montrer que le flux du champ magnétique à travers une surface S tendue sur 
€ et orientée de façon cohérente avec la règle du tire-bouchon, ne dépend pas de la 
surface choisie. 


Théorème d'Ampère généralisé 

Un câble cylindrique de rayon R et d’axe (O, z), conducteur ohmique de conductivité 
y, est parcouru par un courant électrique de densité volumique j = j(r, f)üz.On note 
B = B(t)üg le champ magnétique à la surface de ce conducteur. Établir la relation 
entre B(f) et l'intensité totale ;(#) circulant dans le câble. 


Ordres de grandeur dans le modèle de Drude 


Le cuivre pur a une conductivité y = 5,98: 107 S-. m”l, une masse volumique 
u = 8,96-10 kg:m et une masse molaire M = 63,5:1073 kg-mol-!. Le nombre 
d'Avogadro vaut à = 6,02:1023 mol-!, la charge de l’électron —e = —1,60:1071° C 
et sa masse m = 9,11:107%1 kg. On suppose que chaque atome de cuivre fournit 
un électron mobile de conduction. Calculer les valeurs numériques du nombre #0 
d'électrons mobiles par mètre cube, de la constante a de la force de frottement fluide 
linéaire subie par les électrons et de la constante de temps + caractéristique de la 
convergence de la vitesse des électrons vers sa valeur limite. 
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Modèle de Drude collisionnel (ENS PC 2012) 


Dans un métal, les porteurs de charge sont des électrons libres de charge —e et de 
masse m, le métal en comporte n0 par mètre cube. Ils sont susceptibles d'entrer 
en collision avec les atomes du réseau cristallin, les impuretés et défauts du métal. 
Après chaque collision, leur vitesse est distribuée de manière totalement aléatoire : 
si on note Vn (0) la vitesse d’un électron après le n-ième choc à l'instant f = 0 pris 
à la date du choc, alors la moyenne sur un grand nombre N de chocs est nulle : 
REN Va (0) = 6. La probabilité qu’un électron subisse une collision pendant l’in- 
tervalle de temps d'f est dp = + -dt. Entre deux collisions, les électrons ne subissent 
aucun frottement et sont soumis au champ électrique Ë = Eü uniforme et constant. 


a) Établir l'équation différentielle vérifiée par la probabilité P(+) qu’un électron n'ait 
subi aucune collision au cours des f secondes qui suivent sa dernière collision. En 
déduire l'expression de P(f). 


b) On définit la densité de probabilité p(f) par la relation P(f) = f° p(#')dt (p ne dé- 
1 £ 


=e Te 
7e ‘e. 


signe donc pas ici la densité volumique de charges). Montrer que p(f) = 


c) Déterminer la vitesse VD d’un électron entre les collisions n et n+1. 


d) En déduire la vitesse moyenne 


<Vhn >= | Va(@p(Odt 
0 


de la vitesse d’un électron au moment du (n+1)-ième choc puis sa valeur 
moyenne < V > sur tous les électrons du métal. 


e) En déduire la loi d'Ohm locale dans ce modèle et donner l'expression de la 
conductivité y. 


Bon conducteur ohmique 


Un « bon » conducteur ohmique est un conducteur de conductivité supérieure à 
106 S-m°!. Il est soumis à des champs électriques et/ou magnétiques périodiques 
de fréquence inférieure à 1015 Hz, ce qui est le cas pour les phénomènes électriques 
et optiques dans le domaine du visible. On rappelle qu’en ordres de grandeurs, la 


dérivée _ est de l’ordre de grandeur du rapport des valeurs caractéristiques 


ÔY , odg[Y] 
ôX odg[X] 


a) Établir l'équation différentielle vérifiée par p. 

b) La résoudre et en déduire qu’on peut prendre p = 0 dans un bon conducteur aux 
fréquences considérées. On prendra €o = 1071 F.m 1. 

c) En travaillant en ordres de grandeur, montrer qu’un terme peut être négligé dans 
l'équation de Maxwell-Ampère. 


d) En déduire les expressions des équations de Maxwell dans un bon conducteur et 
les comparer avec celles en régime stationnaire. (On pourra aussi les comparer à 
celles obtenues dans l'ARQS à l'exercice 8.5). 


e) Établir l'équation de diffusion (du second ordre par rapport aux variables d’es- 
pace et du premier ordre par rapport au temps) vérifiée par E dans ce cas. 
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Résistance toroïdale (Mines-Ponts PSI (1) 2014) 


Un conducteur ohmique de conductivité y = 107 S:m | a la forme d'une section 
torique de rayon intérieur a, extérieur b, de hauteur c, et d'angle «. On suppose que 
le potentiel ne dépend que de la variable 8 et on impose un potentiel V(O = 0) = 
et V(8 = «) = 0. On donne l'expression du gradient et du Laplacien en coordonnées 
cylindriques : 


oV 
— 9 18 f OV\ 102V dv 
dv=| 19v vestes 
de 00 © r or |"5r)" 7200 57 
êz 











Le potentiel vérifie l'équation de Laplace AV = 0. Établir l'expression de V(@) et en 
déduire l'expression de la résistance orthoradiale R entre la face avant et la face ar- 
rière du conducteur. Vérifier que si b = a, on retrouve la résistance du conducteur 
prismatique. 


Conduction électrique dans un semi-conducteur (analyse documentaire) 
(CCP PSI (1) 2009). 

Dans un matériau semi-conducteur, un électron deviendra porteur de charge mobile 
s’il quitte la bande énergétique de valence de l’atome pour atteindre la bande de 
conduction. Ceci est possible grâce à l’agitation thermique au sein du matériau et on 
admet que la densité électronique vérifie la statistique de Boltzmann : 


où kg = 1,38-10723 J.K-l est la constante de Boltzmann et Es une énergie de réfé- 
rence. On mesure la résistivité p = : du silicium à très basse température : 





On notera « le coefficient de frottement et q la charge de l’électron. 
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b) 


c) 


Équations de Maxwell Chapitre 8 


Pour un matériau conducteur classique, proposer une explication au fait que la 
résistivité augmente avec la température. 


B 
Pour le matériau semi-conducteur silicium, justifier théoriquement que p = poeT 
et vérifier expérimentalement la validité de cette expression ; préciser la valeur 
de Es. 


Un semi-conducteur dopé est enrichi en atomes étrangers (appelés impuretés) 

répartis dans le matériau. Expliquer pourquoi la résistivité d’un semi-conducteur 

diminue : 

i) si, lorsqu'il est « dopé N », les impuretés libèrent des électrons de conduction 
supplémentaires ; 


ii) si, lorsqu'il est « dopé P », les impuretés capturent des électrons de conduc- 
tion. 


Modèle de Drude et effet Hall 


Un courant électrique d'intensité à circule dans un conducteur parallèlépipédique 
de conductivité y, de longueur L selon x et de section d selon y, € selon z. À partir 
de { = 0, on applique un champ magnétique B = Bü, au conducteur. Les porteurs 
de charge sont les électrons libres, de masse m et de charge —e, on en trouve ño par 
mètre cube. 


a) 


b) 


c) 


d) 


e) 


f) 











= 











L 


Donner l'expression du vecteur densité de courant volumique j supposé uni- 
forme et du champ électrique E régnant dans le conducteur pour t < 0. 


Dans le modèle de Drude le plus simple, les électrons sont en mouvement recti- 
ligne uniforme à la vitesse ÿ sous l’action de la force de Lorentz et d’une force de 
frottement linéaire -aÿ. Exprimer ce vecteur vitesse pour t < 0. 


À partir de { = 0, justifier qualitativement que les électrons sont déviés et qu'ils 
vont s’accumuler sur l’une des faces du conducteur. 


Après le régime transitoire, l'accumulation d'électrons crée un champ électrique 
appelé champ de Hall Éy; qui se superpose au champ électrique initial E. Donner 
l'expression de Éx. 


En déduire la tension électrique de Hall Ur entre les faces opposées en y = +4 
en fonction de i, B, ñnp,eete. 


Justifier qu’on peut ainsi réaliser un teslamètre à sonde à effet Hall. 
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Disque de Corbino 

Un disque de Corbino est une pastille cylindrique trouée conductrice, comportant n0 
2 

électrons de conduction par mètre cube, de conductivité y = _—_ T, uniformément 


neutre (p = 0), d'épaisseur a, de rayons intérieur b et extérieur c. 


a) 


b) 


c) 


d) 


e) 
f) 


a 
> 





On applique une tension électrique U = V(r = b) —-V(r = c) entre les faces cy- 
lindriques interne et externe du conducteur. Déterminer l'expression du champ 
électrique É=E(r) ür, du vecteur densité volumique de courant j= j(n)ür et du 
courant I traversant un cylindre de rayon r quelconque compris entre bet c. 


En déduire la résistance radiale RQ de cet objet. 


On impose un champ magnétique extérieur B = Bä, uniforme et constant. Écrire 
la loi de la quantité de mouvement pour un électron de charge —e, de masse m et 
de vitesse ÿ. En déduire, en régime permanent, la relation 


Pb 
==+jA — 
Y noe 


Et 


On suppose que Ë reste selon ä, et on pose 
Ï= jr ür + jo Go + jzÜz 
Montrer que j, = 0 et exprimer l’angle 


0= (dr, j) 


en fonction de y, B, net e. 
Tracer l'allure des lignes de courant. 


Exprimer j et montrer que la résistance radiale s'écrit 
R=Ro(1+Ee) 


Préciser l'expression de €. 
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Bilan Joule dans un conducteur toroïdal 
Dans le conducteur toroïdal de l’exercice 8.14 (on en reprend les notations) soumis 
à une tension 4, le champ électrique orthoradial a pour expression 


Fed 
= —ù 
ar 


Calculer la puissance dissipée par effet Joule et en déduire la résistance R. 


Bilan Joule pour une répartition non uniforme de courants volumiques 


Un conducteur cylindrique occupe le demi-espace z > 0. Soumis à une onde élec- 
tromagnétique harmonique incidente en z < 0, un champ électrique sinusoïdal non 
uniforme se développe dans le conducteur : 


= ne Z 
EX, y,z, 1) = Eoüxe à cos[wr- ) 


Te et lo = 47-1077 H:m!. On admet la validité de la loi d'Ohm locale. 


Déterminer la valeur moyenne dans le temps de la puissance dissipée par effet Joule 
dans une section (x, y, z) € [0, a] x [0, a] x [0, +ool. Vérifier l'homogénéité du résultat. 


avec Ô = 





Démonstration de l'équation locale de Poynting 
On donne la formule d’analyse vectorielle : si F et G sont deux champs vectoriels, 
alors 

div (FAG)=G-rotF-F-rotG 
et le théorème d’Ostrogradski : si Z ets une surface fermée et 7 le volume intérieur à 
cette surface, alors pour tout champ vectoriel F 


f ras ||] div dt 
ZX V 


a) Démontrer l'équation locale de Poynting. 


b) Soit 7 le volume intérieur à une surface fermée Y. Définir les énergies 
Um» et Ue 


respectivement magnétique et électrique à l’intérieur de Ÿ. 


c) On suppose l’espace vide de charges. Établir la relation entre le flux de I sortant 
de >, Uk et Um. 


d) Interpréter physiquement cette relation. 
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Étude électromagnétique de la charge d’un condensateur 


Un condensateur est formé de deux disques parallèles coaxiaux et de même rayonR, 
distants de d R, séparés par du vide. On note q(f) la charge de la plaque inférieure 
en z=0et-q(f) la charge de la plaque supérieure en z = d. Les densités surfaciques 
de charge sont uniformes sur les plaques. 





Un point M entre les plaques est repéré en coordonnées cylindriques par 
OM = ZüÜz+rür 
a) On néglige les effets de bord, c’est-à-dire qu’on suppose que le champ électrique 


est le même que si les plaques étaient infinies. Donner l'expression de É(M, #. 


b) On suppose que le champ magnétique entre les plaques s'écrit 
B(M, t) = B(r, t)üg 


Déterminer l'expression de B(r, t) grâce à l'équation de Maxwell-Ampère. 
c) Justifier que dans le modèle choisi, le condensateur est nécessairement alimenté 
par un générateur de courant d'intensité I constante. 
d 
e) Calculer la puissance électromagnétique traversant la « bâche », c’est-à-dire le 


cylindre de rayon R qui ferme l’espace vide entre les plaques. Peut-on l’associer à 
l'énergie électrocinétique du condensateur 


TZ 


Vérifier la validité de l’équation locale de Poynting sous ces hypothèses. 


go, 


l 2 
&==Cuw(t) = 
2 2C 
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Du mal à démarrer 


Le raisonnement est analogue à celui du cours, mais il est 


à deux dimensions seulement : on remplace donc les charges tra- 
versant les facettes d’un parallèlépipède par les charges traversant 
les côtés d’un rectangle. 


La charge entre par le cylindre intérieur de rayon r et sort 


par le cylindre extérieur de rayon r + dr. Le volume délimité peut 
être calculé en faisant la différence entre ceux des deux volumes 
et en effectuant un développement limité au premier ordre. 


Les bilans doivent être effectués entre les sphères de rayon r 


et r + dr. On rappelle que la surface d’une sphère de rayon a est 
Aa? et que le volume de la boule est 2T@. Les développements 
limités doivent être arrêtés au premier ordre. 


Dans le vide, p=0et j =. Les équations de Maxwell s’en dé- 
duisent immédiatement. En composant (MF) ou (MA) avec l’opé- 
rateur rotationnel, on a la première étape du calcul. 

La durée caractéristique de propagation des perturbations 
est celle nécessaire pour parcourir la longueur L à la vitesse co. 
La durée caractéristique de variation est la période T. Pour le 
travail en ordres de grandeur, le rotationnel est un opérateur 
de dérivation première par rapport aux variables d'espace, donc 
— À 
rot À =odg L- 

La charge Q est l'intégrale triple de p dans Ÿ, l'intensité I 


est l'intégrale double de j à travers Z. La sortie de la charge Id 
correspond à la diminution de Q. 


Le raisonnement est le même que celui du cours, appliqué à 


la surface fermée réunion de la surface latérale, des surfaces S, Si 
et S2. 


Une maille forme un lacet qu’on divise en deux lignes. La 


circulation de E, nulle sur le lacet, est la somme des deux circula- 
tions. 


En tendant deux surfaces distinctes sur le même lacet, on 


forme une surface fermée sur laquelle on peut appliquer la forme 
intégrale de l'équation de Maxwell-Thomson. 


La relation jÿ = YÉ permet de faire apparaître i(r) dans le 
terme de flux de Ë dans le théorème d'Ampère généralisé. 


Les ordres de grandeur sont tous calculés à partir des for- 


mules du cours ; en cas de blocage, il est assez facile de deviner la 
relation en travaillant sur les dimensions des grandeurs. 


P(£+ dt) est la probabilité qu'aucun choc n’ait eu lieu entre 





t=0 et {+ dt : cet événement est la conjonction de l’absence de 
choc jusqu’à t puis de celle entre ft et {+ dt ; l’équation différen- 
tielle en découle. La suite de l’exercice est purement calculatoire. 


On obtient l'équation différentielle vérifiée par p en com- 


binant l’équation de Maxwell-Gauss, celle de conservation de la 
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charge et la loi d’'Ohm locale. On voit apparaître une constante de 
temps Tt qu'on compare à la période T. 


La méthode 2 du cours est parfaitement adaptée ici. La seule 


difficulté est de choisir la surface à travers laquelle on doit calculer 
le flux de j pour exprimer l’intensité i totale : celle-ci est orthogo- 
nale à j. 


L'application du résultat du cours permet de démontrer la 


relation théorique. Pour valider une loi reliant deux grandeurs X 
et Y par un tableau de mesures, il faut transformer cette loi pour 
obtenir une loi affine puis valider le modèle par un tracé graphique 
ou par une régression linéaire. 


L'étude de l’effet Hall est complémentaire du modèle de 


Drude : en présence comme en l’absence de champ magnétique, 
en régime permanent, les électrons ont un mouvement rectiligne 
uniforme sous l’action conjuguée du champ électrique électromo- 
teur, du champ électrique de Hall, du champ magnétique et de la 
force de frottement fluide linéaire. La loi de la quantité de mouve- 
ment permet de conclure. 


(a) La relation div j permet de déterminer j(r) avec une 


constante d'intégration, on en déduit E(r) puis V(r), puis la valeur 
de la constante grâce aux conditions aux limites V(b) et V(c). (b) 
On en déduit Ro = D. (c) La loi de la quantité de mouvement en 


ÿ est transformée en une équation en j= —nopeb. (d) On projette 
la relation sur les trois axes de la base cylindrique. On remarquera 
que tan6 = - . (e) Les lignes ont la forme de branches de spirales. 
(f) Le raisonnement est analogue à celui de la question (a). 


Un calcul classique d’intégrale triple suffit à conclure ; re- 


2 
marquons que calculer la puissance Joule et l’identifier à F ou 


à Ri donne une autre manière de calculer la résistance d’un 
conducteur. 


L'expression de la puissance volumique fait apparaître un co- 


sinus carré fonction du temps, dont la valeur moyenne vaut . La 
suite est un simple calcul d’intégrale triple. Pour l’homogénéité du 
résultat, on rappelle que H est l’unité de l’inductance et S= Q71 
l’inverse de l’unité de la résistance. 


Le calcul est bien guidé, il faut manier adroitement les équa- 


tions de Maxwell. 


(a) C’est une révision du cours d’électrostatique. (b) On uti- 


lise l’expression du rotationnel en coordonnées cylindriques. (c) 
L'équation de Maxwell-Faraday permet de montrer que q"(f) = 0. 
(d) On calcule T1, sa divergence en coordonnées cylindriques, uem 
et sa dÂO©rivée par rapport au temps, et on remarque que = Ô 
entre les plaques. (e) La puissance est le flux du vecteur de Poyn- 
ting. 
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Corrigés des exercices 


On travaille sur un rectangle de surface dS = dx x dy. La 
charge sortant par le côté d’abscisse x+dx pendant d'f est 


das = js(x+ dx, y, 0) -dy-dtüx = jx(x+ dx, y, 0dydt 


De même, la charge entrant par le côté d’abscisse x est 
de = jx(x, y, 0 dydt. La charge totale entrant dans le rec- 
tangle par la paire de côtés est donc 


dax = dqe-dqs = [jx (x, 7, 0 — jx (x + dx, y, 0] dydt 


soit dqx = — 


Ôjx(x, y, É 
GO y var 
Ôx 


De même, celle entrant par l’autre paire de côtés est 


dxdydt 


0jy(x, y, D 
dqy = ee 


Le bilan de charges s'écrit donc 
O(x, y, {+ dt)dxdy-o(x, y, 1) dxdy = 


_ [Or 7, 0 h Ojy(x, y, d) 
Ôx Ôy 
00 Ôjx Ôjy . 


LL 
soi TL es + y 


dxdydt 


0 


a) La charge entrant par le cylindre intérieur est 


En H 27 
dge= |] r-aSar- | | j(, 0 ü-rd0dzü,dt 
z=0 J6=0 


soit dge = 2nrHj(r, t)dt. De même, la charge sortant par 
le cylindre extérieur est 


dqs=2n(r+dr)Hj(r+dr,t)dt 


La charge contenue par l’élement de volume entre les deux 
cylindres est 


Q(8 = pr, t)- [rer + ar2H 72H H 


Q(r) = 2xrHp(r, t)dr 
Le bilan de charges s'écrit Q(t+dt)-Q(f) = dqe-dgqs, soit 


2xrH{p(r,t+dt)-p(r, 8] dr = 


2xH{r:j(r, 0 -(r+dr)-j(r+dr,n] 
 PG£+ dt) pl, t) __{w+dr):j(+dr, t)—r-j(r,0) 
dt dr 
ôp(r,t) 10(rj(r,t) 


soit + = ———— =0 
Ôt r Ôr 
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d : 
— =2rrHj(r, t. 


c) En régime permanent, la dérivée temporelle dans l’équa- 
tion de conservation de la charge est nulle, donc 


b) L'intensité est é(r, f) = 


En) 


d(rj(r)) 
r Ôr 4 


donc rj(r) = cste ; posons r j(r) = he. on en déduit que 
i(r, t) = io, elle est donc indépendante de r. 


a) Les particules les plus éloignées de la bille sont celles qui 
ont été émises à { = 0, elles ont donc parcouru rc(f) = 
vot. Pour r > r.(f), aucune particule n’est présente, donc 
p(r,t)=0et je, f) = 6. 

À la date t, N:f particules de charge e ont été émises donc 
Q(8) = -Nte. 


c) Entre les sphères de rayon r et r + dr se trouvent les parti- 
cules émises entre f et {+ dt avec 


b 


TZ 





r ’ r+dr 
Vo = — et Vo = 
à t ù t+dt 
donc r = vot et dt = de, On y trouve donc N:dt = Near 
0 Vo 


particules. Le volume compris entre les deux sphères est 
4 4 
37e + dr} — au =Anr?dr 


en faisant un développement limité à l’ordre 1. La densité 
volumique de charges est donc 


Nd 
(r, à) = 10. set 
PE Anr2dr  Anr2vo 


Pendant dt, les particules traversant la sphère de rayon 
r sont celles situées à une distance inférieure ou égale à 
vodt, ce sont donc celles situées entre les sphères de rayon 
r - vodt et r, soit un volume 

4 3 


dt =-7r 
3 


4 
— ant _ vodt}® = anr?vodt 
soit une charge totale 
dq=ptr,t}dt = Nedt 


L'intensité du courant est donc 


d 
44 
dt 


i _— Ne 
Anr2 Arr? 





d’où j(r, f) = 
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d) 


e) 


a) 


b) 


c) 


La charge totale est la somme de la charge de la bille et de 
celle compris dans l’espace entrer =R=0etr=re : 





Qw+ |] pe, odr=Quo+ [” É_amrear 
r=0 ATT< V9 
Ne ENT = 
vo 


La charge totale est donc nulle, et donc constante car la 
bille est initialement neutre. 


Les particules chargées positivement subissent les forces 
électriques, attractive de la part de la bille chargée négati- 
vement et répulsive de la part des autres particules char- 
gées positivement ; elles subissent donc une accélération 
et leur vecteur vitesse ne peut pas rester constant. 


En l'absence de charge p = 0 et en l'absence de courant 
j = 0. Les équations de Maxwell dans le vide s’écrivent 
donc 


(MG) divÉ=0 (MT) divB=0 
(MF) rotE=-0Ë (MA) _ rot B = eplio 


En composant (MF) avec l'opérateur rotationnel 


ôB 
rot rot É = — 


—rot 








Par application du théorème de Schwartz on en déduit 








—— , . +  ô(roti 
—grad div Ë-AË =- F ) 
ÔË 
 _ of) 
donc 0—AË = -egho de 
it AË Ca ol 
soi — EOH0 — = 
0H 


De même, en composant (MA) avec rotationnel, on obtient 
une équation de d’Alembert identique pour le champ ma- 
gnétique 


O+ 


07B 
Bel — 5 


ôt 


Les deux termes des équations de d’Alembert ont nécessai- 
rement la même unité donc 


D = [eouo]- 5 
© = [eouo] - Ê 


donc [eouo] = m' 2.5? 





a 


Le 


b 


TZ 


c) 


Équations de Maxwell Chapitre 8 


1 
VEoo 


mérique donne 


donc 





est homogène à une vitesse. L'application nu- 


= 2,998:108 ms! 





VEoHOo 


On reconnaît la célérité de la lumière dans le vide. 


Les perturbations électriques sont ici les variations de ten- 
sion au cours du temps imposées par le GBE Pour se pro- 
pager jusqu’au bout du circuit, elles doivent parcourir la 
distance L à la vitesse co, la durée caractéristique de propa- 
gation des perturbations vaut donc 


L _9 
T=—=1,0:10 ‘s 
Co 
La durée caractéristique de variation des grandeurs élec- 
triques est la période 


T==>—= 
f 106 


On a donc bien t  T ce qui valide l’ARQS. 


Un rotationnel est un opérateur de dérivée première par 
rapport à l’espace. En ordres de grandeur, on a donc 


(ME) : E=B 


dË ë 
cou à _… 
= = €0H0F 2 
rot B u CoBT 


leouoge] | 


donc ———— es 
tül B | 


On remarque que T = a est la durée caractéristique de pro- 
pagation des perturbations donc 


fond + 
ül B | “7 


et dans l’ARQS ce rapport est très petit devant 1. On peut 


donc négliger le terme £o Ho — devant le terme rot B dans 
l'équation de Maxwell-Ampère. Les équations de Maxwell 
dans l’ARQS s’écrivent donc 


(MG) divÉ= (MT) divB=0 
(MF) rotË=-% (MA) rotè=uof 


alors que dans le cas du régime stationnaire elles s’écrivent 


(MG) divÉ= £ (MT) divB=0 
(MF) rotk= (MA) rotB=hof 


On constate donc que l’équation de Maxwell-Faraday n’est 
pas modifiée dans l’ARQS alors qu’elle est simplifiée dans 
le cas du régime stationnaire. 
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d) L'électricité de première année est basée sur les lois des 
nœuds et des mailles (lois de Kirchhoff), et sur celles 
des dipôles RLC. Le cadre de l’ARQS est donc parfaite- 
ment adapté. Remarquons qu'avec un générateur de ten- 
sion à haute fréquence (on parle alors d’hyperfréquences), 
l’ARQS n’est plus valable, et les lois habituelles de l’électri- 
cité ne sont plus valables. En particulier, l'intensité n’est 
plus la même en tout point d’une branche. 


a) Par définition de la densité volumique de charge : 


Qu= fff e-ar 


Par définition de j : 
1= ff 7.48 
> 


c) La charge Idf qui sort de Ÿ pendant df équivaut à la dimi- 
nution de dQ donc 


b 


TZ 


dQ 
dt 
d) Le théorème d’Ostrogradski permet donc d'écrire 


ee) esse 
soit ||] are [ff air 
soit ff] 


e) Cette égalité est valable pour toute surface X et tout vo- 
lume Ÿ associé. Le terme intégré est donc uniformément 
nul, ce qui donne bien l’équation de conservation de la 
charge. 


= 





dvi Poe 
ivi+= dre 








Le courant est canalisé par les fils conducteurs, donc l’inten- 
sité qui traverse latéralement les parois est nulle. On applique 
la loi de conservation du flux à la surface fermée réunion de 
cette surface latérale, des surfaces S, S1 et S> : 


[7-3 +0+ ff a+ Î[ j-d$=0 
s Si S2 


soit — i+ i] + i2 =0 


Soit À = i] +2. 


Soient A et B deux points d’une maille d’un circuit électrique. 
Cette maille forme un lacet € qui peut être décrit par la juxta- 
position de deux lignes 


€ =AB + BA 
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À (C) A A 














st nt Less sss 


En régime stationnaire, l'équation de Maxwell-Faraday donne 
rot E = 0 donc sous forme intégrale 


Or Ë = -grad V donc la relation précédente s'écrit 





VB-V + V =0 
(V8 Aie (VB Al 
soit U — +U — =0 
AB BA 


Cette relation étant valable quels que soient les points A et B, 
on en déduit la loi des mailles. 


Tendons deux surfaces distinctes S1 et S2 sur le même lacet et 
orientons-les de façon cohérente avec lui. 


orientation | 


du lacet ( 





La juxtaposition 2 de S1 et de S2 forme une surface fermée. La 
forme intégrale de l'équation de Maxwell-Thomson 


f 5-40 
> 


s'écrit «en orientant le vecteur dS vers l'extérieur de Y. On a 
donc dS = dS\ surS, et dS = -dS; sur S2. On en déduit 


Î[ Bas + |] Ë.d$2 =0 

Si S2 

soit |]! Bas - [| B.dS> 
Si S2 


Le flux du champ magnétique ne dépend donc pas de la sur- 
face tendue sur € choisie, c’est pourquoi on dit que Best à flux 
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conservatif. La loi de Faraday utilise ce résultat en définissant 
le flux de B à travers le circuit sans préciser la surface choisie. 


Appliquons le théorème d'Ampère généralisé sur le disque 2 
de rayon R tendu sur le cercle € qui enlace le câble. On a 


1 =Lentacé = |], F0: 0-48 


Le flux du champ électrique à travers le disque est 


œ%= [ Ëtr, 0.4 = 0 
9 Y 


La circulation du champ magnétique est 
Î B-dê=B(n-27r 
€ 


On en déduit 


: di(®) 
B(t)-27r = Ho (D +EoHo 


Un volume V de cuivre a une masse HV soit une quantité de 
HVYA 
M 





matière ee soit N = atomes. Chaque atome libérant un 
électron il y a donc une densité volumique d'électrons libres 

N NW _ 

no = — = ZA = 8,49.1028 m3 

V M 
L'équation différentielle vérifiée par le vecteur vitesse est don- 
née par la loi de la quantité de mouvement appliquée à l’élec- 
tron dans le référentiel galiléen du matériau : 


a 


m— = -eË-aÿ 
dt 

. dd «., CAR 

Soit — +—D0=-—E#E 
dt m m 


D'après le cours, la conductivité s'exprime par 


2 2 
noe noe 
Y= Ô donc a = = =3,64.10717 kg-s_! 
a Y 





La constante de temps est donc T = 2 =2,51-107146. 


a) Pour qu’un électron n'ait pas subi de choc à la date + dt, 
il faut qu’il n’en ait pas subi à la date ft et qu’il n’en ait pas 
subi pendant l'intervalle de temps dt suivant, donc 


P(t+dt) =P(f-(1-dp) =rw|1- ar) 
Te 





b 


TZ 


c) 


d) 


e) 


Équations de Maxwell Chapitre 8 


P(t+dt)-P(®) 
donc ———— - 
dt 


d’où l'équation différentielle 


1 
——P(f) 
Te 


dP(t) Ps il P(D =0 
dt Te E 


donc P(#) = Aèce 
Par définition, à f = 0, l’électron vient de subir le n-ième 
t 
choc donc P(0) = 1 doncA=1 doncP(f)=e 7. 


En dérivant l'intégrale fonction de sa borne inférieure, 


ap n 
a P 


| =2# 
donc p(f) = —e ‘Te 
Te 
On applique la loi de la quantité de mouvement à l’élec- 
tron dans le référentiel galiléen du métal : 





= 


e = e 
donc Vh(t) = Vn(0)- —E:t 
m 
La vitesse moyenne est 
se +00 ;., es y 1 _+ 
<Un>= | [Uno - Ër] —e dt 
t=0 m Te 
+00 | 2 à es FT E Là 
—e Te dt-—E#% —e dt 
t=0 Te m t=0 Te 


= Ÿh(0) 


Les deux intégrales se calculent sans difficulté, par intégra- 
tion directe pour la première, par intégration par parties 
pour la seconde : 


+ ] _+r 170 
Î —e %ar=[-e%] "21 
t=0 Te 0 


+00 t _t __ 1 700 +00 nr. 
Î —e wdt=|-te “| +f e dt 
t=0 Te 0 t=0 
_1 100 
=0+[-ree “| = Te 
0 
d'où < Vh >= Vh (0)— TE. La valeur moyenne de Va (0) sur 


tous les électrons du métal est nulle, donc < V>=- TE. 


En raisonnant comme dans le cours, 


2 
+ = ne Te = 
J= note <Ÿ >= 0 € 
m 


ce qui est bien la loi d'Ohm attendue, avec la conductivité 


npe?Te 


m 
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a) 


b) 


c) 


d) 


e) 


On conjugue l'équation de Maxwell-Gauss, l'équation de 
conservation de la charge et la loi d'Ohm locale. 


j= YÉ donc div î= ydivÉ 


d _——=— t—+-p=0 
onc St “es En ri 


On en déduit 


L € 
p(f) = poe” T avec Tt = TD <10 ls 
Y 


Le temps caractéristique de décroissance de p est donc 
cent fois inférieur à la période T = F > 10715. On peut 
donc considérer que p = 0. 


Comparons les deux termes formant le second membre de 
l'équation de Maxwell-Ampère. 


OË 
leon] cf _ 
TT =odg TE = T <& 1 
ol 7 
On peut donc négliger le terme du courant de déplace- 
ment devant celui du courant électrique. 


On en déduit les équations de Maxwell pour le bon 
conducteur ohmique dans le domaine de fréquences 
considérées 


(MG) divÉ=0 (MT) divB=0 
(MF) rotE=-0Ë (MA) rotB=hof 


alors que dans le cas du régime stationnaire elles s’écrivent 


(MG) divÊË= £ (MT) divB=0 
(MF) rotË=0 (MA) rotB=pof 


et dans le cas du régime quasi stationnaire 


(MG) divË= À (MT) divB=0 
(MF) rotE=-0Ë (MA) rotB=hof 


En composant (MF) avec l'opérateur rotationnel 


— — | B 
rot rot E = -rot | —] 
ôt 


Par application du théorème de Schwartz on en déduit 





—— | -  ôrotB 
—grad div Ë — AË = - _ 


En utilisant la loi d'Ohm locale, (MA) s'écrit 


rot B = HoYÉ 
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donc Ü-AË = er 

ôt 

soit AË no =Ü 
Ôt 


qui est bien une équation de diffusion. 


Le potentiel électrostatique vérifie l’équation de Laplace et il 
ne dépend que de 6, donc 


d2v 
AV=0S ——> =0 

de2 
donc V(8) = A6 +B 


Les conditions aux limites donnent 


nr donc Pot 
Aa+B=0 A=-4 
d’où V(6) = — 20 + u. On en déduit 
ne id, 2, 
= —grad V =--— ÿp = —ù 
& r 060 Ÿ ar 


re » _ YU. 
d = yYE= — 
onc j =YÉ=  üo 


Le courant est donc orthoradial, et on calcule l'intensité du 
courant à travers une section orthogonale à j, définie par 
(r,2) € Ta, b] x [0, c] : 


Fe b c 
= ff r.as- | Î Vüo-drdzüg 
r=aJz=0 QT 








b 
Yu bic _ Ya 
= — I É = 
a Inrlalzlo a 
C’est bien la loi d'Ohm avec R = —£ ;.-Sib= a, on pose 
ych? 
b = a(1 +) avec € = ba <« 1 et le développement limité 
donne 
PRE RE 
yce  yc(b-a) 


et on retrouve la formule du cours pour un conducteur de sec- 
tion S = c(b— a) et de longueur «a. 


a) D’après le cours, la résistivité s’écrit 


À. x 


Y n0q? 





Si elle augmente avec T, c’est que le coefficient de frot- 
tement à augmente, ce qu’on peut expliquer en considé- 
rant que les frottements sont dus aux chocs des porteurs 
de charge avec les atomes du cristal ; lorsque T augmente, 
ceux-ci sont plus agités, et la probabilité de choc augmente 
donc à et p augmentent. 
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b) 


c) 


a) 
b 


TZ 


c) 





En utilisant l'expression donnée par l'énoncé : 
E 
œ œ NE 
p = a . 3 e KkBT 
= no0 
nooe 787 q2 ? 
E : gs 
donc = —%, et B = . Pour valider expérimentale- 
ONE PO = 0097 Ka P 


ment cette loi exponentielle, on la compose avec la fonc- 
tion logarithme : 


B 
np=1l +— 
np=mpotz 


donc Inp doit être une fonction affine de +. Le tableau de 
mesures ainsi transformé donne : 


LEGS [0258 [oi [0,200 [0,185 [o.161 
Cine issue or [75 [4 


CRT fon [0125 [oo | ous | 
Cm [ze (os [1 [27] 

On peut tracer le graphe et vérifier l'alignement des points, 

ou effectuer une régression linéaire ; celle-ci donne un co- 

efficient de régression linéaire r = 0,99997 ce qui valide le 

modèle, et une loi 





l 
Inp = —12,85 + 109,9: T 


Par identification à la loi théorique : B = 109,9 donc Es = 

kBB =1,52-10721 J= 9,48 meV. 

Si le matériau est 

i) «dopé N », le nombre d'électrons de conduction aug- 
mente donc la résistivité diminue ; 


ii)  «dopéP »alorsla capture d’un électron de conduction 
par une impureté provoque un mouvement de proche 
en proche des différents électrons de conduction, la 
conductivité augmente et la résistivité diminue. 


= _ ü et d’après la loi d'Ohm locale Ë = 7 Üx. 
La densité volumique de courant est la résultante du mou- 
vement individuel des électrons : 


i 


u 





j= no(—e)D donc ÿ = - 
noeed 


De plus, en mouvement rectiligne uniforme, la loi de la 
quantité de mouvement appliquée à un électron dans le 
référentiel galiléen du laboratoire s'écrit 


Ü=-eË-aÿ 
Les électrons subissent la force de Lorentz magnétique 


iB 


Uy 





ÎLm=-eÎnAB=- 
ÎLm noed 


qui les dévie vers la face avant sur le schéma, où ils s’accu- 
mulent. 





Équations de Maxwell Chapitre 8 


d) Le champ créé par les électrons accumulés sur la face 


e) 


f) 


a 


TZ 


avant doit normalement être dirigé dans le sens —ü,. Après 
le régime transitoire, les électrons retrouvent un mouve- 
ment rectiligne uniforme, donc par application de la loi de 
la quantité de mouvement : 


ÔÜ=-e[É+Én]-enAËB-aù 
D’après le résultat de la deuxième question, cette relation 
se simplifie :0=-eËx-eÿ AB donc 


: — iB 
Éx=-D0AB=- 


es 


Uy 





npeed 


On en déduit la tension électrique de Hall Ux associée, 
entre les faces opposées en y = +4 ; 


iB 
np ee 


Ur = 





La mesure de Ur grâce à un voltmètre et de à grâce à 
un ampèremètre donne ainsi accès à la valeur de B si on 
connaît celle du nombre d'électrons de conduction par 
mètre cube. C’est le principe du teslamètre à sonde à effet 
Hall. 


La densité de charges est nulle donc l’équation de conser- 
vation de la charge s'écrit 


: 1 Ô(rj 
div j =0soit 20 


Tr Ôr 
PTE . A 
soitrj(r)=Aet j(r) = — 
r 
On en déduit - 
So À à 
E=-=- — Ur 
YO yr 
Le potentiel électrique s'écrit V(r) avec 
Ë d V soit is = 
= -grad V soit — = -— 
8 ” ar Yr 


A 
donc V(r)=-—Inr+A! 
Y 


Les conditions aux limites s’écrivent 





A U 
V(b)—V(c) =U soit —In + =U doncA= 1 
y b In + 
On en déduit 
Î= ie ür HÉ= ür 
rnz rmr 


On en déduit l'intensité du courant en intégrant 


2T pa U 
=} Î Y -"d0dz 
0=0 Jz=0 rh 


2xyaU 





soit I = 
€ 
In 7% 
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b) Onen déduit 


Ro = 





U Mn 
ni 2TYa 
c) La loi de la quantité de mouvement appliquée à l’électron 
s'écrit 
dv Ms Æ 2. 
mM— =-—vÿ-eE-evAB 
dt T 


En régime permanent, l'accélération est nulle, et en multi- 











. « noeT :1.: 
pliant la relation par + il vient 
2 
_ . ne T+ Te Er 
0 =-npev- E+—(-npev) AB 
m 
Onidentifie 
e . noe?T 
j=-noeùety= 
m 


ne +  YŸ + > 
d E=j+——;jAB 
onc Yÿ J nge? 


et en divisant par y, on obtient bien la relation attendue 


3 à 
E=-=+jA— 
Y noe 
d) La relation s'écrit 
r 
E(r) Y Îr 0 
o =] À% +! jj À|0 
Y B 
j E le le 
jeB 
EG) = L +9 
= 0 28 
soit 0 = y ce 
= 
de Y 
h _ xB 
donc Y  noe 
Jz =0 
La première relation prouve que 
j B 
tan 6 = Je = DE 
Jr noce 


e) Les lignes de courant font donc un angle 8 constant avec le 
rayon. 
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f) On déduit j; du système précédent : 


. ___ YE 
Jr LrE : VE 
n e? 
La figure est invariante par rotation d'angle 6, donc jÿ et 
jr ne dépendent que de r. Le conducteur restant neutre, la 
loi de conservation de la charge s'écrit 


1 Or jrn) | 


3 1 Ô(rE(r 
div j =0 soit — désne RUTEUD 
r 


Ôr Tr Ôr 


donc E(r) = 5 
L 


De même qu’à la question (a), on obtient 


E(r) = — 





rin£ 
On en déduit 
2rR2 
; yU B 
T) = ———— avec € = 
0 A+orm£ nè e2 


L'intensité du courant à travers un cylindre de rayon r vaut 


donc 
1= ff ras = [f rrdodz 


et par un calcul indentique à celui de la question (a) 


__ 2nyaU 
” (1+e)in £ 


On en déduit 


€ 


n? 
2TYya 





R= = (1+0) = (1+€)Ro 


Par définition 


ê a b yu? 
p = | Î Î rdrd0dz 
Ju 2=0 J6=0 Jr=a œ2r2 


2 b 
yu b ycin> 2 
Pie TT (216 1619 ln r]4 = — Tu 





En utilisant la loi habituelle de l’électrocinétique : 


2 

. U 

221 =ui=z— 
oule R 





ax 
TG: 


on retrouve l'expression de la résistance R = : 
yche 
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La valeur moyenne dans le temps de la puissance volumique 
est 
<jÉ>=<yÉ > 


2 
_2z z YES _2 
= yEie ô < cos” [ur +) >= Le ô 


Par définition 


+00 YE£ 
Poule -f u Fi roi L dxdydz 











2 
YE a a Ô _2z +2 
Poule = —— IG [lo |-<e à 
oule 2 0 0 2 ü 
2 $E2 
SOit Poule = le 7 2, La dimension de y est 


J 


VH:m-l:S:m-l.s-1 


On montre en cours d'électricité de première année que L est 
la constante de temps du circuit L, R, donc 


[ô] = 


H : 
— =ssoitH-S=Ss 
Q 


donc [8] = m. Par suite, [abô] = m° et d’après le cours 


prier 


l'expression donnant Zu est donc bien homogène. 


a) Appliquons la propriété d'analyse vectorielle au vecteur de 
Poynting : 


died (Ë ne B-rotÉ—É-rotB 
Lo Lo 


Les rotationnels de Ë et de B sont donnés par les équations 
de Maxwell-Faraday et de Maxwell-Ampère, d’où : 


É+ 15.08, p.0Ë 
1 uo 0 


divii=- 








On en déduit l'équation locale de Poynting. 


sf 0 
avñ=- [74 Fer 





avec Uem = Ue + Um 








Équations de Maxwell Chapitre 8 


b) Les énergies sont les intégrales triples des énergies volu- 
miques, leur somme est l'énergie électromagnétique : 


Ue= [ffy XeoË? dr 


UÜemn = Ve + Un avec = [y Bd 


c) L'application du théorème d’Ostrogradski à l'équation lo- 
cale de Poynting dans le vide, donc avec j- É = 0 en tout 
point donne : 


T:4$ == PE 
# rT 


d) C’est l'équation intégrale de Poynting. Considérons les 
deux cas : 

- si le flux sortant de X est négatif, alors le système Ÿ re- 
çoit de la puissance électromagnétique : il la convertit 
en augmentant son énergie électrique U, et magnétique 
Un par augmentation des champs électrique et magné- 
tique ; 

- si le flux sortant de ZX est positif, alors le système Ÿ perd 
de la puissance électromagnétique ; il y a conversion 
d'énergie électromagnétique en énergie rayonnée. 


a) Par application du théorème de superposition, le champ 
électrique est la somme des champs créés par deux 
plaques infinies parallèles. On a montré au chapitre 9 que 
ce champ est +5 Üz où © est la densité surfacique de 


charge, ici o = 4 avec S = rR?. On en déduit 











g-:40, 740. 
2€0S 2€0S 
_ t 
soit E = a Ps 
€0 


b) L'espace entre les plaques est vide donc j= Ô. On exprime 
le rotationnel en coordonnées cylindriques et l'équation 


de Maxwell-Ampère s'écrit 


TZ 





1 O(rB(r, 0) q'() 
= ——— üz = EQHO Uz 
Tr Ôr EoS 
L ! 
2: Ô(rB(r, t)) _ Hog & È 
Ôr S 


! 
t 
donc rB(r, t) = — r2+K 


En r = 0, on obtient K = 0 d’où 


Uog'(®) 
r 


Br 0 = 
MODES 
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Chapitre8 Équations de Maxwell 


c) Le champ électrique est uniforme donc son rotationnel est 
nul et l'équation de Maxwell-Ampère donne 


I 
ta 
donc Hog_ (D) 





r =0 donc q'(®) =0 


soit q'(®) = Cste. Or l'intensité du courant qui alimente 


le condensateur est i(f) = 
i(#) =I. 
d) Le vecteur de poynting vaut 
EAB 
“Ho 


= 





ñ = 21.40; 


! 
t 
Il = nos 


Ho €oS “ 2S 
qq) 
—— ; 
2e0S2 


On en déduit en coordonnées cylindriques 


T1 = T 


+ 1Ô(rID | 


! 
divii= = DER) 


Ôr eoS2 


L'énergie électromagnétique volumique vaut 


1 0 1 20 
Uem = =E0E" + ——B 
em 2 0 2lo 


gt og (Or? 


Uem = —> 
M 2ep82 8s2 
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ca donc elle est constante : 





L'énergie magnétique proportionnelle à g'(f) est constante 
donc 
ÔUem L ÔUe 


ôt ôt 


. qg'Oq( 
egS2 


L'équation locale de Poynting est donc bien vérifiée car 
j=0 entre les plaques et 


ÔUem 


à = divil 


e) On calcule le flux du vecteur de Poynting à travers la 


bâche : 
d p2r. 
22 = [ Î ITR, f)-RdOdzü;, 
z=0 J6=0 


27 
D= u Î LOTAOP Ye 
z=0 J6=0 | 2e0S2 


q(q'(O7R? d 


P=-— 
egS2 
OrS = rR° etC= En est la capacité du condensateur donc 
æ-_104 D __a@g 
€0S C 


C’est donc l’opposé de la dérivée par rapport au temps de 
l'énergie emmagasinée par le condensateur : 


de __ qq’ 
dt C 
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CHAPITRE 


Champ électrique 


en 


régime stationnaire 


Thèmes abordés dans Les exercices 


9 © © © © © © © © © © © © © 


Équation de Maxwell-Gauss. 
Équation de Maxwell-Faraday. 
Potentiel scalaire électrique. 
Équation de Poisson. 

Distribution de charge. 

Caractère polaire de É. 

Théorème de Gauss. 

Théorème de superposition. 

Énergie potentielle électrique. 
Théorème de Gauss gravitationnel. 
Champ électrique créé par un dipôle. 
Moment dipolaire électrique. 
Capacité d’un condensateur. 

Densité volumique d'énergie électrique. 


Points essentiels du cours pour la résolution des exercices 


9 © © © © © © © © © © 


Exploiter les équations de Maxwell pour établir les lois du champ électrostatique. 
Énoncer et appliquer le théorème de Gauss. 

Connaître les champs créés par des distributions particulières. 

Utiliser le théorème de superposition. 

Exploiter l'équation de Poisson. 

Savoir calculer la capacité d’un condensateur. 

Analyser une carte de champ et de potentiel électrostatique. 

Utiliser les propriétés des champs et potentiels pour l’étude du mouvement d’une particule chargée. 
Connaître le champ électrique créé par un dipôle et l’action d’un champ sur un dipôle. 
Énoncer et appliquer le théorème de Gauss gravitationnel. 

Exploiter l'expression de la densité volumique d'énergie électrique. 


Chapitre9 Champ électrique en régime stationnaire 


Les méthodes à retenir 


Exploiter les équations de Maxwell pour 
établir les lois du champ 
électrostatique. 
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En régime stationnaire, le champ électrique É, exprimé en volt par 
mètre (V:m 1), nommé dans ce cas champ électrostatique, est créé 
par les distributions de charge. Il est associé au potentiel scalaire élec- 
trostatique V exprimé en volt (V). On note p la densité volumique de 
charge exprimée en coulomb par mètre cube (C-m°*) et 





La divergence (div ), le rotationnel (rot ) et le Laplacien (A) sont des 
opérateurs de dérivation spatiale. Ils sont fournis par l’énoncé sauf 
en coordonnées cartésiennes, où on définit l'opérateur nabla 


— 


avec divÉË=V.Ë, rotE=VAË, AV=V?V 


4 
Il 
Rlo2/e81e 


On doit retenir les trois propriétés topographiques suivantes, tradui- 

sant le caractère polaire de É : 

e le champ électrique « fuit » les charges positives et est « attiré » par 
les charges négatives ; 

e le champ électrique est contenu dans les plans de symétrie des 
charges ; 

e le champ électrique est orthogonal aux plans d’antisymétrie des 
charges. 

De plus, si la distribution de charges est invariante par translation se- 

lon x, y ou z, ou rotation d'angle 6 ou w, alors le champ électrique ne 

dépend pas de la variable correspondante. Notons que les propriétés 

de symétrie et d’invariance des distibutions de charge sont affirmées, 

sans démonstration ; un schéma peut aider à les identifier, mais il 

n’est pas demandé explicitement au concours. 


Exemple : 


Considérons les deux répartitions suivantes de charges. 
Dans le cas (1), elles sont réparties sur quatre plaques qui 


délimitent un espace vide. Dans le cas (2), la charge est ré- 
partie avec une répartition p(x, y, z) = Po£. 
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LE 





+4 


Dans le cas (1), le plan P est plan de symétrie des charges, 
le plan Q plan d’antisymétrie des charges (remarque : 
les plans (O,x,z) et (O,7,z) ne sont pas plans d’antisy- 
métrie). Le champ électrique est sensiblement uniforme 
É=E (22, + 2a,), il est bien orthogonal à Q et inclus 


2e 


dans P. Comme il est uniforme, les dérivées de ses compo- 
santes par rapport à x, y et z sont toutes nulles, sa diver- 
gence est nulle (dans le vide, p = 0) et son rotationnel est 





nul. On en déduit le potentiel électrique : 


VX, 7,2, t) = “bol 


Dans le cas (2), tout plan contenant (O, z) est plan de sy- 
métrie des charges. Le champ E = Poe ü, est bien dans 
l'intersection de tous ces plans. On calcule sa divergence 


et son rotationnel : 


div ËÉ= 


V2. V2 


2 2 Ÿ 














]+kerav-0 


— 





Exercice 9.1. 
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Chapitre9 Champ électrique en régime stationnaire 


Énoncer et appliquer le théorème de 
Gauss. 
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Voici les étapes à suivre pour appliquer le théorème de Gauss. 


a) En identifiant les plans de symétrie et d’antisymétrie passant par 
M, déterminer la direction de É. 


b 


TZ 


Son sens peut être deviné en retenant qu'il fuit les charges posi- 
tives et est attiré par les charges négatives. 


c) Les invariances permettent de déterminer les variables dont É dé- 
pend. 
d) On trace la surface de Gauss fermée Z en vert, et en quelques 


points bien choisis, Ë en rouge et dS en vert. Ils doivent être co- 
linéaires ou bien orthogonaux. Il est possible qu’une des dimen- 
sions de Z soit arbitrairement choisie. 


e) On calcule $SÈ- ds en décomposant éventuellement Z en sur- 
faces ouvertes. F Pour chacune d'elles : 
e lorsque ÉLdS, l'intégrale est nulle ; 


+ lorsque É est colinéaire à ds, 


ÎfE-æ- Îfeas-r.s 


si la norme E est uniforme. 


f) On calcule ue en évaluant la charge intérieure à Z par un calcul 
direct Qint = -V ou Qi = 0:S si les densités de charge sont uni- 
formes ou par un calcul d’intégrale sinon. 


g) On applique enfin le théroème de Gauss 





d’où on déduit É(M) après simplifications. 


On peut retenir que le champ électrique est continu en général sauf à 
la traversée d’une plaque possédant une charge surfacique © de part 
et d'autre de laquelle la discontinuité vaut =. 


Exemple : 


Un nuage sphérique de centre O, de charge totale Q et 
de rayon R possède une densité volumique de charge uni- 
forme p. Déterminons le champ électrique Ë en M défini 


+ 
par OM = rü,. Deux cas sont à considérer :r <RetrzR. 
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= = 
= D a 
ds ds 


Tout plan contenant (O,ü;) est plan de symétrie des 
charges donc É = E(r,8,œ)ü,. La distribution de charges 
est invariante par rotations d’angle 8 et @ donc Ë = E(r)à,. 
La surface de Gauss X est une sphère de rayon r et É est 


colinéaire à dS en tout point de Z. Le flux est 


fPE-as Enr 
D 


La charge intérieure vaut : 

RS ES Li : = : 
Qn=pinr =Q%sir<R;e°Qn=QsirzR. 
Le théorème de Gauss donne donc : 


Qr —  : 
mere Ur Sir <R 


À 5 sir> 
Her Ur sir >R 





On vérifie la continuité en r =R. 








— Exercices 9.2, 9.3, 9.4, 9,5. 


Connaître les champs créés par des La détermination et l'expression des champs suivants doit être mé- 
distributions particulières. morisée : 
° une particule ponctuelle Q est placée en O ; en M défini par 
OM = rü,, elle crée : 


Q Q 


;üretV= 
ATEor ATEor 








= 


- une bille sphérique de rayon b portant une charge totale Q (distri- 
buée avec une symétrie sphérique) crée en un point M extérieur à 
la bille (r > b) le même champ et le même potentiel électrique que 
si toute la charge était concentrée au centre O de la bille (donnée 
au paragraphe précédent) ; 

° un plan infini (O, x, y) portant une charge surfacique o uniforme 
crée un champ électrique uniforme symétrique + Sr ü, ; il présente 
une discontinuité à la traversée du plan. 
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Chapitre9 Champ électrique en régime stationnaire 


Utiliser le théorème de superposition. 
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Exemple : 


Dans le plan (O, x, y), plaçons une charge Q en A(0,d) et 
une charge Q en B(0,-d). Déterminons le champ élec- 
trique au point M(x, 0). 


= 


#Y 





= Ee 
Le champ électrique créé en M par une distribution de 
charges ponctuelles est la somme des champs créés par 
chaque charge en M. Il faut prendre garde au fait que les 
vecteurs unitaires ä#, entre À et M et entre B et M ne sont 


pas les mêmes. Il est pratique d'utiliser les notations sui- 
vantes : 


S_ Q AM a: BM 
4neoll AMI? [AMI 4xeolBMI2 IBM 
— x — x 
avec A | d et EM | _q 
=: 2 2Qx 
donc E = Q : à = —— — Üx 
2 2 





AnEo (x? + d2) ATEo (x? + d2) 





+ Exercice 9.6. 


La linéarité des équations de Maxwell et celle de la relation 


———— 


Ë = -grad V entraînent le théorème de superposition : le champ 
électrique ou le potentiel créé par la superposition de deux (ou plus) 
distributions de charge est la somme des champs ou potentiels créés 
séparément par chaque distribution. Cette loi s'applique particuliè- 
rement bien lorsque les symétries sont brisées et que le théorème de 


Gauss semble inopérant. 
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Exploiter l'équation de Poisson. 


Champ électrique en régime stationnaire Chapitre 9 


Exemple : 


Une bille de rayon b porte une charge volumique uniforme 
p. On creuse dans cette bille une cavité sphérique de centre 
O', de rayon 2 dont le diamètre est un rayon de la bille. 
Voici une vue en coupe : 


CES 


| CD 
5" 


Déterminons le champ électrique en M. Tout plan conte- 
nant (OM) est plan de symétrie des charges donc 
É(M) = Eü,. En revanche, il n’y a pas d’invariance par ro- 
tation donc le théorème de Gauss n’est pas adapté au pro- 
blème. La bille évidée peut être considérée comme la su- 
perposition d’une bille (1) pleine de rayon b centrée en O 
et d’une bille (2) de centre O' et de rayon - de charge volu- 
mique —p. Le théorème de superposition donne É = É1+É. 
En appliquant le théorème de Gauss à chaque distribu- 
tion : 

point. -p-ix(t) | 


ALU, 
Aneor® 7 ameo(r-2) 








+ Exercice 9.6. 


Le potentiel électrostatique vérifie l'équation de Poisson 


av+Ë20 
€o 
qui se simplifie en AV = 0 (équation de Laplace) dans les régions 
neutres, dans le vide en particulier. Cette équation, anodine en ap- 
parence, est difficile à résoudre dans le cas général. Retenons que 
e les conditions aux limites imposent l'existence de surfaces équipo- 
tentielles ; 
e la forme de ces surfaces oriente la résolution en cherchant une fa- 
mille particulière de champ V ; 
e la prise en compte des invariances permet de réduire les variables 
(x, y, Z, r, 6, ) dont dépend V. 
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Chapitre9 Champ électrique en régime stationnaire 


Savoir calculer la capacité d’un 
condensateur. 
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Exemple : 


On fait le vide entre deux plaques parallèles infinies 
(À, x, y) et (B, x, y) distantes de d, la première est portée 
au potentiel uniforme V(z = 0) = 0 et l’autre au potentiel 
V(z = d) = U. L'invariance par translation selon ü, et se- 
lon ä, conduit à chercher le potentiel sous la forme V(2) et 
l'équation de Laplace s'écrit 

OV OV OV d?V 


EYE Port en nn 


Les conditions aux limites donnent 


0=b b=0 . 
ne: donc | a=Ù donc V(2) =U= 
On en déduit 
À cerf av U 
E=- dv = 5%, 
gra Pr PL 








> Exercices 9.7, 9.8, 9.9, 9.10. 


Le théorème de Coulomb établi dans l'exemple du paragraphe pré- 
cédent permet d’assimiler un condensateur à deux plaques (1) et (2) 
métalliques en regard, formant deux surfaces équipotentielles aux po- 
tentiels V, et V, portant des charges opposées q1 = q et g> = -q.En 
posant u = Vi —V,, la capacité du condensateur est la grandeur C, ex- 
primée en farad (F) définie par q = Cu. Deux méthodes de calcul se 
présentent. 


a) Connaissant q, on calcule É grâce au théorème de Gauss, puis V 
grâce à la relation E = -grad V, puis V. et V,, d'où u. On peut aussi 
calculer directement, le long d’une ligne de champ : u = f É-dé. 
On en déduit C. 


Dans la région vide de charges entre les deux plaques, on résout 
l'équation de Laplace AV = 0 avec les conditions aux limites V = V: 


b 


TZ 


sur la plaque 1 et V = V, sur la plaque 2. On en déduit E = -grad V 
puis la densité surfacique de charges 6, en utilisant la relation ad- 
mise Ë; = eh au voisinage immédiat de la surface de 1, #1 dési- 
gnant le vecteur normal dirigé vers l’extérieur au point considéré. 
On calcule de même 02. On en déduit les charges q et —-q en inté- 
grant odS sur 1 et sur 2. On en déduit C. 


© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit. 





Champ électrique en régime stationnaire Chapitre 9 


Exemple : 


Un condensateur plan est formé de deux plaques paral- 
lèles de même surface S distantes de d supposé très petit 
devant sa largeur et sa longueur, ce qui permet d’assimiler 
le champ électrique qu’il crée à celui créé par deux plaques 
infinies. 


-q Àz 
+q 


Notons gq la charge du condensateur et u la tension élec- 
trique aux bornes du condensateur. 

Première méthode. La densité surfacique de charge, sup- 
posée uniforme, est 

sl 

S 

Par application du théorème de superposition, le champ 
électrique créé entre les plaques est 


+O = + 


. Oo OO. © 


É=É,+ÉÈ = —ÿü,-—üù,= 
2€o . 2€o * €o 


> 


Üz 
On en déduit le potentiel électrique 


Ë 


Il 
_ 
7 
[at] 
en 
< 
Ÿ 
| 
Il 
| 


donc V(z) = a K 
€o 


On en déduit la tension électrique 


d qd 
Ven Vie de ce 
€o SEo 

q ES 

doncC= += 

onc C ä 
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Chapitre9 Champ électrique en régime stationnaire 


Analyser une carte de champ et de 
potentiel électrostatique. 
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Deuxième méthode. Les plaques sont séparées par du 
vide. L'invariance de la distribution par translation selon 
x et y conduit à chercher le potentiel sous la forme V(z) et 
l'équation de Poisson s’écrit donc 


AV=0< LA =0 
E dz2 
donc V(z) = Az+B 
Les conditions aux limites donnent 


u=A:0+B d B=u 
O=A.d+B °°] A=-4 


donc V(z) = -u£ +u 
On en déduit 
CÉeer R 
dz d 
Pour z = 0*, le vecteur normal à la surface est ñ = ü, eton 


identifie 
éd 0 6 
E(z=0")=—ñ soit -ü, = —u, 


€o €o 
soit _ donc C = gs 
d ES [u  d 








+ Exercices 9.11, 9.12. 


Le calcul du champ électrique et du potentiel électrique associé est 

difficile dans le cas général. C’est pourquoi on les mesure expérimen- 

talement ou on les calcule avec un logiciel de simulation, et on ex- 

ploite graphiquement les relevés, cartes de champ et de potentiel. On 

doit retenir les trois propriétés topographiques suivantes : 

- le champ électrique est tangent en tout point aux lignes de champ ; 

e les lignes de champ sont orthogonales aux surfaces équipoten- 
tielles ; 

e plus les surfaces équipotentielles sont serrées, plus le champ élec- 
trique est intense. 
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Utiliser les propriétés des champs et 
potentiels pour l'étude du mouvement 
d’une particule chargée. 


Champ électrique en régime stationnaire Chapitre 9 


Exemple : 


Voici l'allure d’une carte de champ, faisant apparaître les 
lignes de champ en traits continus et les lignes équipoten- 
tielles dans le plan de la figure en traits pointillés, créée par 
une plaque et une pointe métalliques entre lesquelles on 
impose une différence de potentiel de 120 V. 





On vérifie que les lignes équipotentielles sont orthogo- 
nales aux lignes de champ. Les équipotentielles sont plus 
serrées en À qu’en B. Le champ électrique est donc plus in- 
tense en À qu’en B. L'échelle fournie permet d’estimer les 
valeurs des champs : 


0,4 cm 


Ep = VV =1,7kV-.m 


1,2 cm 


Es = Z2V =5,0kV-m ! 











> Exercice 9.13. 


Une distribution de charges immobiles crée un champ électrique É 
et un potentiel électrique V. Une particule de masse m et de charge 
q placée en M subit une force électrique f qui dérive d’une énergie 
potentielle Ep, données par 


f = gË(M) et Ep. = qV(M) 


Les méthodes dynamiques et énergétiques habituelles permettent 
donc l'étude mécanique d’une particule ponctuelle chargée. 
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Chapitre9 Champ électrique en régime stationnaire 


Connaître le champ électrique créé par 
un dipôle et l’action d’un champ sur un 
dipôle. 
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Exemple : 


Une particule de masse m et de charge gq est lancée de- 
puis O(0,0,0) avec une vitesse initiale Do = vou, entre deux 
plaques infinies parallèles z = —-d et z = d portant respec- 
tivement une densité surfacique de charges uniforme -o 
et +0. L'application du théorème de superposition permet 
d'exprimer le champ électrique entre les plaques : 


L'application de la loi de la quantité de mouvement à la 
particule dans le référentiel galiléen du laboratoire, en né- 
gligeant le poids devant la force électrique, donne 





X=0 X= Lo X= vot 

ÿ=0 donc 4 ÿ=0 et4 y=0 

5 — 49 = .18 gi =-09 2 
Mm£o m£Eo 2mMmEo 


La trajectoire est donc parabolique. 








+ Exercices 9.14, 9.15, 9.16, 9.17. 


Le dipôle électrostatique ou dipôle électrique est un bipoint de par- 
ticules de charges —-q en N et +q en P avec NP = d constante. Le mo- 
ment dipolaire est 

P = qNP 
Ce dipôle fixe crée un potentiel et un champ électrique particulier, 
et réciproquement il subit une action mécanique de la part d’un 
champ électrique extérieur (qu’il ne faut surtout pas confondre avec 
le champ propre). 
La détermination du champ électrique dipolaire est une question de 
cours fréquente et difficile (elle est traitée à l'exercice 9.18). En voici 
les étapes. 
a) On définit une base sphérique de centre O milieu de [NP] et , = 
=. Un point M de l’espace est repéré par r = OM, angle du méri- 


dien et 0 = (%,, OM). 
b) On applique les symétries et invariances et on en déduit 


V=V(r,8)etÉ=E,(r,68)à, + Eo(r, 8) do 


c) On détermine le potentiel électrique V(M) = Vx(M) + Vr(M) 
par superposition et on donne sa valeur approchée V(r,8) grâce à 
l’approximation dipolaire d  r. 

d) On en déduit E = -grad V en coordonnées sphériques. 
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Un dipôle électrique, de moment dipolaire P, soumis à un champ 
électrique extérieur É,, subit une force appliquée à chacune des 
deux particules. 

a) La somme des forces dérive d’une énergie potentielle d’interac- 
tion 


= 


Ep = —P * Eext 


b) La force résultante s'écrit 
F=-grad (P-Éc«) 
c) Le couple des forces a pour moment résultant 
À = D À Écxt 


Deux grandes familles d'exercices se développent sur cette base : 

e étude mécanique du déplacement d’un dipôle, en translation ou en 
rotation autour d’un axe passant par O ; 

e étude qualitative du mouvement d’un dipôle dans un champ ex- 
térieur dont la carte de champ est fournie : le dipôle a tendance à 
s'orienter dans la direction et le sens du champ extérieur et à migrer 
vers les zones de champ fort. 


Exemple : 


(a) Soit un dipôle électrique P de centre O, soumis à un 
champ électrique extérieur dont la valeur en O est Éo. S’il 
est en rotation autour d’un axe À passant par O et orthogo- 
nal à (P, Éo), alors la projection du moment des forces sur 
A est 

AM\ = [P A Éol] : UN =P-E sin(P, Éo) 


Posons 6 = (P, Éo). Ce moment s’annule quand 0 = 0 ou 
0 = x. L'énergie potentielle d'interaction est 


Ep = Po = —-P-E, cos(6) 


Cette énergie potentielle est minimale pour 6 = 0 qui est 
donc une position d'équilibre stable. Elle est maximale 
pour 6 = x qui est donc une position d'équilibre instable. 
Le dipôle tend donc bien à s’aligner avec le champ exté- 
rieur. (b) Soit un dipôle aligné avec le champ extérieur. 
L'énergie potentielle d'interaction vaut donc Ep = -P-Es. 
Elle diminue lorsque Eç augmente, donc le dipôle se dé- 
place vers les zones de champ fort. 








+ Exercices 9.18, 9.19, 9.20, 9.21. 
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Énoncer et appliquer le théorème de 


Il y a une analogie formelle entre la force de Coulomb exercée par 


Gauss gravitationnel. 


Exploiter l'expression de la densité 


une charge ponctuelle Q sur une charge ponctuelle gq et la force de 
gravitation exercée par une masse M sur une masse mn : 


Qqg_. -#4Mm,. 


ür 





ü 
ATEoT2 ré 


Dans le théorème de Gauss, on remplace donc le champ électrique 
É par le champ gravitationnel &, la charge Q par la masse M, et la 
constante + par -41%, d'où 


f £ « as — —An Mint 


Les règles d'application de ce théorème de Gauss gravitationnel sont 
les mêmes que pour son équivalent électrique. 


Exemple : 


Une planète sphérique de centre O, de rayon R et de masse 


M a une masse volumique u = rer uniforme. Soit M un 
3 


point repéré par OM = rü,. Pour r > R, le théorème de 
Gauss gravitationnel appliqué sur une sphère de rayon r 
s'écrit _. 
g-Anr” = -4nSM donc £ = br 
r 
Pour r <R, il s'écrit 


GMr . 
m 7 





4 
g-Anr? = -4ngl: LL donc g=- 








— Exercices 9.22, 9.23, 9.24. 


2 
L'énergie électrique volumique ue = — exprimée en joule par mètre 


volumique d'énergie électrique. 
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cube permet de développer trois types de calculs : 


a) calcul de l'énergie électrique U, emmagasinée par un dispositif 
par intégrale triple sur l’espace ; 


b) calcul de la capacité d’un condensateur, en identifiant 
1 
U, = -Cw 
2 


c) Calcul d’une force d'interaction électrique en identifiant 


_ 


f = -grad U, 
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Exemple : 


Pour un condensateur plan formé de deux plaques de sur- 
face S = a x bet distantes de d, l'énergie emmagasinée est 


up [3 y dxdydz 


1 U? 1 &ab 
Ue= 2607 -abd = -— > d 





U? 


. l',. 
soit U, = 3 CU 


On retrouve donc l'expression de l'énergie électrique em- 
magasinée par un condensateur, obtenue en première an- 
née par un raisonnement électrocinétique. 








+ Exercices 9.25, 9.26. 


Énoncés des exercices 


Détermination directe d’un champ électrique 


Une distribution de charge se développe autour d’un axe (0, z), elle a pour densité 
volumique en coordonnées cylindriques 


TO 
P—Po—- 
r 


a) Justifier que 

E=E(r)ür et V=V(r) 
b) Déterminer le potentiel V(r) grâce à l'équation de Laplace en prenant V(0) = 
c) En déduire É. 


d) Vérifier l'équation de Maxwell-Gauss. 


Champ électrique créé par une plaque chargée en surface 


Une plaque infinie (O, x, y) porte une densité surfacique de charge uniforme o. Dé- 
terminer le champ électrique créé en un point M(0,0, 2). 


Champ électrique créé par une plaque épaisse 


Une plaque épaisse infinie, située entre les plans z = -a et z = a, porte une densité 
volumique de charge uniforme p. Déterminer le champ électrique créé en un point 
M(0,0, 2). 


Champ électrique créé par un fil rectiligne infini 


Un fil rectiligne infini (O, 2) porte une densité linéique de charge À uniforme. Déter- 
miner le champ électrique en M situé à la distance r du fil. 
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Champ électrique créé par un cylindre chargé en volume et en surface 


Un cylindre infini d’axe (O, 2) et de rayon b porte une charge volumique uniforme 
p > 0 et sa surface est recouverte d’une charge surfacique uniforme © < 0. 


a) La charge totale de toute section de hauteur H du cylindre est nulle. En déduire la 
relation entre ©, p et b. 


b) Déterminer le champ électrique en M situé à la distance r de l’axe. 


Carré de charges 

Quatre charges sont placées aux sommets d’un carré (ABCD) dans le plan (O, x, y) 
avec A(a,0), B(0, a), C(-a,0) et D(0,-a). Déterminer le champ électrique en O sion 
place respectivement les charges (+q,+q,-q,-q) puis si on place (+q,-q,+q,-q). 


Résolution de l'équation de Laplace en géométrie cylindrique 

Deux cylindres infinis d’axe commun (0, z), de rayons a et b avec a < b, sont por- 
tés aux potentiels respectifs V(r = a) = 0 et V(r = b) = U. Déterminer le potentiel 
électrique V(r,6,2) pour a < r < b. En déduire le champ électrique entre les deux 
cylindres. 


Résolution de l’équation de Laplace en géométrie sphérique 


Deux sphères de même centre O, de rayons a et b avec a < b, sont portées aux po- 
tentiels respectifs V(r = a) = 0 et V(r = b) = U. Déterminer le potentiel électrique 
V(r,6,v) pour a < r < b. En déduire le champ électrique entre les deux sphères. 


Résolution de l’équation de Laplace en géométrie conique 


Un plan infini (O, x, y) est porté au potentiel U. Une plaque infinie en forme de cône 
de sommet O et d’axe (0, 2), de demi-angle au sommet o, est portée au potentiel nul. 


Az 








nn 


a) Un point M est repéré en coordonnées sphériques par OM = r et les angles 6 et w, 
avec à < 0 < 3 ete [0,2xl. Justifier que V(M) = V(r,8). 





b) Chercher V indépendant de r (c’est le cas sur les deux plaques formant des sur- 


faces équipotentielles pour 0 = « et pour 0 = 5) sous la forme V(6). On donne 
[48 =In [trans]. 


sinÔ 


c) En déduire Ë. 
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Potentiel créé par une distribution volumique antisymétrique 


Dans l’espace (O, x, y, 2), une distribution volumique de charges est définie par 


Osix<-—-a 
—Posi-a<x<0 
+po Si0<x<4a 
Osix>a 


pCX, 7,2) = p(x) = 


Déterminer le potentiel V(x) et le champ électrique Ë- E(x) ü, tels que V(0) = 0, que 
É=0 pour x > a, et que les deux fonctions V(x) et E(x) soient continues. Tracer les 
graphes correspondants. 


Condensateur cylindrique 


Un condensateur cylindrique est formé de deux plaques cylindriques coaxiales d’axe 
(O,z), de rayons respectifs 41 et a2 avec a < a2 et de même hauteur H. On sup- 
pose que les dimensions sont telles qu’on peut négliger les effets de bord, c’est-à- 
dire qu'on peut assimiler les propriétés électrostatiques du dispositif à celles d’un 
ensemble de cylindres infinis. Déterminer la capacité C de ce condensateur. 


Condensateur à cylindres parallèles 


Deux plaques cylindriques parallèles d’axes (01,2) et (O2,z) de même rayon a sont 
distantes de 2D = 0102. Un point M du plan contenant les deux axes, et situé entre 
les deux cylindres, est repéré par ses coordonnées M(x, 2), l'origine O du repère étant 
le milieu de [010]. 





a) Un cylindre infini, d’axe z, de rayon a, possède une densité de charge surfacique 
uniforme ©. Déterminer le potentiel électrique V(r) en un point situé à une dis- 
tance r de son axe. 


b) Le cylindre 1 du dispositif possède une densité de charge surfacique uniforme o, 
le 2 une densité —-o. Déterminer le potentiel électrique V(x) en M. 


c) En déduire la tension électrique u entre les deux plaques en supposant qu’elles 
sont elles-mêmes des surfaces équipotentielles. 


d) La capacité linéique est la capacité équivalente C d’un tronçon de longueur H 
selon z de ce dispositif, divisée par H, soit L = C. Déterminer l'expression de FT. 
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[re [mm Champ disruptif (Centrale MP 2015 (sujet 0)) 


Un logiciel de simulation permet de tracer l’allure des lignes équipotentielles autour 
de deux électrodes portées aux potentiels respectifs —1 V et +1 V. 


0,4V 0,8V |IV 0,6V 0,2V 


2 mm À Ov 


' 








—02V —0,6V bi —0,8V  -04V 


Z 


Ce logiciel donne aussi le graphe des variations du potentiel V en fonction de z sur 
l'axe : 











a) Où le champ électrique est-il maximal ? 


b) Le champ disruptif est celui pour lequel on observe une étincelle correspondant 
à l’ionisation de l'air. Celui-ci vaut E,; = 3,6- 106 V:m-1. Quelle tension doit-on 
appliquer aux bornes du dispositif pour atteindre ce champ au centre O du dispo- 
sitif ? 


Bu Mouvement d’une particule dans un puits de potentiel. 


Une particule de masse m et de charge q, est astreinte à se déplacer sur un axe (O, x). 
Une charge Q > 0 est fixée en x = a > 0. L'ensemble est plongé dans un champ élec- 
trique uniforme et constant Ep = Epüx avec Eo > 0. 


a) À quelle condition x = 0 est-elle une position d'équilibre stable pour la particule ? 


b) Étudier dans ce cas les petites oscillations autour de x = 0 de la particule. 
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Piège à trois particules (analyse documentaire) 


Trois charges positives identiques Q sont fixes aux sommets d’un triangle équilatéral 
(A,B, O) de centre O avec OA = OB = OC = 4. 


a) Justifier qualitativement que le centre O du triangle est une position d'équilibre 
instable pour un électron. 


b) Une particule de charge q = 1,0 C et de masse m = 1,0 kg est placée en O et lancée 
avec une vitesse initiale Do = —vo ü+. Voici l'allure des lignes équipotentielles dans 


le plan contenant (A, B,C) tracées avec _e =1,0V-:meta=1,0 m : 








05 04 53 02 51 T 01 92 











x (m) 0,47 0,44 0,39 0,28 0,14 0 0,10 | 0,14 | 0,17 











V (V) 2,99 3,00 3,01 3,019 | 3,01 | 3,00 | 3,01 | 3,02 | 3,03 


Le pas de potentiel entre deux lignes successives est 0,01 V. Déterminer la valeur 
maximale de vo qui permet à la particule de rester piégée. 


Piégeage d’une particule (Mines-Ponts MP (2) 2015) 


Un système de trois plaques est disposé autour de l’origine O d’un référentiel 
(O, x, y, 2). Une première plaque possède la symétrie de révolution autour de (O, 2), 
son équation cartésienne est 


(80) : x? + -27 = fé 
Les deux autres plaques sont les deux nappes de l’hyperboloïde de révolution 


(61) : x? + y 222 = -2z2 avec z> 0 


(&2) : x2 + y? — 222 = 22) avec z < 0 


Les deux paramètres sont reliés par 2z0 = ro V2. & est portée au potentiel Vo, & et 
&)2 sont à la masse. 
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Une particule ponctuelle de charge q subit une force électrique de la forme 
É= a(xüy + yüy) + bzüz 


a) Établir la relation entre a et b. 


b) Montrer que le potentiel électrique s'écrit 
V(x, 7,2 = a+p FA = 22) 


et exprimer à en fonction de V, et $ en fonction de ro et Vo. 


c) Montrer que O(0,0,0) est une position d'équilibre et justifier que cet équilibre est 
instable. 


Énergie du noyau 
Dans le modèle de Thomson, le noyau d’un atome du numéro atomique Z est as- 


similé à un nuage sphérique de rayon R, de charge Ze et de densité volumique uni- 


forme 
: Ze 


ro — 
A TRS 





On constitue ce noyau en rassemblant autour d’un point O de l’espace des éléments 
de matière de charge infinitésimale venant de l'infini. 


a) On suppose que le noyau, en cours de formation, possède un rayon r < R. Quelle 
est sa charge gq(r) ? 


b) On note &(r) son énergie électrique. On fait augmenter son rayon de dr en ap- 
portant une charge dq de l'infini à la surface sphérique du noyau en construction. 
Déterminer l’augmentation d'énergie d& en fonction de r, dr, R, e,Zet eo. 


c) En déduire l'expression de l'énergie & du noyau en fonction de R, e, Zet eo. 
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Champ électrique créé par un dipôle électrique 


Un dipôle électrique est l'association de deux charges ponctuelles —gq et +q distantes 

de d. Celles-ci sont placées en N(0,0,-d/2) et P(0,0, 4/2). Un point M est repéré en 

coordonnées sphériques, à une distance r > d du centre O du repère. 

a) Justifier que É(M) = E-(r,0)ür + Eg(r,8)üg. Voici la figure vue dans le plan méri- 
dien : 





b) Exprimer le potentiel Vp créé en M par la charge +q en P. On fera le développe- 

ment limité en 2 Exprimer de même V\. 

c) En déduire le potentiel V en M puis le champ électrique É créé par le dipôle élec- 
trique en M. 


Mise en évidence du caractère polaire d’un solvant 


Quand on approche une tige chargée d’un filet d’eau qui coule, celui-ci est dévié vers 
la tige, alors qu'avec un filet de cyclohexane, il n’y a pas de déviation. Expliquer ce 
phénomène. 


Interaction de deux dipôles parallèles, coaxiaux 


Le champ électrique créé par un dipôle électrique de moment dipolaire P, de centre 
O, en un point M de l’espace vaut, dans l’approximation dipolaire 





2 À Br. P s 
E= 3—-r-—|avecr =O0M 
4neo | r° r3 


a) Deux dipôles identiques sont placés de façon coaxiale à une distance x l’un de 
l’autre sur un axe (0, x) (figure 1). Ils sont astreints à se déplacer en translation 
sur cet axe. Donner l'expression de la force exercée par le dipôle 1, supposé fixe, 
sur le dipôle 2. 


b) Deux dipôles identiques sont placés avec des moments dipolaires anticolinéaires, 
à une distance x l’un de l’autre sur un axe (O, x) (figure 2). Ils sont astreints à se 
déplacer en translation sur cet axe. Donner l'expression de la force exercée par le 
dipôle 1, supposé fixe, sur le dipôle 2. 


c) Quelle est la force d'interaction entre deux dipôles dont les centres sont placés 
en O1(0,0,0) et en O2(x,0,0), de moments dipolaires respectifs P1 = Püy et P2 = 
Pü, ? 


y À figure 1 y À figure 2 
: 
1P, P, x P x 
--— = —------- 3 ---— 4 = -- £ ——--- 7 = 
1 P, 
a _ a 
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Dipôle en mouvement entre deux charges dans un plan 


Un dipôle électrique, de moment dipolaire P, est astreint à se déplacer dans un plan 
auquel P reste orthogonal. De part et d'autre de ce plan se trouvent deux charges —q 
et +q, placées symétriquement, à la distance 2a l’une de l’autre. 


z 





<Y 





On note M le milieu du dipôle mobile, on repère sa position en coordonnées polaires 
par r et 6, on note m sa masse et on suppose que la distance entre les deux charges 
qui le composent est très petite devant 4. 

a) Donner l'expression du champ électrique E en M en fonction de r. 


b) En déduire l'expression de l'énergie potentielle d'interaction Ep(r) entre le dipôle 
mobile et ce champ. 


c) Justifier que le dipôle subit une force centrale conservative et rappeler les noms 
des deux grandeurs constantes Lo et 60. 


d) Donner l'expression de l'énergie potentielle effective 
L2 
Eperr(r) = —— +Ep(r) 
2mr 


et tracer à l’aide d’un grapheur l'allure de la courbe représentative en fonction de 
u= 7 quand 


qgaPm 


L2 
ë =10 


2ma2 





=1,0Jet 





reoLè 


En déduire la nature du mouvement possible et indiquer si un mouvement circu- 
laire est possible. 


Tunnel gravitationnel (Mines-Ponts PSI (1) 2011) 


Un tunnel est creusé en ligne droite entre deux points A et B de la surface d’une pla- 
nète sphérique de centre O, de rayon R, de masse M et de masse volumique Hi = 





M 
TRS 
uniforme. On fait le vide dans ce tunnel et on considère un train de masse m glissant 
sans frottement dans ce tunnel. Sa position est repérée par son abscisse x = HM où 
H est le point le plus proche du centre de la planète, on pose ro = OH, a = xa = HA et 
r = OM. 
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a) Déterminer le champ gravitationnel en M en fonction de r, en déduire la force de 
gravitation subie par le train. 


b) En déduire l’énergie potentielle gravitationnelle du train et l’exprimer en fonction 
de x. 


c) Le référentiel terrestre est supposé galiléen. Le train est abandonné sans vitesse 
initiale en A. Établir l'expression de x(f) et en déduire la durée du voyage de À à B. 


d) Comparer cette durée avec la période d’un satellite évoluant à très basse altitude, 
en mouvement circulaire uniforme de rayon r =R. 


Énergie potentielle gravitationnelle d’un astre sphérique (Mines-Ponts 
PSI (1) 2010) 


Un astre sphérique de masse M, de rayon R et de masse volumique uniforme li est 
construit par agglomération couche après couche : lorsque le rayon de l’astre vaut 
r, la matière formant la couche [r, r + dr] située à une distance infinie de l’astre est 
attirée et se dépose à la surface de l’astre, jusqu'à ce que r atteigne R. 


a) Exprimer le volume dt et la masse dm de la couche [r,r + dr] en fonction de pi, r 
et dr (on se limitera au terme du premier ordre en dr). 


b) Donner l'expression de l'énergie potentielle gravitationnelle de cette couche à 
l'infini et à la surface de l’astre. En déduire la variation d’énergie potentielle 4Ep 
de l’astre quand son rayon augmente de r à r+dr. 


c) En déduire l'énergie potentielle gravitationnelle de l’astre en fonction de &, M 
etR. 


Pression au cœur d’une étoile (Mines-Ponts PSI (1) 2010) 


Une étoile de masse M, de rayon R, de masse volumique u uniforme possède un 
champ de pression P(r) et un champ gravitationnel g(r). La pression est nulle à la 
surface de l'étoile. Déterminer la pression PQ au centre de l’étoile en fonction de &, 
MetR. 


Énergie électrique d’un nuage électronique 


Un électron de charge —e est assimilé à un nuage sphérique de rayon R et de densité 
volumique de charge uniforme p. 


a) Déterminer l'expression du champ électrique É(r) pour r <R et pour r >R. 


b) En déduire l’énergie électrique totale de cette distribution. 
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Position d'équilibre d’une plaque chargée (résolution de problème) 


Dans le dispositif suivant, la plaque inférieure possède une charge —gq et est fixe, la 
plaque supérieure possède une charge +q et est mobile en translation sur l'axe z, 
sa masse est m et le ressort est de constante de raideur k, de longueur à vide €. La 
surface commune des plaques est S et on pourra supposer qu’elles sont très proches 


l’une de l’autre. 


’ CEA 


(m) (q) 
E (—-q) 


Déterminer la valeur de z à l'équilibre de la plaque. 


Du mal à démarrer 


L’équation de Laplace écrite en coordonnées cylindriques 


s'intègre en deux temps. Les constantes d’intégration se calculent 
en utilisant la condition V(0) = 0. 


La surface de Gauss est un cylindre ou un parallèlépipède 


rectangle traversant la plaque de façon symétrique entre —z et 
+2. 


La surface de Gauss est un cylindre ou un parallèlépipède 


rectangle traversant la plaque de façon symétrique entre —z et 
+2. Deux cas sont à considérer : quand z > 4, la charge intérieure 
est celle située entre —a et a et quand z < a, la charge intérieure 
est celle située entre —z et +z. 





La surface de Gauss est un cylindre de rayon r et de hauteur 
H arbitraire, qui doit nécessairement se simplifier dans le théo- 
rème de Gauss. 

La surface de Gauss est un cylindre de rayon r et de hauteur 
H arbitraire, qui doit nécessairement se simplifier dans le théo- 
rème de Gauss. Quand r < b, la charge surfacique n’est pas conte- 
nue dans la surface de gauss, quand r > b, la charge intérieure est 
nulle d’après la première question. 

Le théorème de superposition et l'expression du champ créé 
par une charge ponctuelle permettent de déterminer le champ 
électrique dans le premier cas. Dans le second, les symétries et 
antisymétries entraînent la nullité du champ. 

Les propriétés de symétrie et d’invariance permettent 


d'écrire V = V(z), l’équation de Laplace en coordonnées cylin- 
driques s’intègre en tenant compte des conditions aux limites en 
r=aetenr=b.Onen déduit E. 


Les propriétés de symétrie et d’invariance permettent 


d'écrire V = V(r), l'équation de Laplace en coordonnées sphé- 
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riques s’intègre en tenant compte des conditions aux limites en 
r=aetenr=b.Onen déduit E. 


Les invariances du problème permettent d'éliminer la va- 
riable w. L’équation de Laplace en coordonnées sphériques s’in- 
tègre en utilisant la primitive donnée par l'énoncé et en tenant 
compte des conditions aux limites en 0 = a et en 6 = 7. On en 
déduit Ë. 

On résout l'équation de Laplace dans chaque zone, on en 


déduit le potentiel en fonction de deux constantes, et le champ 
électrique par dérivation. Il y a donc a priori 8 constantes à déter- 
miner. Il y a 6 continuités à assurer (V et É en —a, 0 et a) et les 
deux nullités de champ pour x < -a et x > a, ce qui donne bien 8 
relations. On en déduit les 8 constantes. 


L'application du théorème de Gauss donne Ë, on en déduit 
q 


V puis la tension électrique entre les cylindres, puis C = +. 


(a) On applique le théorème de Gauss pour calculer É, on en 


déduit V. (b) Par superposition des potentiels électriques, V est la 
somme de celui calculé pour chaque cylindre, grâce au résultat de 
la première question. Il faut prendre garde au fait que r s'exprime 
en fonction de x, et n’est pas le même pour les deux cylindres. (c) 
u=V(-D+a)—V(D- a). (d) On en déduit C= 4. 


Le champ est maximal là où les lignes équipotentielles sont 


les plus serrées. La valeur du champ électrique est = sur l’axe, 


on la calcule dans le cas de la simulation où la tension est de 2 V, 
et on en déduit celle assurant le champ disruptif en calculant le 
coefficient multiplicatif. 


C’est un problème à un degré de liberté pour une particule 


soumise à un ensemble de forces conservatives, on se ramène donc 
à l'étude de l'énergie potentielle Ep(x) = q-(Vo(x)+V(x)) : une po- 
sition est position d'équilibre si sa dérivée est nulle, elle est stable 
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a) 


si la dérivée seconde est positive en cette valeur. L’étude des pe- 
tites oscillations autour de la position d'équilibre nécessite l’écri- 
ture du développement limité au second ordre de Ep(x) au voisi- 
nage de 0. L'énergie mécanique est ainsi la somme d’un trinôme 
du second degré en x et de mi. Elle est constante, sa dérivée 
par rapport au temps est nulle, on en déduit l’équation d’oscilla- 
teur harmonique vérifiée par x, d’où w9 et la période propre To 


(a) L’instabilité en O peut être justifiée en analysant le sens 


des forces qui agissent si on déplace l’électron vers les x > 0 ou 
vers les x < 0. (b) Le puits de potentiel est visible sur le graphe. 
Le col en x = —-0,28 peut être franchi si la barrière de potentiel 
de l’ordre de 0,019 V est dépassée, ce qui permet de calculer le 
majorant de l'énergie cinétique de la particule, puis sa vitesse. 


(a) À permet d'exprimer Ë qui doit vérifier l'équation de 


Maxwell-Gauss. (b) On calcule V à partir de É en résolvant un 
système d'équations aux dérivées partielles. (c) L'analyse d’équi- 
libre et de stabilité peut être menée en supposant tour à tour que 
la particule se déplace sur l'axe (O, x) puis sur l’axe (O, y) ; l'étude 
des dérivées de l’énergie potentielle par rapport à x puis par rap- 
port à y permet de conclure. 

L'augmentation de l’énergie est estimée en faisant la diffé- 


rence entre l'énergie potentielle de la charge qui va se déposer, 
lorsqu'elle est à l’infini, et lorsqu'elle est à la surface de la sphère. 
(a) Le plan de la figure est plan de symétrie des charges. (b) 
La distance PN qui intervient dans l’expression du potentiel créé 
par la charge ponctuelle est calculée en utilisant les coordonnées 
des deux points. Pour le développement limité, on rappelle que si 
e & 1 alors (1+e)” =1+re. (c) Par superposition, V = Vp +VN. 
Un schéma peut être utile pour expliquer le mouvement des 


molécules d’eau assimilables à des dipôles soumis au champ élec- 
trique créé par la tige. 
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Dans tout l'exercice, on calcule le champ É1 créé par le di- 
pôle 1 à l'endroit où est placé le dipôle 2, puis l'énergie potentielle 
de ce dipôle 2 sous l’action de E1 grâce à la formule du cours, puis 
la force en calculant le gradient. 

Le calcul du champ électrique par superposition des champs 


créés par les deux charges doit être mené sans approximation. On 
en déduit l'énergie potentielle puis l'énergie potentielle effective, 
et on pourra se référer au cours de première année sur les forces 
centrales pour la condition Epefr(r) £< 60. 


(a) On applique le théorème de Gauss gravitationnel. (b) On 


exprime Ep(r) en écrivant mg(r) = po, Le théorème de Py- 
thagore permet d'exprimer r en fonction de x. (c) C’est un pro- 
blème à un degré de liberté avec des forces conservatives, la mé- 
thode énergétique est donc pertinente. (d) La troisième loi de Ke- 
pler donne immédiatement la réponse. 

Comme l'énergie potentielle gravitationnelle est nulle à l’in- 
fini, la variation d'énergie potentielle est égale à l'énergie poten- 
tielle de la masse dm située à la distance r du centre de l’astre de 
rayon r. 

On conjugue l’expression de g(r) donnée par le théorème de 


Gauss gravitationnel et la loi de la statique des fluides -grad P+ 
ug=6. 

(a) On détermine É dans chaque cas grâce au théorème de 
Gauss. (b) On intègre l'énergie électrique volumique dans les deux 
zones :r € [0,R] et r e]R,+ool. 

La plaque est soumise à trois forces conservatives, son poids, 
la force de rappel élastique et la force électrique qui dérive de 


2 
l'énergie du condensateur 3 et C dépend de z. 


Corrigés des exercices 


Soit O le projeté orthogonal de M sur l’axe. Le plan 
(O, ür, ü,) et le plan (O, ür, do) sont des plans de symé- 
trie des charges. Le champ électrique est donc contenu 
dans leur intersection et Ë =E(r,6,z)ür. La distribution de 
charges est invariante par translation selon ü, et par rota- 
tion d’angle 6 donc É=E(r) ür. 


b) L'équation de Laplace s'écrit 


AV = a LS soit 
€o 


1 d (Se) ___ Poro 
E €or 





av 
soit — = mu e 
dr €Q r 


donc V(r) = PO, | Amr+B 
€ 


Pour r =0,Inr — © donc A = 0. La condition V(r = 0) =0 
entraîne B = 0 donc 





V(r) = -100 
€0 
c) La relation Ë=- -grad V s'écrit 
_ÔV 
É=l ôr = Pros 
0 "0 


d) On vérifie que 


dé = 1 Ô(rE(r)) _ Poro _ P 
Tr Ôr eoT  E€o 
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Les plans (O,x,z) et (O,7,z) sont plans de symétrie des 
charges donc É = E(X, y, 2) ü,. La distribution de charges est in- 
variante par translation selon ü, et selon üy donc Ë = E(z) Uz. 
La surface de Gauss est un cylindre de section S dont les cou- 
vercles supérieur et inférieur sont situés symétriquement en 
+z. Le plan z = 0 étant plan de symétrie des charges, É(—2) = 
—E(2) üz. 











zÀ 
i = 
ÂE 
1 — 
dr ds 
A 
E 
ds 
=> es 
Ÿ 














Le flux se décompose en trois termes, et la charge intérieure 
est celle contenue par la surface S délimitée sur la plaque. Le 
théorème de Gauss s'écrit donc 


[Lr& [ee fee-S 
sup lat inf €0 


, os 
soitE-S+0+E-S = — 
€ 


fo à F0. 
doncE= ;5üzsiz>0etE= Zeg Uz SiZ< 0. 


Les symétries et les invariances sont les mêmes qu'à l'exercice 
9.2 donc Ë = E(z)üz. La surface de Gauss est un cylindre de 
section S dont les couvercles supérieur et inférieur sont situés 
symétriquement en +z. Le plan z = 0 étant plan de symétrie 
des charges, É(-2 = —-E(z) ü,. Deux cas sont à distinguer pour 
z>0:z>aouz=<a. 
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Le flux se décompose en trois termes : 


sup lat inf 


= ES+0+ES =2ES 


La charge intérieure s'exprime distinctement dans les deux 
cas. Si z > a, elle est restreinte au cylindre de bases situé entre 
-a et a : 

Qint = p:2a:S donc 


-24S = 
PP EE Prs 


€0 2€ 


2ES = 


Si0<z< a, c’est la charge contenue dans le cylindre situé 
entre —Zz et +z : 
Qint =p-:2z-S donc 
‘225... à Z 
Re à ms 


tE Uz 


2ES = = 
€0 2€0 


En coordonnées cylindriques, en notant O le projeté orthogo- 
nal de M sur l’axe, les plans (O, ü;, do) et (O, ür, ü,) sont plans 
de symétrie des charges donc Ë = E(r,6,z)ür. La distribution 
de charges est invariante par translation selon ä, et par ro- 
tation d'angle 6 donc É = E(r)ür. La surface de Gauss est le 
cylindre de rayon r et de hauteur H arbitraire. 


zÂ 


— 
AIS  — 


LÉ 











> —> 
H dS E 


— 





4 





Le flux se décompose en trois termes et la charge intérieure 
est celle située sur la hauteur H du fil. Le théorème de Gauss 
s'écrit donc 


4 — … 4. +. À: 
[is-f 58. [ :8-2 
sup lat inf EO 

. À-H 

soit0+E-27rrH +0 = —— 

€0 


= À 
donc E = ü 
2TrE0 





a) La charge sur une hauteur H est la somme de la charge si- 
tuée dans le volume et de celle située surt la surface, donc 


b 
p-xb?H +0 -2nbH =0 donc 6 = -© 
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b) En coordonnées cylindriques, en notant O le projeté ortho- 
gonal de M sur l'axe, les plans (O, ür, do) et (O, ür, üz) sont 
plans de symétrie des charges donc É= E(r,6,z)ür. La dis- 
tribution de charges est invariante par translation selon üz 
et par rotation d'angle 6 donc Ë = E(r)ür. La surface de 
Gauss est le cylindre de rayon r et de hauteur H arbitraire. 
Deux cas sont à considérer : r <betr > b. 























Le flux se décompose en trois termes : 


fra-[] 28 s&.f 5 
sup lat inf 


=0+E:27rH+0 
Sir < b, la charge intérieure est celle située dans le cylindre 
de hauteur H et de rayon r : 


Qint = p-xr/H donc 


p-xr2H . 
———— etE=—ù; 
€Q 2€ 


E-27rrH = 


Sir > b, la charge intérieure est nulle d’après l'hypothèse 
de l'énoncé donc Ë = 6. 


Par théorème de superposition, le champ électrique est la 
somme des quatre champs. Les quatre distances sont égales : 
AO = BO = CO = DO = a et les vecteurs unitaires sont selon 
+ü, et +ü,. On en déduit 











—2q 

. q — Area? 
Eee dd] =) 9% 
ATEO 4 5 
ATEo 4 


Dans le second cas, les trois plans (O, Üx, üy), (O, üx, ü,) et 
(O, üy, üz) sont plans de symétrie des charges, le champ élec- 
trique devant être inclus dans ces trois plans, il est nécessaire- 
ment nul. 


Le potentiel étant indépendant de 6 et de z sur les deux 
plaques, on peut chercher V(r). La nullité du Laplacien de V 
dans l’espace vide entre les cylindres s'écrit alors 


1o(r) 


Tr. Ôr 





av 
=0 doncr— =A 
dr 
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. AV À 
soit — = — donc V(r)=Alnr+B 
dr Tr 


Les conditions aux limites donnent 


A= 

Aa+B=0 In 2 
Alnb+B=U p=- (ue 
n£ 





In £ 
On en déduit V(r) = ur + et 


a 





el 
Il 
ciel 
Ll 
Fes] 
e% 
< 
Il 
SI 
; 
Il 
4 
à 





Le potentiel étant indépendant de 6 et de @ sur les deux 
plaques, on peut chercher V(r). La nullité du Laplacien de V 
dans l’espace vide entre les sphères s'écrit alors 


ofr23) 
1 ôr) 2dV 
D oO “0  — 


. 4aV A A 
soit — = — donc V(r)=-—+B 
dr  r2 Tr 


Les conditions aux limites donnent 
A _ 

T4 +B=0 

7 +B=U 


On en déduit V(r) = U 2U=a) et 


r(b—a) 
2 ——. av Uab 
É=-gadv=- 5, = à, 
dr r2(b- a) 


a) Sur les deux plaques, le potentiel est indépendant de 4, il 
y a symétrie de révolution autour de l’axe (0, 2), et il est lé- 
gitime de chercher V indépendant de @. De même, sur les 
plaques, V est indépendant de r. 

b) L'équation de Laplace s'écrit donc, dans la région vide de 
charges 


1 ô{sino%) 














AV =0 soit =0 
rZsin0 08 
d . a . dV _ A 
CS 6 46 sino 
6 
donc V(6) = Aln |tan : +B 
Les conditions aux limites s’écrivent 
al4B= EEE 
Aln [tan 2] +B=0 de Nftang] 
Aln[tan?]+B=U B=U 
. in[tan 4 
On en déduit V(6) =U |1-— Mans] 
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c) On en déduit enfin 


pa ad 0 
= —grad V = —=—— ÿa = - 
8 r 40 


U 


970 
r sinOin [tan Ÿ | 


On résout l'équation de Laplace dans chaque portion. 
e Pour xe[0,al (zone 3) : 


d?v 2 
+210 doncÿtri= 2207 + A3 x+B3 
dx2 €o €o 2 


La condition V(0) = 0 entraîne B3 = 0 donc 


2, 
vo =-P0X à ax 
€ 2 
On en déduit que 
2 
Vase ka 
€o 2 
av 
et E(a)=-—(x= 0) = a As 
dx €o 


e Pour xe[a,+ol (zone 4) : 


d2v 
—— = 0 donc V(x) = A4x + B4 
dx? 


Le champ électrique étant nul pour x > a, + = A1=0 
donc V(x) = B4 et E(x) = 0. En x = a, on assure la continuité 


de VetdeE : 


po a? : 
——+ +A3a=B 
CR 3 4 donc 
€ 47 A3 0 
- Po & 
42 donc 
A3= 54 


+ On détermine de même V(x) et E(x) pour x € [-a,0[ (zone 
2) et pour x €] - co, al, on peut aussi utiliser l’antisymétrie 
de la distribution de charges. 

Voici le tableau récapitulatif : 








V(x) E(x) 
X<—a — ous 0 
=g<x<0 pot 2ax) _ potr+ a) 
O<x<a por +20) po ao 
a=<Xx DE 0 


Voici l'allure des courbes représentatives : 
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| La 











Soit q la charge du cylindre (1) et —-q celle du cylindre (2). Soit 
M un point entre les deux cylindres, repéré par sa distance 
à l'axe r ea, al. La distribution de charges est symétrique 
par rapport à (M, ür, üp) et (si les cylindres étaient infinis) 
par rapport à (M, ür,üz) donc Ë =E(r,6,z)ür. La distibution 
de charges est invariante (si les cylindres étaient infinis) par 
translation selon ü%, et par rotation d'angle 6 donc Ë = E(r)üy. 
La surface de Gauss est le cylindre de hauteur H. Le flux est ce- 
lui à travers sa surface latérale en admettant que celui à travers 
les couvercles supérieur et inférieur est nul (ce serait le cas 
si les cylindres étaient infinis). La charge intérieure est égale 
à celle du cylindre (1) intérieur, soit q. L'application du théo- 
rème de Gauss donne donc 





E(r)-2rrH = done 3 ü 
€o 27€EorH 
On en déduit le potentiel 
q av 


È= —grad V& 





2TEorH _ [dr 


nr+K 





donc V(r) = — ñ 
2TE0H 


On en déduit la tension électrique 





q a2 

u=V(a;)-V(a2) = In — 

(a) - V(a) Su à 
__ 4 _ 2ñ€eoH 
doncC=%= 2. 


4 


a) Les symétries et invariances habituelles du cylindre infini 
entraînent que E = E(r)ü,. Par application du théorème 
de Gauss sur un cylindre de rayon r et de hauteur H arbi- 
traire : 

o-214aH + O4. 
E(r)-2rrH = ————— donc E = — üù, 
€ €or 
On en déduit le potentiel 


& — wa av 
E=-gradV& — =-— 
Eor dr 


donc V(r) = jrs 
€o 
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b) 


c) 


d 


T 


a) 


b) 


Par théorème de superposition, le potentiel est la somme 
des deux potentiels. Les rayons correspondants sont 
r=D+xetr2=D-x.Onen déduit 


wa wa 
V(x) = V1 (x) + Vo (x) = —-—Inr; +K1 + —Inr2+K2 
€0 €0 


oa, D-x 
= —In 
€o  D+x 





+K +K2 


L'expression de V(x) obtenue à la question précédente 
n'est valable que dans l’espace situé sur l’axe x entre les 
deux cylindres. La tension électrique est donc mesurée 
entrex=-D+aetx=D-a : 











oa 2D-a a 
u=V(-D+a)-V(D-a)=—\|Im —In 
€0 a 2D-a 
. 26a, 2D-a 
soit u=——In 
€o a 


La charge portée par le cylindre (1) de hauteur H est 
qg=0:2naH. On en déduit la relation entre q et u en éli- 
minant © : 








2D - 
u = q In : 
nHEo a 
nHE 
donc C= T So —— 
U In se 
C TE 
doncT === 
H In 2D-a 


a 


Le champ est maximal là où les équipotentielles sont les 
plus serrées. C’est donc entre les deux électrodes, sur l’axe 
de symétrie du dispositif, et au voisinage de ces électrodes, 
ce qui est confirmé par le fait que la pente de V en fonction 
de z devient très forte quand z se rapproche de -1 ou de 
+1 mm. 


Au centre du dispositif, le champ électrique est dirigé selon 
ü, car tout plan contenant l’axe (0, 2) est plan de symétrie 
des charges. Sa valeur est 


S av … 
E(0,0,0) = ———(0,0,0)üz 
az 
Lorsque la tension entre les électrodes vaut 
V(z2=1:107%)-V(z=-1:10 %)=1-(-1 =2V 


la lecture graphique de la pente de V en fonction de z 
donne 


—0,25 V 


E(0) =- =31V-m ! 
8 mm 


Les équations de Maxwell étant linéaires, le coeffi- 
cient de multiplication du champ électrique est égal 





a) 


b) 
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à celui des potentiels. Pour obtenir le champ disruptif 
E,; = 3,6: 106 v: ml, il faut donc une tension 


_ 3,6-106 


x2V=2,3:10° V 
31 


U 


La méthode énergétique est adaptée à cet exercice car la 
particule est soumise à deux forces conservatives et le pro- 
blème est à un degré de liberté. L'énergie potentielle de la 
particule est Ep = q(V(x) + Vo(x)) où V(x) est le potentiel 
électrique créé par Q : 


Q 


VS ATEo(a — x) 


et Vo(x) celui associé à Eo : 











—— av 
Eoäx = —-grad Vo donc Eg = = 
dx 
donc Vo(x) = -Eox 
On en déduit que 
Q 
Ep = q| ——— -E 
po = q eee D ox 
dEp Q | 
EE gl —_—© = FE 
dx 4 Aneo(a — x)? ° 
d’Ep __ qQ 
dx2 2reo(a — x) 


, sus pE STE : ED. : 
x = 0 est position d'équilibre si ms (x=0)=0soit 


Q 


ATEO a. 





Eo 


2 
Cette position est stable si Le (x = 0) >0.0r 


d2Ep 
dx2 











Q 24B0 
(x = 0) — q 3 = q 
2TE04 a 
Cette quantité est donc positive si q > 0. 


Le développement limité au second ordre de Ep(x) au voi- 
sinage de x = 0 s'écrit, selon la formule de Taylor : 








Bpt = Ep(O) + LEP.(e = 0.24 LEP (ee 0) 
PROS CRE dx dx 2 
2qE0 x? 
soit Ep(x) = Ep(0) + =4 2. 
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a) 


b 


TZ 


L'énergie cinétique de la particule est Ec = mi. son 
énergie mécanique a donc pour valeur approchée au voisi- 
nage de x = 0 (correspondant aux « petites oscillations ») : 
240 x 1 » 


+=mx 


Em = Ep +Ec = Ep(0) + ——: 
| a 2 2 


En l’absence de force dissipative, Em est constante donc sa 
dérivée par rapport au temps est nulle, soit 


2480 2ix 1 
à D + sm 2#i = 0 





0+ 
a 





donc dr m:i=0 


2qÈ 
soit X + __ 
m 


x=0 
a 


C’est l'équation différentielle d’un oscillateur harmonique 








de pulsation propre wg = 2470 donc de période 
2T ma 
To=—=27 
0 2qE0 


L'électron est à égale distance des trois charges Q, les trois 
plans orthogonaux au plan de la figure et contenant une 
des médianes du triangle équilatéral sont plans de symé- 
trie des charges, ainsi que le plan de la figure. Le champ 
électrique est dans leur intersection, il est donc nul, et la 
force électrique subie par un électron en O est nulle, c’est 
donc bien une position d'équilibre. Sur l’axe x, dès que 
l’électron se déplace vers les x > 0, il s'approche de A donc 
la force d'attraction dirigée vers les x croissants augmente 
et il s'éloigne de B et de C donc la force d'attraction dirigée 
vers les x décroissants diminue : il y a donc rupture d’équi- 
libre, la force d'attraction par A est plus forte que celle par 
Bet C, la force est donc dans le même sens que le déplace- 
ment, O est donc une position d'équilibre instable. 


On voit distinctement le col de potentiel au voisinage de 
x* = —0,28 m et la ligne de potentiel V = 3,01 V qui déli- 
mite la cuvette de potentiel bidimensionnelle centrée en 
O où le potentiel ne vaut que 3,00 V. Si la particule est 
lancée dans le sens des x décroissants à partir de O, avec 
une vitesse qui lui permet de dépasser le col en x*, on 
constate que le potentiel décroît ensuite sur l’axe. En par- 
ticulier, lorsque x < —0,50 m, la particule est à gauche des 
trois particules car elle est en dehors du triangle qui s’ar- 
rête en xp = xc = -0,50 m. Elle est alors repoussée par 
les trois charges fixes, et sera donc éjectée. La particule ne 
doit donc jamais atteindre x*. Par conservation de l’éner- 
gie mécanique entre O et x* : 


1 1 
q-V(0)+ zmvÉ = q-V(x*)+ sv? 
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a) 


b 


TZ 


c) 


L l 
donc q(3,00 — 3,019) + 3m = ;mv*? 


L'énergie cinétique étant toujours positive, cette équa- 
tion est impossible si g(3,00 — 3,019) + + mvÿ < 0 donc si 
3 muè <0,019g soit 


0,038 : 
vo < \/ À 0,195 ms"! 
m 





La force électrique est F = 4Ë donc Ë= Ë. Or la région est 


vide de charges donc div Ë = 0 donc div É = 0 soit 


À 

dx ax 

ôy ay =0soita+a+b=0 
Ô bz 

0z 


donc 2a+b=0. 


La relation É = -grad V entraîne 


OV _ _ax 
g __4y 
8 = mm donc 
OV _ 2az 
0z om 
2 2 2 
ax* 4 az a 
VO, p D = + a = a (x? + y2 227) 
2m 2m m 2m 


qui est bien de la forme attendue avec f = — 7. Pour trou- 
ver les constantes d'intégration « et , utilisons les condi- 
tions aux limites. Sur la plaque &9, x? + y? — 222 = # et le 
potentiel est nul ; sur la plaque &1, x? + y? - 27? = -2zÿ _ 
_ 1 et le potentiel vaut Vo donc 


donc 


En O(0,0,0), É = 6 donc la particule est en équilibre. Pour 
justifier la stabilité, on peut déplacer la particule sur l’axe 
z en maintenant x = y = 0 ou la déplacer sur x en main- 
tenant y = z = 0. L'énergie potentielle est Ep = qV, eton 
ignore a priori le signe de q. Calculons les dérivées pre- 
mière et seconde de Ep : 


a+ fra = 0 2 


a = 
Le =; Vo 
a—Brs = Vo B = 2 





0E d’Ep _ 
| KE =-4q8z 4] 52 — —4qf 
Ep Ô*E 
x = 24Bx + = 24p 


On constate donc que l’une de ces deux dérivées secondes 
est négative, ce qui prouve que l'équilibre est instable dans 
l’une des deux directions. 
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a) La charge du noyau est 


2. Zer 
Lui UNS 
b) La charge dgq qui fait augmenter le rayon de dr est celle 
d’une couche sphérique de surface 4nr? et d'épaisseur dr, 
donc 
3Zer? dr 
R3 
À l'infini, l'énergie de cette charge est nulle. Lorsqu'elle se 
dépose à la surface du noyau en formation, son énergie est 
l'énergie potentielle d'interaction 


aq = p-Axr? dr = 


: q(r)-dq L 3Z2e?r4ar 


d& 
ATE0R$ 


ATEOT 


qui correspond à l’augmentation d'énergie du noyau. 
c) On calcule l'intégrale 
à [: 3Z2e2r*dr 
r=0 ATE0R 
372 eZ 5 
: ATE9R$ 


r 
5 








0 
372 e2 
207€e0R 


soit & = 





Le’ 


a) Le plan (O, ür, do) est plan de symétrie des charges (il les 
contient toutes les deux), donc le champ électrique est in- 
clus dans ce plan et la composante de Ë selon äp est nulle. 
La distribution est invariante par rotation d'angle @ donc 


Ë ne dépend pas de cette variable. 
b 


TZ 


——. Dans la base cartésienne de 


Par définition, Vp = —1_ 
Areo||PM|| 


la figure : 
rsinO rsinO 


r cosO SMS 








0 
P , M 
| d rcos0- 4 


= d\? 
donc |PM|| = resin20 + [rcos0- À] 


ee d2 
soit |PMI = 1/r2-drcos0+ Fa 


On en déduit 


WI 





d | 
Vp = 4 Loos 
ATEOT r 4r2 
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En faisant le développement limité au premier ordre en 2 


2 
le terme — est négligé car du second ordre et 





d 
Vp= 4 [1-7 c050 








ATEOT 2r 
De même 
q d 
VN= 1+— cos0 
ATEOT 2r 








c) Le théorème de superposition permet de sommer les po- 


tentiels : 
qdcos0 
V(M) = Vp +VWN= — 
ATEor 2 
Le champ électrique est donc 
_ôv _ 2qdcos0 
Ôr ET 
B__gradyvÂ-| _1ôv _ gdsin 
E=-grad V F 00 — dre 
1" 0V =" 
rsin0 0® 


Les molécules d’eau, assimilées à des dipôles électriques 
(l'atome d'oxygène est plus électronégatif que les atomes d’hy- 
drogène), sont soumises à l’action du champ électrique non 
uniforme créé par la tige chargée. 








filet d’eau 








+ 

nn / 
cle 

Z 


D'après le cours, les dipôles s’orientent dans le sens de Ë et 
se déplacent vers les zones de champ maximum, donc vers la 
tige, d’où le déplacement attractif du filet d’eau. Les molécules 
de cyclohexane ne sont, elles, pas polaires (et très faiblement 
polarisables), il n’y a donc pas de déviation. 
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Chapitre9 Champ électrique en régime stationnaire 


a) Le champ électrique Ë1 créé par le dipôle 1 de moment 
dipolaire P, = Päx au niveau du dipôle 2 repéré par 
O102 = xüx est 














É 1 f3Px . P 
= — | xüx- —ù 
Lane x * x * 
. 2P 
= ü 
/ Are * : q 
E=2: ———— cosaüz 


On en déduit l'énergie potentielle d'interaction entre le di- 
pôle 2 et le champ électrique créé par le dipôle 1 


Aneo(r? + a2) 











… 2qa " 
2 E= en 2 Uz 
Ep=-P-Ë =- 2P Aneo(r2 + a2)? 
FT AT ATE x » À : : 
b) L'énergie potentielle est 
On en déduit 2qaP 
_ —— dEp ÉPRRRS  s 
F = -grad Ep = -— à üx soit aneo(r? + a2)2 
x 
. 3P c) L'énergie potentielle ne dépend que de r, c’est donc un 
F== ere üx mouvement à force centrale conservative et les deux gran- 
0 


deurs constantes sont le moment cinétique en O 
b 


TZ 


Le champ électrique É1 créé par le dipôle 1 de moment __ 
dipolaire P] = Püy au niveau du dipôle 2 repéré par Lo =OMA mo 





O102 = xüx est : . 
et l'énergie mécanique 60. 








É1 = 1 [oas - Li] d) On exprime 
ATEQ x 
Es P äü : 1e 1 qaPm 
AneoX Epesr(r) = me | 


3 
=) 2 D) ? 
On en déduit l'énergie potentielle d'interaction entre le di- # Toi (1 *æ 
pôle 2 et le champ électrique créé par le dipôle 1 : + | 
Les hypothèses simplificatrices donnent 


5 re p? 
Ep = -P:-E1 =- 1 10 
d on ATEQXS Epefr(u) = = 





3 
(1+u2)2 
On en déduit 
Voici l'allure de la courbe obtenue par un grapheur. 


— 


2 dE 
F= -grad Ep = — 
x 





üx Soit 





L 3P 
F=- a Ux 6 
TE0X 





c) Le champ électrique Ër est le même qu’à la question (b), | 
il est orthogonal à P2 donc Ep est uniformément nul et la | 
force est nulle. | 





a) Le point M est dans le plan d’antisymétrie des deux = | L 
charges, donc É est orthogonal à ce plan, soit É = Eä,. On L/ 
somme les champs créés par les deux charges. 
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a) 


b 


TZ 


c) 


D’après le cours de première année, les valeurs possibles 
pour r sont définies par 


Epefr(r) < &0 


Si l'énergie &9 est négative, on a donc un état lié, si 60 est 
positive, on a un état de diffusion, et si &0 correspond au 
minimum de la courbe, on a un mouvement circulaire. 


Tout plan contenant ü; est plan de symétrie des masses 
donc g = g(r,6,)ür. La distribution de masses est in- 
variante par rotations d'angle 6 ou @ donc £g = g(r)ür. 
Comme M est intérieur à la planète, r < R, la surface de 
Gauss est la sphère de rayon r et le théorème de Gauss gra- 
vitationnel s'écrit 








4 
g(r)-Anr? = Ang. à - ZT 
3 TRS 3 
-_ SM 
us DR 
On en déduit 
e M GMm 
f=m£g=- RS rür 


Cette force est conservative et dérive de l'énergie poten- 
tielle gravitationnelle Ep avec 








+  — GMm dEp 
= -grad E it — = -— 
f =-grad Ep soi RS r dr 
donc Ep = 2 r 
Le théorème de Pythagore donne r? = fé + x2 donc 
Xj= =—— 17 _ x 
PSN 5e 072 


En l'absence de force dissipative, l'énergie mécanique du 
train Em = Ep(x)+ k mi? est constante donc sa dérivée par 
rapport au temps est constante, soit 
1GMm …. 1 _ 
=—3;—"2Xx+-m2Xx=0 
2 RS 
.… M 
soit X + ——x=0 
R3 

C’est l'équation différentielle d’un oscillateur harmonique 
de pulsation propre wo = / a. On en déduit, en utilisant 
les conditions initiales : 


X(?) = acos(wpf) 


La durée du voyage est la première date à laquelle x atteint 
—a, donc la première date positive à laquelle le cosinus at- 
teint —1 soit 
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d) Par application de la troisième loi de Kepler : 
T° 4 R3 
— = —— doncT=2x1) —— =2ty 
R$ M GM 


a) La couche a pour surface 4nr? et pour épaisseur dr donc 
dr =4nr/dr et dm = Hat 


b 


TZ 


La masse de l’astre est m(r) = 1: anrs. Lorsque la couche 
est à l'infini, son énergie potentielle gravitationnelle est 
nulle ; lorsqu'elle est déposée à la surface de l’astre, elle 
est à la distance r du centre donc 


_4m(rndm : _ Su? .16n2rdr 


dEp = 
Ê T 3 


c) Onintègre entrer =0etr=R : 


[' Gu2-1672r{dr 
Ep = = _— 
r=0 








3 
Gu?-1672R° 
nr 
M 
avec fl = 
3TR$ 
3GM? 
donc Ep = -— ce 


Le théorème de Gauss gravitationnel permet de déterminer le 
champ gravitationnel pour r € [0,R]. En choisissant pour sur- 
face de Gauss une sphère de rayon r : 


f ra : as — —An Mint 


4 
soit — g'Anr? = -4ng 4: am 


4 GM 
donc g(r) = 37TSur = Fo 


La loi de la statique des fluides donne 








dP a 3GM? 
— =- T)=-——7r 
dr h& ATR$ 
En intégrant entre (r =0,P = Po) et (r =R,P = 0) : 
D 3GM? | R? : 
0 46 | 2 
3GM? 
donc Po = 
07 grR4 
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Chapitre9 Champ électrique en régime stationnaire 


a) Les symétries et invariances de la distribution sphérique 
de charges donnent E = E(r)ür. Le théorème de Gauss ap- 


pliqué à une sphère de rayon r donne 
4.8 
panr | 
in | E0 = 


Æsir>R 
0 





pr . 
sir <R 
donc E(r) = So 





CORRE 
> 
dre sir>R 


b) Calculons les énergies pour les deux zones. L'intégrale 
triple en distribution sphérique peut se ramener à une in- 
tégrale simple sur r : 


II] uetnar= | Se0E2(n)-Anr2dr 
F 


Pour r <R : 








Uint 2) far 
9Eo Jr=0 
int 9€ 5 
eZ 
LT A07E0oR 
Pourr>R: 


2 +00 
e 1 
Uext = — | — dr 
ext 8TE0 Jr=R r2 


e 


Uext = — 
ss 87eoR 
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On en déduit 


3e2 


Ue = Ujnt + Uext = —=——— 
e int ext 207€0R 


La plaque est soumise à son poids qui dérive de l'énergie po- 
tentielle de pesanteur Epy = -mgz, de la force de rappel 
élastique qui dérive de l'énergie potentielle élastique Epy = 
È k(z—£0)° et de la force électrique qui dérive de l'énergie élec- 
trique emmagasinée par le condensateur équivalent 


Là 19 
Epe = Cu = = — 
A CE 
Pi RCA 
d H-z 


2 
d Ep, = PE ER = 
onc Epe 2e0S ( 2) 


Ce problème est à un degré de liberté, l'équilibre est donc at- 
teint lorsque 
d(Epp + Epe + Epe) =) 





dz 
q? 
it — + K(z- 0) -—— =0 
soi mg (z— Lo) 2e0S 
2 
donc Zeg = lo + = + 4 
k 2ke0S 
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CHAPITRE jl Ü 


Champ magnétique 


en 


régime stationnaire 


Thèmes abordés dans Les exercices 


9 9 © © © © © © © © © © © © © 


Équation de Maxwell-Ampère. 

Équation de Maxwell-Thomson. 
Conservation du flux magnétique. 

Lignes de champ magnétique. 

Théorème d'Ampère. 

Force de Laplace sur un conducteur filiforme. 
Imduction. 

Loi de Faraday. 

Énergie magnétique. 

Énergie magnétique volumique. 
Imductance propre. 

Imductance mutuelle. 

Aimant permanent. 

Dipôle magnétique. 

Actions subies par un dipôle magnétique. 


Points essentiels du cours pour la résolution des exercices 


9 © © © © © © © © © © 


Exploiter les équations de Maxwell pour établir les lois du champ magnétostatique. 
Énoncer et appliquer le théorème d'Ampère. 

Connaître les champs créés par des distributions particulières de courants. 

Utiliser le théorème de superposition. 

Analyser une carte de champ magnétique. 

Calculer et exploiter les forces de Laplace sur un conducteur filiforme (révision de sup). 
Énoncer et exploiter la loi de Faraday (révision de sup). 

Calculer auto-inductance L et mutuelle inductance M dans des cas simples (révision de sup). 
Calculer l'énergie magnétique et retrouver les expressions de L et de M. 

Exprimer le champ magnétique créé par un dipôle. 

Étudier l’évolution d’un dipôle magnétique dans un champ extérieur. 
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Chapitre 10 Champ magnétique en régime stationnaire 


Les méthodes à retenir 


Exploiter les équations de Maxwell pour 
établir les lois du champ 
magnétostatique. 
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En régime stationnaire, le champ magnétique B, exprimé en Tesla 
(T), nommé dans ce cas champ magnétostatique, est créé par les dis- 
tributions de courant. On note j la densité volumique de courant 
exprimée en ampère par mètre carré (A-m ?). Le champ magnétosta- 
tique vérifie l'équation de Maxwell-Thomson (MT) et l'équation de 
Maxwell-Ampère (MA) : 


(MT) : div B = 0 et (MA) : rotB= of 


On doit retenir les trois propriétés topographiques suivantes, tradui- 

sant le caractère axial de B. 

e Le champ magnétique créé par un courant électrique vérifie la 
règle de la main droite : celle-ci est traversée par le courant, le cou- 
rant sort par les doigts, et la paume est tournée vers un point M de 
l’espace, alors le champ magnétique en M a la direction et le sens 
du pouce tendu à angle droit par rapport aux autres doigts. 

° Le champ magnétique est contenu dans les plans d’antisymétrie 
des courants. 

° Le champ magnétique est orthogonal aux plans de symétrie des 
courants. 

Notons que les propriétés de symétrie des répartitions de courants 

sont affirmées, sans démonstration ; un schéma peut aider à les iden- 

tifier, mais il n’est pas demandé explicitement au concours. 


Exemple : 


Un courant volumique de densité uniforme Î = jü, tra- 
verse le volume situé entre les plans z = —-a et z = a, sup- 
posé infini selon x et y. On cherche le champ magnétique 
en un point M(0,0, 2). 
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Énoncer et appliquer le théorème 
d'Ampère. 





Champ magnétique en régime stationnaire Chapitre 10 


Le plan (O, y, 2) est plan de symétrie des courants, donc Ë = 
B(x, y, z)ü,. Notons qu'il est contenu dans le plan (O, x, z) 
qui est plan d’antisymétrie des courants. La règle de la 
main droite indique que si la main droite est couchée à plat 
dans le plan (O, x, y), les doigts dirigés vers les y croissants, 
et la paume tournée vers le haut, le pouce indique que B 
est bien dirigé dans la direction et le sens de ü.. La distri- 
bution de courants est invariante par translation selon ü, 
et selon &,, donc B = B(z)ü,. On vérifie que l'équation de 
Maxwell-Thomson est vérifiée : 





à 

< |& O8 

div B = oi 0 = +0+0=0 
4 0 Ôx 
Ôz 


L'équation de Maxwell-Ampère donne, pour 0 <Z= a : 


œ B(2) 0 0 
à Al0 =| B'(2 =| boj 
£ 0 0 0 


donc B'(2) = boj et B(z) = Lojz+K 


et pour z> a : 


0 0 
B'(z) =|0 
0 0 


donc B'(z)=0etB(z) =L 


Pour trouver les deux constantes, on remarque que pour 
z = 0, les plans (O, x, y) et (O, y, z) sont tous deux plans de 
symétrie des courants, donc B = 6, donc K = 0. On en dé- 
duit B(z = 4°) = La et en admettant la continuité de B 
enz=a,L=B(z=a)=hja. 








+ Exercices 10.1, 10.2. 


La forme intégrale de l'équation de Maxwell-Ampère en régime sta- 
tionnaire est le théorème d'Ampère : si @ est un contour fermé 
orienté, 


$ B-dl= Holentacé 
€ 


Il faut respecter les étapes suivantes pour bien appliquer ce théo- 
rème. 
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Chapitre 10 Champ magnétique en régime stationnaire 


Soit M un point de l’espace où on cherche le champ magnétique créé 
par une distribution de courants. 


a) Les règles de symétrie et d’invariance permettent de déterminer 
la direction et les variables dont dépend le champ magnétique B. 
La règle de la main droite permet de prévoir son sens. 


b) On choisit un contour d'Ampère € et on l’oriente dans le sens de 
B en M. En tout point de ce contour, B doit être tangent ou normal. 
On trace € en vert sur le schéma. 


c) L'orientation choisie pour € permet de définir un sens positif 
pour les courants enlacés. 


d) En quelques points bien choisis de €, on trace B en rouge et d£ en 
vert. 


e) On calcule la circulation de B sur le contour en décomposant éven- 
tuellement l'intégrale en plusieurs morceaux. 


f) On exprime l'intensité du courant enlacé par une somme algé- 
brique (courants filiformes) ou intégrale (courants surfaciques ou 
volumiques). 


g) On écrit le théorème d'Ampère et on en déduit B après éventuelle 
simplification par des termes arbitrairement choisis. 


Exemple : 


Une nappe de courant plane infinie est définie sur le plan 
(O, x, y) par le vecteur densité surfacique de courant js = 
js ü, dont la norme est le rapport entre l'intensité du cou- 




















rant di et la largeur dx d’une languette : js = ai. 
À 
LE 
— El 
B __2AÆÀ I 
Ds Ù 
F; di : 
. | | = 
| : = + 
x Y | J 
l 
| . 
: 


Cherchons le champ magnétique Benun point M(0,0, 2) 
avec z > 0. 
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Connaître les champs créés par des 


distributions particulières de courants. 





Champ magnétique en régime stationnaire Chapitre 10 


Le plan (O, y,2) est plan de symétrie des courants donc 
Ë = B(x, y,Z)ü.,. La règle de la main droite indique que la 
composante du champ sur ü, est positive. La distribution 
de courants est invariante par translations selon ü, et se- 
lon ä, donc B=B(2) ü.. On choisit pour contour d'Ampère 
un rectangle (EFGH) de largeur h arbitraire selon x et dont 
le côté (EF) passant par M est à la cote z et dont le côté op- 
posé (GH) est à la cote —z. Le plan (O, x, y) étant plan de 
symétrie des courants, B(—2) = (2. Il est orienté dans 
le sens indiqué sur la figure, et on compte positivement les 
courants enlacés orientés dans le sens de ü,. La circulation 
se décompose en quatre termes : 


ne F G H E 
fsa-/ B-dt+ | + [ B-dt+ | 0=2Bh 
E F G H 


Le courant enlacé est celui circulant dans une largeur 
Ay= h donc 
Lentacé = +js:AX= jsh 


Le théorème d'Ampère donne donc 


2Bh = pojsh donc B= Ho js Ux 





> Exercices 10.3, 10.4. 


Le champ magnétique créé par les distributions suivantes doit être 
mémorisé, et il faut savoir l’établir rapidement. 


a) 


b) 


c) 


d) 


Un fil rectiligne infini selon (O, z) parcouru par un AE d'in- 
tensité I crée un champ magnétique orthoradial B = #2 0 io en co- 
ordonnées cylindriques. 


Un cylindre infini de rayon R et d'axe (O, 4 parcouru par un cou- 
rant de densité volumique uniforme Î= = — ü, Crée un champ ma- 
gnétique orthoradial 


bolr 


B (r) = 7e 


bol 
nr Uz sir >kR 





ü, sir <R 


Un solénoïde infini d’axe (O,z), comportant n spires par mètre 
et parcouru par un courant d'intensité I crée un champ magné- 
tique nul à l’extérieur (résultat admis) et uniforme à l’intérieur 
B=- Honlü,. 

Une bobine torique comportant N spires, parcourue par un cou- 
rant d'intensité I, crée un champ Ne bou nul à l'extérieur du 
tore et orthoradial à l’intérieur B = 


es 


un. 





Le 
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Exemple : 


Un solénoïde infiniment long est formé d’un bobinage 
comportant n spires presque circulaires par mètre. Ce bo- 
binage est parcouru par un courant d'intensité I. On admet 
la nullité du champ magnétique à l'extérieur et on cherche 
le champ magnétique en un point M à l’intérieur, repéré en 
coordonnées cylindriques par OM=r ü, où O est le projeté 
orthogonal de M sur l’axe z du cylindre. Voici une vue en 
coupe du dispositif. 





G @ sens positif H 











RSS ON RER RER Re ne RS nm A ne 


: o) 
0000000000000 
h 





Le plan (O, ü,, do) est plan de symétrie des courants donc 
Ë=B(r,0,2) Uz 


La distribution de courants est invariante par translation 
selon ü, et rotation d'angle 8 donc B=B(r) ü,. La règle de 
la main droite indique que B est dans le sens de %,. Le 
contour d'Ampère est le rectangle (EFGH), orienté dans 
ce sens, de largeur h arbitraire. La circulation de B est la 
somme de quatre termes : 


a F G He, E 
f5-as-| B-dt+ | o+ | Ga | 0=B-h 
E F G H 


Le courant enlacé est celui qui circule dans les n-h spires 
situées dans la largeur h, donc 


Lentacé = 2h 
Le théorème d'Ampère donne donc 


Bh = ponlh donc B= bHonlü, 


+ Exercices 10.5, 10.6. 
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Utiliser le théorème de superposition. 


Champ magnétique en régime stationnaire Chapitre 10 


La linéarité des équations de Maxwell entraîne la loi suivante, appe- 
lée « théorème de superposition » : le champ magnétique créé par 
la superposition de deux distributions de courants est la somme des 
champs créés séparément par chacune des distributions. Cette loi 
permet de déterminer le champ dans des cas où la distribution ne 
semble présenter aucune symétrie et/ou invariance particulière. 


Exemple : 


Le champ créé par un ensemble de fils rectilignes infinis 
est la somme des champs créés par chacun des fils. Dans 
les deux cas suivants, déterminons le champ magnétique 
au centre O du carré (on pose OA = OB =OC=OD= a). 





1h 4t  7yÀ ht ÿ] 
cas | cas 2 


17 V1 V7 rl 














<Y 
<Y 




















7 7 














Dans les deux cas, (O, x, y) est plan d’antisymétrie des cou- 
rants donc B est dans ce plan. Dans le premier cas, (O, x, z) 
est plan de symétrie des courants donc B = Bü,. L'appli- 
cation du théorème d'Ampère à un fil rectiligne infini par 
couru par un courant d'intensité I donne B = je tig à une 
distance r de ce fil. Le vecteur 9 n’est pas le même en O 
pour les quatre fils : 




















B = Hol V2: , V2: 
"anal à * 2” 
B - Mol _v2; : V2; 
Fou) 27 à 
= Mol V2. V2. 
Bc= — x + ü 
? 2xa| 2 * Ÿ 
ons 2 
DT 2ra DUC L 
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Chapitre 10 Champ magnétique en régime stationnaire 


Analyser une carte de champ 
magnétique. 


296 


La somme de ces champs en O est donc 





Dans le second cas, les trois plans (O,x, y), (O,x,z) et 
(O, y, z) sont plans d’antisymétrie des courants, B devant 
être inclus dans ces trois plans simultanément, il est donc 
nul. 








+ Exercices 10.6, 10.7. 


La forme intégrale de l'équation de Maxwell-Thomson (après applica- 
tion du théorème d’Ostrogradski) s'écrit : si Z est une surface fermée 


alors 
f B-dS =0 
D 


On dit que B est à flux conservatif et on en tire deux conséquences 
importantes. La première est que le flux de B à travers une surface 
tendue sur un contour fermé est indépendante de la surface choisie. 


La seconde est que lorsqu'un tube de champ magnétique s'appuie 
sur un contour €, à une extrémité et € à l’autre, si S, est une sur- 
face tendue sur €, et S sur €, alors le flux entrant à travers S, est 
égal au flux sortant à travers S:. On en déduit la propriété suivante, 
importante pour l'interprétation des cartes de champ magnétique : 
lorsqu'un tube de champ se resserre, la valeur moyenne du champ 
magnétique qui le traverse augmente. 


tube de champ 
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Calculer et exploiter les forces de 
Laplace sur un conducteur filiforme 
(révision de sup). 


Champ magnétique en régime stationnaire Chapitre 10 


Exemple : 


Voici l’allure des lignes de champ créées par un aimant cy- 
lindrique de rayon r = 1,0 cm, dans un plan quelconque 
contenant l’axe de révolution z du cylindre : 














Déterminons l’ordre de grandeur du champ magnétique 
B, au niveau du pôle nord de l’aimant. 

Le champ magnétique étant à flux conservatif, son flux à 
travers la section S, = xr? de sortie du pôle nord est égal 
à celui à travers la section S> = xR? à l'extrémité droite du 
tube. On lit sur le graphe, à l'échelle : 


R=5xretB2=0,75 mT 


On en déduit 


R? 
B;-nr° = B-7R? donc B; = B>— = 25B> = 19 mT 
r 








= Exercice 10.8. 


La force de Laplace qui s'exerce sur un tronçon élémentaire de 
conducteur filiforme parcouru par un courant d'intensité i est 


dÉi = idtAË 


où dé est le vecteur tronçon de fil orienté dans le sens de i. La force ré- 
sultante de Laplace sur un barreau en mouvement de translation, ou 
le moment résultant des forces de Laplace pour une tige en rotation 
autour d’un axe nécessite donc un calcul d’intégrale. 
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Pour une répartition volumique de courants, on définit la densité vo- 
lumique de force de Laplace : un élément de volume dT traversé par 
un courant de densité volumique j subit une force dE. et la force vo- 
lumique est 

LUS 

at 


Exemple : 


Les deux cas les plus fréquents sont décrits sur les schémas 
suivants. Le premier est le dispositif des rails de Laplace 
où une tige de longueur L se déplace en translation selon 
x ; dans le second, une tige de longueur L est en rotation 
autour de l’axe (O, 2). 











À " tige en translation tige en rotation 
si 
Lt 
— Nu 
B iŸ_dFr 
@ 
dl 
x 
LS 
(e)z 





La force de Laplace s’exrçant sur la tige en translation est 
0 
Î i(dyüy) A(-Bü) = -iB[yli dx = iBLüx 
y=L 
Dans le second cas, le moment en O de la force de Laplace 
élémentaire s’exerçant sur un tronçon de longueur dl = dr 
en M point de la tige de rayon r est 
do = OM À [idi né] 
=rü, Al(Gdrü,) A(Bü,)] 
= (rü,) A(-iBdr üo) = -iBrdrü, 


Son moment par rapport à l'axe À = (O, 2) est sa projection 
sur cet axe, soit d.#M\ = —-iBrdr. Le moment résultant sur 
la tige en rotation est donc 


É L2 
An | —iBrdr = -iB— 
r 2 


=0 








> Exercices 10.9, 10.10, 10.11, 10.12. 
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Énoncer et exploiter la loi de Faraday 
(révision de sup). 


Champ magnétique en régime stationnaire Chapitre 10 


La forme intégrale de l'équation de Maxwell-Faraday fait apparaître 
* la circulation du champ électrique Ë le long du lacet € qui s’identi- 
fie à une force électromotrice exprimée en volt : 


e=f E-di 
€ 
e la dérivée par rapport au temps du flux du champ magnétique à 
travers la surface S tendue sur le contour € 


off 5.4 
S 


On reconnaît la loi de Faraday énoncée en première année 


_4®œ 
dt 


Elle s'applique dans le cas des circuits filiformes et peut être appli- 

quée dans les deux cas suivants : 

e le circuit est fixe et le champ magnétique est variable ; 

e le circuit est mobile ou déformable et le champ magnétique est per- 
manent. 

Voici les étapes à respecter. 


a) On dresse un arbre des conséquences en commençant par la 
source d'énergie du système et en citant à chaque fois la loi phy- 
sique correspondante. 


b) On oriente le circuit (i) et le vecteur surface cohérent avec cette 
orientation. 


c) On écrit l'équation mécanique. 


d) On calcule le flux du champ magnétique, on en déduit e, on des- 
sine le circuit électrique équivalent du problème en prenant e 
dans le sens de i. On en déduit l'équation électrique. 


e) On vérifie la cohérence des équations : l'équation électrique (ho- 
mogène à une tension) multipliée par l'intensité et l'équation mé- 
canique (homogène à une force) multipliée par la vitesse doivent 
faire apparaître dans la première la puissance d’induction, et dans 
la seconde la puissance de la force de Laplace avec un signe op- 
posé. 

f) On exploite les équations en résolvant une équation différentielle, 
en cherchant une solution en régime sinusoïdal forcé (grandeurs 
complexes), etc. 


On vérifiera, le cas échéant, la loi de Lenz qui dit que les effets de l’in- 
duction tendent à s'opposer aux causes qui lui ont donné naissance. 
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Exemple : 


Dans le dispositif suivant, on néglige l’autoinductance du 
circuit, ce qui revient à négliger le champ magnétique 
propre du circuit devant le champ magnétique extérieur B 
uniforme. À t = 0, la tige (de masse m et de résistance R) est 
immobile et le condensateur est chargé avec une tension 
Uo. La tige glisse sans frottements sur les rails horizontaux. 


© ; 
Œœ 


- > 





_ 
_ dS B (m, R) 








(a) L'arbre des conséquences est le suivant : (i) le conden- 
sateur se décharge dans le circuit (i = -c4) ; (ii) le cou- 
rant circule (loi des mailles) ; (iii) la tige subit une force de 
Laplace (Ë = iD À À) ; (iv) la tige bouge (loi de la quantité 
de mouvement) ; (v) le flux de B à travers le circuit varie 
(D = ff B- dS) ; (vi) une force électromotrice d’induction 
apparaît (e = — a) et elle s’insère dans le circuit électrique. 
(b) Le circuit est orienté dans le sens du courant généré par 
le condensateur initialement chargé. 

(c) La loi de la quantité de mouvement appliquée à la tige 
soumise à la force de Laplace dans le référentiel galiléen 
du laboratoire donne 


—iDB = mÿ 
(d)Ona 


dœ | 
o= ff -5.4s--sDyete--© 8; 


Le circuit électrique équivalent est 





. 
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Calculer auto-inductance L et mutuelle 
inductance M dans des cas simples 
(révision de sup). 


Champ magnétique en régime stationnaire Chapitre 10 


La loi des mailles s'écrit 


Le=Riavec = C4 donc u+BDÿ= RC 

u+e=Ri avec i = -C— donc u = -RC— 
at d dt 

(e) La multiplication de l'équation mécanique par } et de 

l'équation électrique par i donne le système 


_jDBv= mt 
y 7 donc Pinduction = — Pi aplace 


ui+BDÿi = Ri? 


(f) Léquation mécanique s'écrit 
du : ; 
Bob = mÿ donc BCD(u - Uo) = mÿ 


et en substituant y dans l'équation électrique, on en déduit 
l'équation différentielle vérifiée par u(?) : 
B?D°C du 


— Us) = -RC 
(u 0) di 


u+ 











= Exercices 10.13, 10.14, 10.15. 


Lorsque deux circuits électriques filiformes 1 et 2 sont placés côte- 
à-côte, parcourus par les courants d’intensités respectives à et à, 
quatre flux magnétiques sont à considérer : 


Di = Pi + Po 
Ds = Pi + Pi 


On définit l’auto-inductance L; pour le circuit 1 ou L, pour le circuit 
2 : 
D; — Li, et D, — L lo 


et la mutuelle inductance M : 


(OZ) = Mi et Pi = Mi 


Le calcul d’une auto-inductance se ramène donc à la détermination 
du flux du champ magnétique créé par un circuit à travers lui-même ; 
le calcul d’une mutuelle inductance se ramène donc à la détermina- 
tion du flux du champ magnétique créé par un circuit à travers un 
second circuit. Dans ce second cas, le calcul de l’un des flux est sou- 
vent plus simple que celui du flux réciproque. 
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Calculer l'énergie magnétique et 
retrouver les expressions de L et de M. 
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Exemple : 





Une analyse électrocinétique d’un cicuit à deux inductances L; et L 
couplées par une mutuelle inductance M donne l'expression suivante 


Un solénoïde de longueur D et de rayon R comporte N 
spires. On le suppose suffisamment long pour pouvoir né- 
gliger les effets de bord et considérer que le champ magné- 
tique qu’il créee est le même que s’il était infini. Lorsqu'il 
est parcouru par un courant d'intensité i : 


es 


Ë e N.. 
= Honiüz = Mo—iüz 
D 
Il est uniforme et le flux à travers une des spires circulaires 


est N 
o.= ff 5-45 - Uo—i-7rR? 
s D 


On en déduit le flux à travers les N spires 


N° 
D=N; = Hoi TR 


N°7rR? 





donc L= Ho 


= Exercices 10.16, 10.17, 10.18. 


de l'énergie électrocinétique : 


1. 24 : de 
Eec = a Le + Mi io + 5 kb 


Ces expressions conduisent à deux types d’études. 


a) 


b) 


L'étude électrocinétique de deux circuits couplés peut être 
conclue par un bilan de puissance dans lequel on distingue l’éner- 
gie magnétique de la première bobine, celle de la seconde bobine 


et l'énergie de couplage. 


Par calcul direct de l'énergie magnétique emmagasinée dans les 


bobines 


OSIE 


on peut déterminer les valeurs des auto-inductances L: et L, en 


identifiant U,, et &ec. 
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Exemple : 


L'énergie magnétique d’un solénoïde comportant N spires, 
de longueur D, de rayon R et parcouru par un courant d’in- 
tensité i est 





Un [. [£ ? rdrdôdz 
r=0 J6= 
2 N° :2 
Die HD, nr 
2Ho 2 D 


Onidentifie U,» = &ec Soit 


21R2 
1 HoN me. : P= LE 
2 D 
et on retrouve l'expression de l’inductance propre de la bo- 
bine cylindrique 
LoN?TR? 
D 


L= 








+ Exercices 10.19, 10.20, 10.21, 10.22, 10.23, 10.24. 


Exprimer le champ magnétique créé Un dipôle magnétique est une petite spire de courant élémentaire de 
par un dipôle. surface S = ra? et d'intensité i. 





Son moment dipolaire magnétique est 
ñ = iS 


Il est exprimé en ampère mètre carré. 
Dans l’approximation dipolaire, le champ magnétique créé par ce 
dipôle en M défini par OM=r ü, etr > aestexprimé en coordonnées 
sphériques dans la base (ü,, do, Up) : 


2HomcosO 


” ARTS 
B = HomsinO 


ATTÉ 
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304 











Exemple : 


Le champ magnétique terrestre peut être assimilé à celui 
créé par un dipôle magnétique au centre de la Terre, de 
moment dipolaire 


M = müns avec m = 7,8-102 Am? 


et üns vecteur unitaire dirigé du pôle nord vers le pôle sud. 
Soit un point P en France, sur le 45ième parallèle. 





Les paramètres sont 0 = 2, r = Rr = 6,4-106 m, les vecteurs 
de la base sphérique sont ü, = y selon la verticale et ü9 = 
dy horizontal, tangent au méridien terrestre, dirigé vers le 
nord. Par application de la formule du cours : 


B = By Üv + Bx Un avec 


2m cos 5 
By= >< =-4,2.10°T 
" du 
msin = _ 
Bu = ee = 21-10 FE 


Ces valeurs sont conformes à la mesure expérimentale. 


—+ Exercices 10.25, 10.26, 10.27, 10.28, 10.29, 10.30. 
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magnétique dans un champ extérieur. 


Champ magnétique en régime stationnaire Chapitre 10 


Étudier l’évolution d’un dipôle 


Un dipôle magnétique de centre O, de moment dipolaire ñ placé 
dans un champ magnétique extérieur B.x subit un ensemble de 
forces de Laplace. Leur résultante dérive de l’énergie potentielle Ep 
leur moment résultant en O est Ho : 


Ep = = Bext et Ao = in À Bext 


Il est très important de ne pas confondre le champ extérieur (créé par 
un dispositif extérieur) et le champ magnétique propre créé par le 
dipôle lui-même (hors sujet ici). 


Deux grandes familles d'exercices se développent sur cette base : 


a) étude mécanique du déplacement d’un dipôle, en translation ou 
en rotation autour d’un axe passant par O ; 


b) étude qualitative du mouvement d’un dipôle dans un champ ex- 
térieur dont la carte de champ est fournie : le dipôle a tendance 
à s'orienter dans la direction et le sens du champ extérieur et à 
migrer vers les zones de champ fort. 


Exemple : 


(a) Soit un dipôle magnétique # de centre O, soumis à 
un champ magnétique extérieur dont la valeur en O est 
Bo. S’il est en rotation autour d’un axe À passant par O et 
orthogonal à (ññ, Bo), alors la projection du moment des 
forces sur À est 


Mi = [mA Bol : dia =m:Bo sin(”ñ, Bo) 


Posons 0 = (M, Bo). Ce moment s’annule quand 6 = 0 ou 
0 = x. L'énergie potentielle d'interaction est 


Ep = -mñ-B0 = —-m:Bocos(6) 


Cette énergie potentielle est minimale pour 6 = 0 qui est 
donc une position d'équilibre stable. Elle est maximale 
pour 6 = x qui est donc une position d'équilibre instable. 
Le dipôle tend donc bien à s’aligner avec le champ exté- 
rieur. (b) Soit un dipôle aligné avec le champ extérieur. 
L'énergie potentielle d'interaction vaut donc Ep = -m:Bo. 
Elle diminue lorsque BQ augmente, donc le dipôle se dé- 
place vers les zones de champ fort. 








+ Exercices 10.31, 10.32, 10.33, 10.34. 
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Énoncés des exercices 


Champ magnétique créé par un cylindreinfini. 


Un cylindre infini d’axe (O, 2) et de rayon b est parcouru par un courant de densité 
volumique uniforme j = jü,. Un point M de l’espace est repéré en coordonnées cy- 


lindriques par OM = rü, où O est le projeté orthogonal de M sur l'axe. 

a) Donner l'expression de l'intensité électrique I traversant le cylindre entier. 

b) Justifier que Ë(r =0) =6. 

c) Déterminer B(r) pour r < b par application de l'équation de Maxwell-Ampère. 


d) En déduire l'expression de B(r) pour r > b en admettant la continuité du champ 
magnétique en r = b. 


Champ magnétique au voisinage de l’axe d’une spire circulaire 


Une spire circulaire de centre O, de rayon b et d’axe (O, z) est parcourue par un cou- 
rant d'intensité I. Le champ magnétique en un point M situé sur l'axe (O, z) est 


2 I 
B= = sin° az 


où « est le demi-angle au sommet du cône sous lequel on voit la spire depuis M. 


= 


B 





O 


I 


a) Justifier que le champ magnétique en M est selon üz. 

b) Exprimer le champ magnétique en M en fonction de z. 

c) Un point P est situé à proximité de M : en coordonnées cylindriques, MP = rüy 
avec r & bet r  z. Justifier que B(P) a une composante nulle selon üg. 


d) On cherche l'expression approchée du champ magnétique en P sous la forme 
B(P) = B(r,2)ür + Bz(2)üz 


Déterminer complètement ce champ en fonction de r, z et des autres paramètres. 


Champ magnétique créé par une nappe épaisse de courant 


Un courant volumique de densité uniforme j= jüy traverse le volume situé entre les 
plans z = -a et z = a, supposé infini selon x et y. Déterminer le champ magnétique 
Ë en M(0, 0,2) avec z > 0 grâce au théorème d'Ampère. 
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Distributions cylindriques de courant 


Dans cet exercice, un point M est repéré en coordonnées cylindriques par OM = rür 
où O est le projeté orthogonal de M sur l’axe z. 


a) Un fil rectiligne infini (O, z) est parcouru par un courant d'intensité I. Déterminer 
B(M). 


b) Un cylindre infini de rayon b est parcouru par un courant de densité volumique 
j = jüz uniforme. Déterminer B(M) en distinguant deux cas. Est-il continu ? 


c) Un on infini de rayon b est parcouru par un courant de densité volumique 
j= Jo 7 £ üz. Déterminer B(M) en distinguant deux cas. Est-il continu ? 


d) Une plaque cyhndrique infinie de rayon b est parcourue par un courant de den- 
sité surfacique js = 7 7 üz. Déterminer B(M) en distinguant deux cas. Est-il 
continu ? 


Champ de la bobine torique 


Une bobine torique est constituée par l’enroulement de N spires sur le pourtour d’un 
tore défini en coordonnées cylindriques par 


(r,0,2) € [a, b] x [0,27] x [0, c] 

















S 
--z-|--e 


Fr irs 





Vue en coupe 

















Le bobinage est parcouru par un courant d'intensité i, selon des spires quasi rectan- 
gulaires, dans le sens de ÿ, en r = a et dans le sens inverse en r = b. Déterminer le 


champ magnétique en un point M intérieur au tore repéré par OM = r ür + züz. 


Champ créé par une nappe surfacique cylindrique de courant 


Une plaque cylindrique infinie d’axe z et de rayon b est parcourue par un courant sur- 
facique de densité js = js ü avec js = ci où di est l'intensité du courant traversant 
une bandelette de largeur d£ perpendiculairement au vecteur unitaire ü. 


— PE 
Js ns ne Lee ds 
en Peer 
Js 
axial orthoradial hélicoïdal 
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Un point M est repéré en coordonnées cylindriques par OM=r ü où O est le projeté 
orthogonal de M sur l’axe z. 


a) Le courant est axial : 
Ïs = js üz 
Déterminer B(M) en distinguant r <betr > b. 
b) Le courant est orthoradial : 
Îs = js üo 
Déterminer B(M) pour r < b en admettant (comme pour le solénoïde) que B(r) = 
0 pour r > b. 


c) Le courant est hélicoïdal : 
Îs = js cosaäg + js sinaüz 


Déterminer B(M) en distinguant r <betr > b. 


Bobines de Helmholtz (Mines-Ponts PSI (2) 2008) 


Le champ magnétique créé par une spire circulaire de centre O, d’axe (O, 2), de rayon 
b, parcourue par un courant d'intensité I en un point M sur son axe est une fonction 
—+ 


de z avec OM = zü; : 


pol 
2b 


: 2 Ti 
b= - F(z)ü, avec F(z2) = |1+ pl 

On dispose deux spires identiques sur le même axe, leurs centres O1 et O2 sont dis- 
tants de 2D et O est le milieu de [O;,0]. 


2D 


—Æ* LS 





Un point M sur l’axe est repéré par OM = zü,. On donne les développements limi- 














tés : : 
11172 8 f 32 3 144 4 4 
l+|u+- =—|1l+-u+t—u - —u |+o(u ) 
2 55 5 25 125 
_3 _ 
V3\| 7 8V7[ _6V3 48 » 240 4 1056V3 ; à 
l+|u+— = — © uU+—UÛ - —Uu + u° |+o(u) 
2 49 7 49 343 2401 
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a) 


b) 


c) 


d) 


e) 


Champ magnétique en régime stationnaire Chapitre 10 


Exprimer le champ magnétique B(z) créé par l'association des deux bobines sous 
la forme 


8e = M co 
B(z) = 2h G(2) üz 


Le dispositif des bobines de Helmholtz correspond à 2D = b. Donner le dévelop- 
pement limité de G(z) à l’ordre 4 en 4. 


Conlure sur l'intérêt de ce dispositif et déterminer l'intervalle [-ab, ab] des va- 
leurs de z pour lesquelles le champ magnétique s’écarte de moins de 2 % de sa 
valeur B(z = 0) au centre. Préciser la valeur numérique de a. 


Pourquoi la très faible fluctuation de B sur l’axe z au voisinage de z = 0 
s’'accompagne-t-elle d’une très faible fluctuation radiale selon r, distance de M 
à l'axe ? 

Dans le dispositif des bobines de Mholtzhel, le sens du courant dans la spire de 
gauche est inversé et 2D = bV3. Montrer que ce dispositif crée un champ magné- 
tique très proche du champ de rampe B = azü;. 


Analyse de cartes de champ 


Voici l'allure des cartes de champ magnétique créé par deux aimants droits iden- 
tiques juxtaposés, nord contre nord dans le premier cas, nord contre sud dans le 
second cas. 











Sud | Nord Nord Sud 





























[—O 


Sud | Nord %| Sud Nord 


V7 
































Dans chaque cas, dans la zone délimitée par les lignes de champ périphériques, où 
trouve-t-on le champ magnétique de norme maximale ? minimale ? 


Action mécanique d’un fil sur un autre fil parallèle 


Deux fils rectilignes infinis parallèles sont distants de d = 1,0 m. Ils sont parcourus 
par des courants de même intensité I et de même sens. La force subie par un tronçon 
de longueur L= 1,0 m d’un des fils est égale 2,0 1077 N. Déterminer la valeur de I. 
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Principe de l’ampèremètre à cadre mobile 


Une spire forme un cadre rectangulaire (EFGH), de centre O, est en rotation autour 
de l’axe (O0, z) passant par I milieu de [FG] et J milieu de [HE]. Sa rotation est me- 
surée par l'angle 0 entre %, et le vecteur ü, normal au plan de la spire. La spire est 
parcourue par un courant d'intensité i. Elle est plongée dans un champ magnétique 
B = Büx uniforme et constant. Le cadre est soumis, en plus des forces de Laplace, 
à l’action d’un couple de rappel de torsion élastique dont le moment par rapport à 
l'axe À = (0, z) est l'; = —-C:(8p—-8). 


> 
U:À 






se 
Up] 
7 | > 
/ ur 
E ——> = 
U B 
I! = 

















°F 


On mesure l'angle 8 à l’équilibre mécanique. Déterminer l'expression de i en fonc- 
tion de 6, 00, L=EF = GH, D=FG=HE,BetcC. 





Équilibre d’une tige dans un champ non uniforme 


Une tige [OA] de masse m et de longueur L est en rotation autour de l’axe À = (O, z) 
horizontal. Son moment d'inertie est JA = LmLi. Elle est parcourue par un courant 
d'intensité i dirigée de O vers A. Son inclinaison par rapport à la verticale est mesurée 
par l’angle 6. Un fil rectiligne selon l’axe (O, x) vertical est parcouru par un courant 
de même intensité i dirigée vers le haut. À l'équilibre de la tige, donner l'expression 
de i en fonction de 6, L, m et g. 
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Pression dans un plasma 


Un plasma totalement ionisé, est neutre et comporte n ions positifs X* et autant 
d'électrons par mÿ. La masse des électrons est négligeable devant celle des ions et ce 
plasma forme un fluide globalement à l'équilibre, de géométrie cylindrique de rayon 
b, d’axe Oz et entouré de vide. Le plasma est traversé par un courant volumique uni- 
forme de densité j = jüz. Ce courant est essentiellement électronique. En un point 
M(r,6, z), on définit la pression P(r) et le champ magnétique B(r). 


a) Établir l'expression de B(r). 

b) En déduire l'expression de P(r). 

c) Le fluide d'ions est assimilé à un gaz parfait de température uniforme T. On note 
kB = A la constante de Boltzmann. Exprimer la vitesse v(r) des électrons. Que 
remarque-t-on quand r tend vers b ? 


d) Lorsque le courant cesse de circuler, expliquer pourquoi ce modèle peut expli- 
quer le coup de tonnerre après un éclair. 


Translation verticale d’une tige 


Une tige de masse mn et de largeur D coulisse avec un frottement Î = -aÿ en restant 
au contact de deux rails verticaux. Elle est retenue par deux ressorts de constante de 
raideur k et de longueur à vide Lo et reliée à une résistance R. Le dispositif est soumis 
à un champ magnétique B uniforme perpendiculaire au plan des rails. On néglige le 
champ propre créé par le circuit devant B. 





—— R 























a) Établir l'équation mécanique et l'équation électrique vérifiées par i(r) et z(f). 
b) Faire un bilan de puissance en nommant toutes les formes d'énergie en jeu. 


c) Déterminer le temps caractéristique d'amortissement des oscillations en régime 
pseudo-périodique. 


Translation horizontale d’une spire rectangulaire (résolution de pro- 
blème) 


Une spire rectangulaire, de longueur a, de largeur b, d'inductance L, de résistance 
négligeable et de masse m glisse sans frottement sur une table horizontale (O, x, y) 
où règne un champ magnétique vertical non uniforme 


B=Bo(1++)üe 
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On lance la spire du bord de la table r (0) = 0 avec une vitesse initiale (0) = Vo. À la 
date +, la vitesse de la spire s’annulle. Déterminer L. La spire repartira-t-elle ? 


Lévitation d’une spire 


Une grande spire plate de centre O, d’axe (O, z) et de rayon R, placée à l'horizontale, 
est alimentée par un générateur de courant d'intensité I qu’on allume à f = 0. Une 
petite spire de rayon a  R, de masse m, de centre C, est astreinte à se déplacer sans 
frottement de façon coaxiale : O’ se déplace sur la droite (O, 2), elle reste parallèle à 
la grande spire (son axe de révolution est donc aussi (O, z)) et on note z = O0". 


Àz 


: a 
0 





Le champ magnétique créé en un point M repéré en coordonnées cylindriques par 
OM = zü, + rür au voisinage de l’axe (r  z) est 


2 
> HolR 2 2,-3/2|— 3rz _ 
B (7,2) = ——— (2 +R°) Us ——ù 
2 #° 2(22+R2) 


F 
On veut montrer que la petite spire peut rester en lévitation au dessus de la grande. 
Partie 1 : lévitation à la fermeture : étude qualitative. L'interrupteur est fermé à la 
date t = 0, le courant dans la grande spire augmente donc brutalement et le champ 
magnétique dans la petite spire passe donc de Ü à la valeur donnée. 


a) Par application de la loi de Lenz, déterminer le sens du courant induit dans la 
petite spire. 

b) En considérant les forces de Laplace s’exerçant sur chaque tronçon de la petite 
spire, en déduire que la petite spire est projetée vers le haut. 
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Partie 2 : lévitation sous l’action d’un champ magnétique variable. On considère 
dans cette question que la grande spire est alimentée par un courant sinusoïdal : 
I(f) = Ip cos(wf). On note R/ la résistance de la petite spire. On suppose que la petite 
spire est en équilibre de lévitation à la cote z pratiquement constante : on pourra 
donc considérer que la composante verticale B; du champ magnétique est quasi uni- 
forme et on la notera B;(f) = Bo cos(wf). 


a) On néglige l’inductance L de la petite spire. Déterminer l'intensité i(#) dans la 
petite spire, en déduire l'expression de la résultante des forces de Laplace F1 (P, 
sa valeur moyenne dans le temps et dire si la lévitation est possible. 


b) Onne néglige plus L mais on suppose que Lw  R’. Etablir l'équation diférentielle 
vérifiée par i(f), montrer qu’elle admet la solution approchée i(#f) = In Sin(wf—(p) 
Low 


avec p= 7, en déduire l'expression de la résultante des forces de Laplace EL(, 


sa valeur moyenne dans le temps et dire si la lévitation est possible. 


Mutuelle inductance entre un solénoïde et une spire plate 


Une spire plate circulaire de rayon R et comportant N tours est coaxiale et placée au 
centre d’un solénoïde comportant 10N spires, de longueur D et de rayon 2R. Déter- 
miner la mutuelle inductance M entre les deux circuits. 


Pince ampèremétrique 

Un bobinage torique comporte N spires enroulées sur un tore de section carrée de 
rayon intérieur a, de rayon extérieur 24, d'épaisseur a, d’axe (O, z). Un point M in- 
térieur au tore est repéré par ses coordonnées cylindriques : OM = rür + Züz avec 
r € [a,2a] et ze [0,4]. Un fil rectiligne infini de même axe (0, z) est parcouru par 
un courant d'intensité I. On note i l'intensité du courant circulant dans la bobine 
torique. 
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Vue en coupe 


313 


Chapitre 10 Champ magnétique en régime stationnaire 


314 


a) Déterminer l'expression du champ magnétique sous la forme B = B(r) üp en un 
point M intérieur au tore en fonction de i,I, Netr. 


b) En déduire le flux ® de B à travers le bobinage et les expressions des coefficients 
d’autoinductance L du bobinage et de mutuelle inductance M entre le fil et le 
bobinage. 

c) Expliquer comment ce dispositif peut former une pince ampèremétrique en ré- 
gime sinusoïdal forcé, la mesure de i donnant accès à l'intensité I inconnue. 


Inductance d’une ligne bifilaire 


Une ligne bifilaire est formée de deux fils cylindriques infinis parallèles de rayon a 
parcourus par des intensités opposées +I et —I. 








a) Déterminer l'expression du champ magnétique B(x) en un point M situé dans le 
plan contenant les axes parallèles des deux fils, entre les deux fils, en fonction de 
son abscisse x. 


b) Calculer le flux de ce champ magnétique à travers le rectangle défini par 
[x,zl e[-D +4a,D -— a] x [0,H] 


c) En déduire l’inductance linéique À = - de la ligne bifilaire. 


Énergie électrocinétique de deux circuits couplés 


Deux circuits électriques sont couplés par mutuelle inductance. Les notations sont 
celles du schéma suivant. 








a) Donner l'expression des tensions u et u2 en fonction des intensités. 
b) En déduire les puissances électrocinétiques reçues par les deux bobines. 


c) En déduire l’expression de l'énergie magnétique &"» du système des deux bo- 
bines. 
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Calcul d’une mutuelle inductance par une méthode énergétique 


Deux solénoïdes sont coaxiaux, d’axe z. Le premier est de longueur D, de rayon R et 
comporte N, spires. Il est placé à l’intérieur du second de longueur D, de rayon R, et 
qui comporte N spires. Déterminer l'énergie magnétique du dispositif en fonction 
des intensités 1 et i. En déduire les expressions de Li, L2 et M. 


Inductance linéique d’un câble coaxial 


Un câble coaxial infini d’axe (O, z) est formé de deux cylindres coaxiaux de rayons a 
et b avec a < b. Un courant d'intensité I monte le long du cylindre intérieur (l’âme) 
et un courant d'intensité —I descend le long du cylindre extérieur (la gaine). 


Er 
| 


a) Un point M est repéré par OM = r ü- + züz. Déterminer le champ magnétique B 
en ce point en distinguant trois cas. 








b) En déduire l’expression de l'énergie magnétique U», pour un tronçon de hauteur 
H de ligne. 


c) En déduire l’inductance linéique À = — de ce câble coaxial. 


Démonstration de l'inégalité de couplage 


Soient deux circuits d’inductances respectives L et L, couplés par une mutuelle in- 
ductance M. 


a) Exprimer l'énergie électrocinétique &.c de ce système en fonction de i] et i2. 
b) Pourquoi cette énergie est-elle nécessairement positive ? 
c) En factorisant &ec par l'énergie magnétique dans le circuit 1 s’il était seul et en 


2 


posant y = 7, en déduire l'inégalité de couplage 


M? <LiL 
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Calcul d’un coefficient de couplage 


Deux solénoïdes de même longueur D, comportant N spires, de rayons respectifs 
r1 =2Ret r2 = R, sont coaxiaux et partiellement imbriqués, sur une longueur fL avec 


6 < 1. On suppose R< D. 

















D 
* = 
2R fesse R 
1 
BD 
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Déterminer, en précisant les approximations effectuées, une estimation du coeffi- 


cient de couplage 
IMI 
VLilo 


€ [0,1] 





Pont de mesure d’une mutuelle inductance 

Dans le circuit suivant, on cherche à déterminer la valeur de M. Le générateur délivre 
une tension sinusoïdale de pulsation w. On règle les valeurs de R et de C jusqu’à 
l'équilibre du pont, correspondant à u = 0, mesuré au voltmètre. 
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Donner l'expression de M. À quelle condition le couplage est-il parfait ? 
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Cohérence entre les expressions du champ sur l’axe 


Le champ créé par une spire circulaire de rayon a, parcourue par un courant d’in- 
tensité À en un point M sur son axe est fonction du demi-angle au sommet « du cône 
sous lequel on voit la spire depuis M. 


Az 





OÙ . 3 
HE ins aï, 


Et 
Il 


a) Justifier que B est selon Uz. 


b) Dans l’approximation dipolaire, vérifier la cohérence entre cette expression et 
celle du dipôle magnétique. 


Magnéton de Bohr 


Un électron de charge —e = —-1,60- 1071 C et de masse Me = 9,11: 1071 kg est animé 
d'un mouvement circulaire uniforme de rayon r, à la vitesse angulaire w = 2, effec- 
tuant doncT tours par seconde. On admet ici que l'énergie cinétique minimale d’un 
tel système est Li où À = À et h=6,62-107% J.s est la constante de Planck. Sup- 
posons que l’électron possède exactement cette énergie cinétique minimale. 


a) Donner l'expression de la quantité r2w en fonction de me et 


b) L'électron en mouvement rapide forme un courant circulaire d'intensité i. Don- 
ner l'expression de i et en déduire le moment magnétique lg de ce dipôle magné- 
tique en fonction de e,Tet r. 


c) En déduire que lg est le magnéton de Bohr : Hip = — et calculer sa valeur nu- 
mérique. 


Spire plane de forme quelconque 


Une spire plane parcourue par un courant d'intensité À crée un champ magnétique B 
en un point M situé à une distance r de la spire très supérieure à la largeur maximale 
de la spire (on est donc dans l’approximation dipolaire). En s'inspirant du schéma 
suivant 








u u u 
La Lu = 




















Vi 




















justifier que B est indépendante de sa forme et ne dépend que de sa surface. 
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Champ créé par des objets tournants 


a) 


b) 


c) 


Un fil circulaire de centre O, d’axe (0, 2) et de rayon a porte une charge réguliè- 
rement répartie q. Il tourne autour de son axe à la vitesse angulaire w. On pose 
r = 10a et on se place dans l’approximation dipolaire. Déterminer le champ ma- 
gnétique créé par ce dispositif en un point P sur son axe avec OP=r ü, puis en Q 
dans son plan avec OQ =TÜx. 

Un disque de centre O, d’axe (O, 2) et de rayon a porte une charge régulièrement 
répartie de densité surfacique o. Il tourne autour de son axe à la vitesse angulaire 
w. On pose r = 10a et on se place dans l’approximation dipolaire. Déterminer le 
champ magnétique créé par ce dispositif en un point P sur son axe avec OP=rû z 
puis en Q dans son plan avec 0Q =rüy. 

Un cylindre creux de centre O, d’axe (O, z), de rayon 5 et de hauteur 2a porte une 
charge régulièrement répartie de densité surfacique 0. Il tourne autour de son 
axe à la vitesse angulaire w. On pose r = 5a et on se place dans l’approximation 
dipolaire pour le calcul du champ créé. Déterminer le champ magnétique créé 
par ce dispositif en un point P sur son axe avec OP=r Uz. 


Champ magnétique de Mercure 


Le champ magnétique sur la planète Mercure de rayon Ru = 2 500 km est la somme 
de trois contributions : 

+ _le champ propre créé par Mercure By : 

+ _le champ créé par le Soleil Bs ; 

+ _le champ créé par le vent électronique solaire Bg. 

On donne Ho = 47- 1077 H-m°1. 


a) 


Le flux d'électrons solaires est isotrope Justifier que Bg = 0. 


b) Le champ propre mercurien est assimilé à celui créé par un dipôle magnétique 


c) 


de moment dipolaire magnétique m0 = Mmoüz où ü, est le vecteur unitaire axial 
de Mercure, placé au centre de Mercure. Rappeler l'expression du champ magné- 
tique Bu en coordonnées sphériques en fonction de l'angle 6. 


On mesure un champ magnétique Bu = 0,5T sur l'équateur mercurien (0 = 5). 
Calculer la valeur de mo. 


d) Le champ magnétique solaire est supposé uniforme sur Mercure : Bs = Bs üz. 


Montrer qu'il est possible que Bg = 0 en tout poin de la surface de Mercure. 
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Champ créé par un solénoïde long 
Un solénoïde de centre O, d’axe z de longueur D et de rayon a comporte ñn spires 
par mètre et est parcouru par un courant d'intensité i. Un point P est situé dans 


le plan médiateur (O, x, y) du solénoïde, OP = xüx avec x > a. On est donc dans 
l’approximation dipolaire pour chaque spire. 





LE 





Àz 
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a) Justifier que le champ magnétique en P s'écrit B = B,üz. 


b) La variable d'intégration est 6. Chaque spire est repérée par sa cote z. Préciser la 
relation entre z et 6, en déduire la relation entre dz, d8 et 6. 


c) Déterminer le nombre 4N de spires comprises entre 8 et 0 + 40. En déduire la 
contribution dB, de la composante selon z du champ magnétique créé en P par 
ces spires. 


d) En déduire l'expression de Bz. 


Oscillations harmoniques d’une boussole 


Une boussole est assimilée à une tige orientée dans le sens sud, nord (le vecteur uni- 
taire dans cette direction et ce sens est noté à) en rotation autour d’un axe À vertical. 
Son moment d'inertie est noté Ja, son moment dipolaire ñ = mü. On place la bous- 
sole dans un champ magnétique extérieur horizontal uniforme B = Bä,. On pose 
0 = (üx, à). Établir l'équation différentielle vérifiée par @(f). En déduire la période 
des petites oscillations autour de la position d'équilibre stable. 


Interaction dipôle-dipôle 

Dans le repère orthonormé (O, ü,, üy, ü,), on fixe un dipôle magnétique de centre 

O et de moment dipolaire mñ = müy. Un autre dipôle (1) de centre P a un moment 

dipolaire de même norme m, on prend OP = xü, et M1 = Mmü. On note 0 l’angle 

(üx ; ü1). 

a) Exprimer le champ magnétique B créé au point P par le dipôle fixe. 

b) Le dipôle (1) possède un centre P fixe, et est libre de tourner autour de l’axe (P 2). 
Déterminer la valeur de 8 correspondant à une orientation d'équilibre stable. 


c) Avec la valeur de 6 déterminée à la question précédente, le dipôle (1) est mainte- 
nant astreint à se déplacer en translation sur l’axe x. Déterminer l'expression de 
la force subie par (1), qui dérive de l'énergie potentielle d'interaction. Comparer 
cette force à une force centrale newtonienne. 
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Translation d’un dipôle dans un champ non uniforme (analyse documen- 
taire) 

Un dipôle magnétique de masse m9 et de moment dipolaire M = -mü, est libre de 
se déplacer en translation sur l’axe (O, z) vertical orienté vers le haut. Une spire circu- 
laire de rayon a, d’axe (O, z), parcourure par un courant d'intensité I, est placée dans 
le plan horizontal (O, x, y). Elle crée un champ magnétique non uniforme sur l'axe 
vertical : 


_ 3 
(2) = 2+a2) 2 ü 


I 2. 
Hola”, 
2 


Az 





a) Quel est le moment résultant des forces de Laplace que subit le dipôle ? 


b) Donner l'expression de l'énergie potentielle de la résultante des forces que subit 
le dipôle en fonction de z. 


c) Voici l'allure des graphes de la fonction 


fatu) = a(1 + y 3 +u 


pour trois valeurs du paramètre : a =0,5,a=1eta=2. 

















En déduire une estimation de l'intensité I* minimale pour laquelle il existe une 
position d'équilibre stable du dipôle soumis à l’action de la spire, on exprimera I* 
en fonction de Lo, a, met mo et g. 


d) Pour I = 2I*, quelle est la valeur approchée de = ? Pourquoi qualifie-t-on cet 
équilibre de métastable ? 
2 
e) PourI= Du quelle est l'accélération du dipôle si on l’abandonne sans vitesse 
initiale depuis z = a ? 
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Mouvement d’un dipôle dans un champ (analyse documentaire) 


Voici les cartes des champs magnétiques créés dans un plan (O, x, y) par deux fils rec- 
tilignes infinis parallèles, perpendiculaires au plan, selon z, parcourus par un cou- 
rant de même intensité, dans le même sens sens pour l’un, dans des sens opposés 
pour l’autre. 
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a) Identifier la carte correspondant à des courants de même sens, celui correspon- 
dant à des courants de sens opposés. 


b) On place au centre du dispositif (dans l’un puis dans l’autre cas) un dipôle ma- 
gnétique dont le moment est 1 = müx (m pouvant être positif ou négatif). Est-il 
en équilibre vis à vis de la rotation ? Est-il en équilibre vis-à-vis de la translation ? 
Le cas échéant, ces équilibres sont-ils stables ? 
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Du mal à démarrer 


Les propriétés de symétrie et d’invariance conduisent à 


exprimer le champ magnétique selon une seule composante et 
ne dépendant que d’une variable. L'application de l'équation 
de Maxwell-Ampère en coordonnées cylindriques conduit à une 
équation différentielle du premier ordre et les conditions aux li- 
mites permettent sa résolution complète. 

Cet exercice donne l’une des principales applications de 


l'équation de Maxwell-Thomson. 


Le raisonnement est analogue à celui développé pour le cal- 
cul du champ créé par une nappe surfacique plane de courant. Le 
courant enlacé n’est pas le même selon que z< a ou z > a. 

Ces quatre situations ont en commun le contour d'Ampère, 
un cercle d’axe (0, z) et de rayon r, et se distinguent par le calcul 
du courant enlacé. 

Le contour d'Ampère est le cercle d’axe (0, z) passant par M. 


La détermination du courant enlacé doit être faite avec soin. 


Le cas du courant axial est classique. Le cas du courant or- 


thoradial est analogue à celui du solénoïde. L'application du théo- 
rème de superposition dans le cas hélicoïdal est un modèle du 
genre. 


Cet exercice assez calculatoire illustre la création d’un 


champ presque uniforme et celle d’une rampe linéaire de champ 
dont les applications en mécanique des particules sont impor- 
tantes. L’une des clés du calcul est le choix de la variable réduite u. 
Pour la question (d), on utilisera l'équation de Maxwell-Thomson. 


L'étude de l’écartement des lignes de champ et le principe 


de superposition permettent de conclure. 


L'application du théorème d'Ampère donne le champ ma- 


gnétique et le calcul de la force de Laplace est une application 
directe de la formule du cours. 


L'application de la loi du moment cinétique au cadre néces- 


site le calcul préalable des forces de Laplace puis de leurs moments 
grâce au bras de levier (programme de première année). 


On calcule le champ magnétique créé par le fil vertical en 


tout point de la tige, puis la force de Laplace élémentaire pour un 
tronçon de fil, puis son moment en O, puis le moment total des 
forces de Laplace par intégration. À l'équilibre, la somme de ce 
moment et de celui du poids est nul. 


La détermination du champ magnétique utilise le théorème 


d'Ampère, celle de la pression la loi de la statique des fluides. La 
détermination de la vitesse se fait en deux temps, en déterminant 
d’abord la densité volumique d’ions n(r) égale à celle des élec- 
trons, puis en reliant cette densité à la pression graçe à la loi des 
gaz parfaits. 


(a) La loi de la quantité de mouvement, dans laquelle il faut 


penser à prendre en compte la force de Laplace donne l’équation 
mécanique. La loi des mailles, dans laquelle il faut prendre en 
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compte la force électromotrice d’induction, donne l'équation élec- 
trique. (b) Le bilan de puissance est obtenu en suivant la méthode 
décrite dans le cours. (c) En éliminant i entre les deux équations, 
on obtient une équation différentielle du second ordre en z du 
type oscillateur amorti linéairement. 


La mise en équations électrique et mécanique permet de re- 


lier l'intensité i(f) dans la spire et la position r(#). Il faut prendre 
garde à la non uniformité du champ magnétique dans le calcul des 
forces de Laplace et dans celui du flux. On obtient, après réduction 
des équations, une équation du type oscillateur harmonique qui 
permet de conclure. 


La partie 1 utilise largement la loi de Lenz. Dans la partie 


2, on détermine À par application de la loi de Faraday, puis on 
exprime la résultante des forces de Laplace en intégrant sur le 
pourtour de la petite spire. La lévitation est possible si la valeur 
moyenne des forces de Laplace est non nulle, de composante posi- 
tive sur z. 

Il faut calculer le flux du champ créé par le solénoïde à tra- 


vers la spire, et non l’inverse. 


Le lacet d'Ampère est le cercle de rayon r passant par M qui 


enlace I une fois et à N fois. 


On applique le théorème de superposition pour calculer le 


champ magnétique, somme des champs créés par les deux cy- 
lindres. On prendra garde au fait que la distance de M à l’axe 
des deux cylindres n’est pas le même, et à l’orientation des deux 
champs. 


Les équations électriques de tension multipliées par les in- 
tensités font apparaître des puissances, dérivées par rapport au 
temps des énergies électrocinétiques. 

Le calcul du champ magnétique ne pose pas de difficulté, on 


obtient trois termes en l’élevant au carré pour exprimer l'énergie 
magnétique volumique et en intégrant sur le volume. On identifie 
chacun de ces trois termes à son équivalent électrocinétique. 


(a) Le calcul du champ magnétique est une application im- 


médiate du théorème d'Ampère. (b) Le calcul de U}, nécessite une 
intégration spatiale sur r, 6 et z. (c) En identifiant Um à ILE, on 
en déduit L. 


L'énoncé est parfaitement guidé. La positivité de l’énergie 
est la conséquence de celle de la grandeur volumique un. 
On pourra supposer que le champ magnétique créé par un 


solénoïde est uniforme à l’intérieur du cylindre qu’il délimite, et 
nul partout ailleurs. Le nombre de spires de 2 traversées par B] 
dépend de $. 


Après avoir fléché le circuit, on exprime que u = 0 en dé- 


composant cette tension avec la partie gauche puis avec la partie 
droite de la maille (il est inutile d'écrire la loi des mailles dans la 
maille comportant le générateur). En passant en grandeurs com- 
plexes et en éliminant à grâce à la loi des nœuds, on obtient un 
système en (i1,i2) qui permet de conclure. 
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a) 


b) 


c) 


d) 


L’approximation dipolaire permet d'identifier sina et tana. 
En mouvement circulaire uniforme, D = rwüp. 


Les courants de deux côtés contigus s’annulent, pas ceux sur 
le contour du grand circuit. 

La question (a) donne l’expression du moment dipolaire de 
l’équivalent d’une spire circulaire. À la question (b), on peut som- 
mer les moments des spires concentriques et calculer le champ 
magnétique. À la question (c), on doit sommer les champs créés 
par les spires coaxiales. 

(a) On utilise le théorème d'Ampère. (b) On utililise la for- 


mule du cours. (c) C’est une simple application numérique. (d) On 
doit décomposer le vecteur 4, sur les axes sphériques puis utiliser 
le théorème de superposition. 


Tout l'exercice se ramène à l’expression des différents para- 


mètres de la formule du champ magnétique créé par la spire élé- 
mentaire en fonction de 8. On utilise principalement les relations 
de trigonométrie. 
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La loi du moment cinétique suffit pour conclure. 


(a) Le champ magnétique est donné par la formule du cours 


dans laquelle on doit identifier r, 6, et surtout les vecteurs de la 
base sphérique en fonction de ceux de la base cartésienne. (b) On 
analyse l’énergie potentielle en fonction de 6, à x fixé. (c) On ana- 
lyse l'énergie potentielle en fonction de x, 8 étant égal à la valeur 
trouvée à la question (b). 


L'énergie potentielle est la somme de l'énergie d'interaction 


entre B et M et de l'énergie potentielle de pesanteur. On doit 
ensuite identifier l’expression obtenue à f«(u) en définissant «à 
et u. 


L'étude de l’équilibre et de sa stabilité peut être menée en 


trois temps. On étudie d’abord le pivotement du dipôle selon le 
principe d’alignement du dipôle au champ. On déplace ensuite le 
dipôle sur x à partir de O et on cherche si, en migrant vers les 
zones de champ fort, il est ramené ou éloigné de O. Enfin, on pro- 
cède de même en déplaçant le dipôle sur y. 


Corrigés des exercices 


Par intégration : 


1= ff 7.48 jn8 


Les plans (O, ür, ü,) et (O, ür, üg) sont plans de symétrie 
des courants, B étant orthogonal à ces deux plans, il est 
nul. 


Le plan (O, ü;, ü,) est plan de symétrie des courants donc 
B = B(r,0,z)üg. La distribution de courants est invariante 
par translation selon ä, et par rotation d'angle 6 donc 
B = B(r)üg. La seule composante non nulle de B est Bg et 
elle ne dépend que de r. L'équation de Maxwell-Ampère en 
coordonnées cylindriques et en régime permanent s'écrit 
donc 
+= +  LÔ(rB(r)). 
rotB= poj & - —— ûü 
Tr Ôr 
0 (rB(r)) 
C Gr — HoJr 
e 


r? Tr A 
donc rB(r) = Hoi +AetB(r) = Hojz + — 
7 


z = HO) üz 


don 


La condition aux limites est B(0) = 0 donc A = 0 et Ë(r) = 
EX üg pour r < b. On en déduit B(r = b7) = MIE 

Pour r > b, les symétries et invariances sont les mêmes 
mais j = Ü, l'équation de Maxwell-Ampère s'écrit donc 


Ô(rB(r)) 


K 
= 0 donc rB(r) =KetB(r) = — 
Ôr Fr 





a) 


b) 


c) 


d) 


La continuité du champ en r = b entraîne 











jb K 
B(r = b-)=B(r = b*) soit M0? 2 © 
2 b 
donc K = HoJ 
2 
" 12 
donc B(r) = moe üp = Po Gp pourr > b. 


Les plans (O, x, 2) et (O, y, 2) sont plans d’antisymétrie des 
courants, le champ magnétique est donc dans leur inter- 
section donc B(M) est selon üz. 

b = 1 


VRE+Z 142 
VE 


Onasina= donc 








Le plan (O,ür,ü,) est plan d’antisymétrie des courants 
donc B est inclus dans ce plan et sa composante sur äg est 
nulle. 


L'équation de Maxwell-Thomson div B = 0 donne ici, en 
coordonnées cylindriques, en utilisant Bg = 0 : 


1 Ô(rB;) 


Tr Ôr 


ÔBz _ 
Ôz 
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L'énoncé suppose que B, ne dépend que de z, donc sa va- 


3 
5N 3 
leur en P est la même qu’en M et B, = po ( + &) ? donc 


_5 
10(rB;) 3uol 2z | £ L 





_5 
d . 3hozl d. z?\ 2 Fe +K@ 
onc rBr = — — Z 
7 2 2] 2 


donc B; = 


3 2\ 72 
Holzr ” z° ” K(z2) 
43 bp? r 


EnM,r=0et B est selon à ü, donc B; = 0 doncle terme Ki 


(qui divergerait sinon) est nul et K(z) = 0. On en déduit Que 


5 
3pol 2\72 
B(P)=| Bp=0 
3 
— 
B=fi+Z) ? 


Les notations, les symétries et les invariances sont les mêmes 
que dans l’exemple de la première fiche méthode (équations 
de Maxwell) et B = B(z)üx. Le contour d'Ampère est le rec- 
tangle de largeur h arbitraire, situé entre +z et —z. 





























= àZ Az 
B 
<——— 
a — 
B 
— 
x X a 
SR —— 
à k 
EE — 
h 








La circulation de B sur ce rectangle est 
B-di-B-h+0+B-h+0-2Bn 


Le courant enlacé n’est pas le même dans les deux cas. Si 0 < 
z < a, le rectangle, de surface h:2z est complètement plongé 
dans le conducteur et I,jacé = 2Zhj. Le théorème d'Ampère 
donne donc 


2Bh= lo -2zhj donc B= ho jzüx 


Si z > a, le courant ne passe qu'à travers la surface h -2a et 
Ienlacé = 24hj. Le théorème d'Ampère donne donc 


2Bh = po-2ahj donc B = lojaüx 
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Dans les trois cas, le plan (O,ü;,ü,) est plan de symétrie 
des courants donc B = B(r,0,z)üg. Les distributions de cou- 
rant sont invariantes par translation selon ÿ, et par rotation 
d’angle 6 donc B = B(r) üg. Le contour d'Ampère est à chaque 
fois le cercle de centre O et de rayon r. 








La circulation de B est 


a) 


b 


TZ 


c) 


P5-ai-Bin-2nr 


Le courant enlacé est I et le théorème d'Ampère s'écrit 
donc 
B-2x7r = lol donc B = ne 
2nr 
Si r < b, le contour d'Ampère est complètement plongé 
dans le cylindre donc Lonjacé = nr? j et le théorème d’Am- 
père donne 


B:-277r = Honr 2 j donc B= LL 


Si r > b, le cylindre de rayon b est complètement enlacé 
dans le contour d'Ampère donc lenjacé = 74° j et le théo- 
rème d'Ampère donne 


Ho jh? . 
üp 


B-27r = uoxb? j donc B = 
= 





On remarque que le champ magnétique est continu en 
r= D. 


On raisonne comme dans la question précédente, mais il 
faut faire un calcul intégral pour mesurer l'intensité du 
courant enlacé. Pour éviter de confondre variable d’inté- 
gration et borne, notons R la variable rayon. Sir < b : 


lenacé = [°° [5 07 .: RdRdOüz 


2 jonr® 
3b 





| 
(OST = 
0 


= Jo 3b 
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d) 


Sir >b : 


b 27 .R 
lenlacé = Î Î Jo — üz - RdRdOü; 
R=0J6=0  b 


b 

(016" = 
0 
L'application du théorème d'Ampère donne donc 


R$ 


3b 


2 job? 


— JO 3 








2 
HOT ir<hb 


œi 
Il 


2 
Lo sir>b 

On remarque que le champ magnétique est continu en 
r= D. 

Si r < b, le contour d'Ampère est à l’intérieur de la plaque 
cylindrique donc lenjacé = 0 et B = 0. Si r > b, le contour 
enlace la totalité de la plaque et Lénjacé = js : 2nb = I donc 
le théorème d'Ampère donne 


I 
Ho > 
27nr 


B = 
La discontinuité du champ magnétique en r = best 


_,_ Hol . 
ôB=B(r=b")-B(r=b )=-—= 
(r )-B(r Fe Hojs 


Pour Mintérieur au tore, le plan de coupe de la figure (O, ü;üz) 


est plan de symétrie des courants donc B = B(r,6,z) üp. La 
distribution de courants est invariante par rotation d'angle 8 
donc B = B(r, 2) üg. Le contour d'Ampère est le cercle de rayon 
r qui passe par M. La circulation de B est 


f5-di-B-2r 


Le courant enlacé est celui circulant, vers l’avant de la figure, 


dans les N spires à leur passage en r = a donc 


Tenlacé = N'i 


Le théorème d'Ampère donne donc 


B-27r = loNi donc B = Hors, 
2Tr 


a) Le plan (O, ür, üz) est plan de symétrie des courants donc 


B = B(r,6,z) üp. La distribution de courant est invariante 
par translation selon %, et par rotation d’angle 6 donc 
B=B(r) üg. Le contour d'Ampère est le cercle de centre O 
et derayonr. 
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b 


TZ 


Az 
z 0 + B 
o È 
ü, D TT 
| SUR  : 
Js 








La circulation de B est 
ÿ B. db =B:27r 


Si r < b, le contour d'Ampère est à l’intérieur de la plaque 
et le courant enlacé est nul donc B = 6. Si r > b, le contour 
d'Ampère enlace la plaque toute entière de périmètre £ = 
2xb donc Lontacé = Js€ = js : 2xb. Le théorème d'Ampère 
donne donc 


js b 
HoJS ä 
r 


B-2xr = lo js :2xb donc B = 0 
Le plan (O, ür, üg) est plan de symétrie des courants donc 
B=B(r, 6,z)ü,. La distribution de courants est invariante 
par translation selon ÿ, et par rotation d'angle 6 donc 
B = B(r)ü,. Choisissons comme contour d'Ampère le rec- 
tangle (EFGH) de hauteur h arbitraire. 





z À 
— 4 G 
ui, F |—= 
| i 
0: M & ||h 
- E |H 

















La circulation de B est 


ns F G He — E 
f5a-/ B-dt+ | 0+ [ 6-aè+ | 0=Bh 
E F G H 


Le courant enlacé est celui circulant à travers la bandelette 
de largeur h, soit js h. Le théorème d'Ampère donne : 


Bh = po js h donc B = lo js üz 


Cette expression est cohérente avec celle B = loniä, du 
solénoïde, le produit ni s’assimilant bien à la densité sur- 
facique de courant orthoradial. 
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c) Cette distribution de courants est la superposition d’un 
courant surfacique axial de densité js sinaÿ, et d’un cou- 
rant surfacique orthoradial de densité js cosaüg. Le théo- 
rème de superposition donne donc, en utilisant les résul- 
tats des deux premières questions : 


Fe bo js cosaü si r < b 
7 | HoJsSnen soe dp sir >b 


a) Par théorème de superposition : 
=. bol ” 
B(z) = SE [FD + 2) +F(-D + 2)] üz 


donc G(z) = F(D + z) +F(-D +2) 


b) Avec D = », on peut écrire 


z 121? z TE 
G(2)=|1+|—+- 1+|—-—- 
“ Ê 2 | | 


En posant u = £ et en utilisant les développements limités 
donnés par l'énoncé, les termes d'ordre 1 et 3 s’éliminent 
et 

















De (- is ot) 


= _ 16 ns : 
c) En B=0, G(0) = 5 V5 On en déduit l'écart relatif 


IB(z)—B(0)I _ 1G(2) — G(0)I 
B(0) G(0) 


16 (141444) 16 
FALL ] nl 14, 


16 125 
5V5 


Cet écart est inférieur à 2 % si 


4/ 0,02 x 125 
< —_—_—_— 


soit z <0,363b 
144 


donc à = 0,363. Ce dispositif assure donc un champ 
presque constant sur une largeur importante entre les bo- 
bines. 








d) D’après l'équation de Maxwell-Thomson en coordonnées 
cylindriques 
: 1 Ô(rB ôB 
dRé=de 00, Me 
Tr Ôr Ôz 
Au voisinage de 0 : 
B,=pli 14474 8 16h01 
= — avec f = ——— 
L 125b4 10bV5 
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3 
142 , 


donc rB; = 26— 7 
AAETTTT 


Enr=0,B;=0doncK=0et 


1447 
Tr 
125b4 


B- reste donc très faible quand r et z sont proches de 0. 


Br =2$ 


e) Pour D = PES et en tenant compte du changement de 
signe de I dans la spire de gauche : 


G(z2) = -F(D +2) +F(-z+D) 


(5.5) (5-28) 
2 


_3 _3 
2 2 


b b 2 














En utilisant les développements limités fournis par 
l'énoncé, on constate que les termes d'ordre 0, 2 et 4 s’éli- 
minent et 

8V7 | 12V3  2108V3 


G(2) = — u+ 
7 2401 


5 5 
29 u° +o(u ) 


Le terme d'ordre 5 est négligeable devant celui d'ordre 1 si 


z<«bet 
=  Hol 8v7 12V3 Z 
Be. à, 


2b 49 7 b 
qui est bien une rampe linéaire de champ. 


Dans le premier cas, nord contre nord, au centre O du disposi- 
tif, les champs créés par les deux aimants sont opposés donc 
le champ est nul. C’est au niveau des pôles sud que les lignes 
de champ magnétique sont les plus serrées, et que le champ 
est maximal. Dans le second cas, nord contre sud, dans l’es- 
pace central, les champs magnétiques sont de même direc- 
tion et de même sens, et c’est au niveau du pôle nord de l’ai- 
mant de gauche et au niveau du pôle sud de celui de droite 
que les lignes sont les plus serrées, donc que le champ est 
maximal. c'est au dessus et en dessous des aimants que les 
lignes sont les plus espacées et que le champ est minimal. 


Les notations sont celles du schéma suivant. 
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Le champ magnétique exercé par un fil sur l’autre est celui 


créé à la distance d, soit B = pr ü,. La force de Laplace su- 


bie par le tronçon de fil concerné est 


LOL . 
ü 
2rd * 


= . , Hol. 
ÊÉL = ILüz À CE üy = - 
È + 2nd ? 


_ 4n-10-7 1 A 
VO odL VaL 


Ce résultat numérique qui tombe juste correspond en fait à la 
définition de l’ampère. 





On en déduit 


Les forces de Laplace sur les côtés (FG) et (HE) sont parallèles 
à l’axe de rotation du cadre donc leur moment est nul. Déter- 
minons les forces de Laplace sur les deux autres côtés. 


Êgr = —iLüz A Büx = -iLBüy 
ÉGH = iLüz À Büx = iLBüy 


Les bras de levier de ces deux forces sont égaux à 


D 
d=—sin0 
2 









D/2 sin 0 





À l'équilibre la somme des moments est nulle 


Mn ËEF) + AA (ËGED) + Tr = 0 soit 


D D 
ie sin0 - AB sin6 — C(80 —- 8) =0 


_ C(0-0) 


donc i = ———— 
LBDsin 6 


Le champ magnétique créé par le fil vertical en un point du 
plan de la figure est B = 5 ü,. Pour un point M de la tige 
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repéré par OM = rür, y =rsin6 donc B(r) = HE. La 
force de Laplace subie par un tronçon de tige de longueur dr 
autour de M est donc 


boi?dr 


dF = idrür AB(r) = = à 
Ë À m 2nrsin0 


Son moment élémentaire en O est donc 


— oidr. 





do = OM À dE, = = —— üz 
2rsin0 
Sa projection sur l'axe À est donc 
2 
Hoi“ dr 
d'A = 
A7 2nsin0 


et le moment résultant des forces de Laplace est donc 


oi’L 





L 
MA (FL) = | dH\ = = 
r=0 2rsin6 


Le poids s'exerce en G avec OG = Lür. Le bras de levier est 
donc d = L sin® et son moment est 


a L 
MAP) = MES sin 


À l'équilibre de la tige, la somme des moments est nulle donc 








:2 
Hoi L L'. 
-— mg—sin0 =0 
27rsin0 8; 
m 
soit i = 8 sinO 
Ho 


a) La distribution de courants est symétrique par rapport à 
(O, ür, üz) et invariante par translation selon &, et par rota- 
tion d'angle 6 donc B = B(r)äg. L'application du théorème 
d'Ampère à un contour circulaire de rayon r donne 


B(r)-2n7r = loj-nr? donc B(r) = HoJr üo 


b) Chaque particule de fluide est en équilibre sous l’action 


des forces de pression de résultante volumique —-grad P et 
des forces volumiques de Laplace de résultante volumique 
JAË. À l'équilibre, on a donc 


LL + jüz AB(r)üg =0 
—— ür+jü r)üp = 
dr ” Je ô 


Hoj?r 
2 





d dp :B(r) = 
onc = = —jB(n) = 
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— 


C 


d 


T 


a) 


_moi?r? 
4 
Le cylindre est entouré de vide donc P(b) = 0 donc 


donc P(r)=K 


2 L2 
ALU 
4 
2 (12 2 
b° — 
Poe Een) 


4 


Soit n(r) le nombre d'électrons par mètre cube. Il est égal 
au nombre d'ions par mètre cube. La loi des gaz parfaits 
s’écrit 


n(r)V 





P(r)V = RT donc P(r) = n(r)kBT 


À 
On en déduit que 


Ho? - r?) 


TT. 


Le courant étant électronique, Î= n(r):(—e)v(r) donc 


Î : AkBT 


j'le en(r) PET Uoej(b? — r2) dé 





Remarquons que cette expression diverge quand r tend 
vers b, ce qui est normal car la densité particulaire tend 
vers 0 (à l'approche du vide), et pour assurer j'uniforme, il 
faudrait que la vitesse soit infinie, c’est donc une anomalie 
de ce modèle. 


La pression est décroissante du cœur du cylindre (r = 0) 
vers l'extérieur (r = b) et quand le courant cesse de fonc- 
tionner, le cylindre a tendance à exploser, d’où l’onde de 
choc sonore. 


L'arbre des conséquences est le suivant : (i le poids fait 
chuter la tige ; (ii) l'aire du rectangle augmente ; (iii) le 
flux de B varie ; (iv) une force électromotirce d’induction 
apparaît ; (v) un courant circule ; (vi) la force de Laplace 
est ajoutée aux autres forces dans l'équation mécanique. 
L'orientation de i dans le circuit permet de calculer la force 
de Laplace et l'équation mécanique s’écrit, en projection 
sur l’axe z : 


më=mg—2Kk(z-£l0) -a2+iDB 


Le flux du champ magnétique, en tenant compte de l’orien- 
tation du circuit et celle associée du vecteur dS vaut 


a . 
PR DANCE = RD 


Le circuit électrique équivalent est 


328 





b 


TZ 


c) 














CE — 


La loi des mailles s'écrit donc 
e = Ri soit -BDZ=Ri 


En multipliant l'équation mécanique par z et l'équation 
électrique par i, il vient 


mäë= mgè-2k(z-00)2- 2? + iDBé 
-BDäi=Ri 


dt 


oil mé -mez+ka-0}]=-027 +iDBz 
—BDäi = Ri? 


On remarque que la puissance d’induction 
Pina = —BDii 


est opposée à la puissance de la force de Laplace 


PL = iDBé 
En soustrayant les deux égalités, on en déduit 
d'[1 2 2 Ro 
— |-mi -mgz+k(z-0 =-x2" -Ri 
a l2 & (z— to) 


On peut donc dire que la dérivée par rapport au temps de 
l'énergie mécanique de la tige, somme de l'énergie ciné- 
tique àmé?, de l’énergie potentielle de pesanteur -mgz 
(l'axe z est dirigé vers le bas) et de l'énergie potentielle 
élastique k(z — Lo)? (il y a 2 ressorts) est égale à la somme 
des puissances négatives des deux phénomènes dissipatifs, 
celle du frottement mécanique —xZ2 et celle de l’effet Joule 
—Ri?. 

En éliminant i grâce à l'équation électrique, l'équation dif- 
férentielle vérifiée par z(f) est 


. [a BD? 
Z+|— + 
m mR 





a 


.. 2k 2k 
2+—2= — (ro + 
m m 2k 





En régime pseudo-périodique, on a une équation d’oscilla- 
teur amorti autour de la position d'équilibre 


Le temps caractéristique d'amortissement est l'opposé de 
l'inverse de la partie réelle de la solution de l'équation ca- 
ractéristique : 

2 

B2D? 


+R 





&lR 
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L'arbre des conséquences est le suivant : (i) la spire est lancée ; 
(ii) elle se déplace donc vers des zones où le champ magné- 
tique est plus fort en norme ; (iii) le flux de Ë varie ; (iv) une 
force électromotrice d’induction apparaît ; (v) un courant ap- 
paraît ; (vi) une force de Laplace apparaît et perturbe le mou- 
vement de la spire. Orientons arbitrairement la spire dans le 
sens horaire et notons i l'intensité du courant. La somme des 
forces de Laplace sur les deux côtés parallèles à (O, x) est nulle. 
La loi de la quantité de mouvement s'écrit 





mi = +ibBo(1+ 7) ibB0 (1+ 


a 
soit mi = —-ibBo N 


Le flux de B à travers le rectangle est, en tenant compte de 
l'orientation opposée de B et de dS : 


r+a pb ( * 
D = -f Î Bol1+—-|dxd 
YX=T y=0 À y 











@=-Bpab|1+ +2 
=-Boa 
: 2X 
La loi de Faraday donne 
dp : pb! 
E=-—— = ab— 
M À 


Le circuit électrique équivalent est 


Hide 











L 
Es — 
L e 
L'équation électrique s'écrit donc 


7 
ab-=1l— 
SE ET 


Onintègre cette équation entre (f=0,r=0,i=0)et(#,r,i) : 


Boabr(f) 
LA 





Boab . , 
x r(t) = Li(r) donc é(t) = 


On remplace dans l'équation mécanique : 


a2b?B2 
ME = —-——— 7r 
LA2 
a2b?B? 
donc + —————7r=0 
mLA2 
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C’est une équation d’oscillateur harmonique de pulsation 


abBo 
AvmL 


En tenant compte des conditions initiales 


O0 = 


Vo . 
r(f) = — sin(wo f) 
0 
La vitesse f s’annule quand cos(wgt) = 0, ce qui arrive pour la 
première fois à la date 


T rmÀAvmL 


200 : 2abBo 


On en déduit 
ar? a? b? B£ 
7 n2\2m 

À cette date, est nul et r est maximal donc i aussi : les forces 
de Laplace vont donc agir et ramener la spire dans le sens des 
x décroissants. On peut donc considérer qu'il y a conversion 
alternative d'énergie cinétique mi? en énergie magnétique 
Li. 


Partie 1 : lévitation à la fermeture : étude qualitative. 


a) Le flux à travers la petite spire augmente dans le sens de 
ü, donc le courant induit créera un contre-champ, dirigé 
selon —-%,, donc dans le sens contraire à celui de la grande 
spire, selon — 9. On remarque que la petite spire présente 
à la grande spire une face Nord, et que la grande présente 
à la petite une face Nord, donc les spires auront tendance 
à se repousser. 


b) La force de Laplace sur un tronçon dê = adOüg de la petite 


spire s'écrit 


TZ 


3az 


dËL = -iadôüo À Bo | x + —— à 
97 0 7" 224 R2) ? 


3zia?Bo 
2(z2 +R?) 


dËL = -iaBodOür + Oùüz 


2 
en notant Bo = Ds (z2 + R2) 3/2, Le premier terme tend 


à comprimer la spire (conforme à la loi de Lenz, pour dimi- 
nuer le flux croissant vers le haut), et la résultante est nulle 


en intégrant sur la spire. Le second terme est bien dirigé 


: 2 
vers le haut et sa résultante est su üz (conforme à la 


loi de Len, la spire fuyant vers les zones de champ magné- 
tique moindre pour diminuer le flux). Si l'augmentation de 
I est rapide, À sera grand et la force de répulsion peut être 
supérieure au poids. 
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Partie 2 : lévitation sous l’action d’un champ magnétique va- 
riable. 


3 

a) On oriente à dans le sens de üg. Posons S = Rè (z2 + R2) 2. 
On calcule le flux de B créé par la grande spire à travers la 
petite spire puis la fém d’induction : 


I 
® = Hoo cos(wf)S 
2R 
ad I 
donc e = —-— = Late hel sin(wf)S 
dt 2R 


Le schéma électrique équivalent de la petite spire com- 
porte la fém d’induction et la résistance R/ donc 


_ € _ Holow 
7 R/  2RR' 





i(E) 


sin(wf)S 


La résultante des forces de Laplace vaut 


_3zia?T . 


=  LolR? 
— U 
2 (z2+R2) * 


= (2 +R2y 3/2. 


soit ËL = Fo cos(wf) sin(wf) 


Sa valeur moyenne dans le temps est donc nulle car 
; E°: 
< cos(wt)sin(wf) >= : <sin(2wf) >=0 


b) Si on ne néglige pas l’inductance de la bobine, le schéma 
électrique équivalent de la petite spire comporte la fém 
d’induction, la résistance R’ et l’inductance L. 


LONTN R° 


























L 
E— 
* e 
L'équation différentielle s'écrit 


di ,. 
L—+Ri=e- 


I 
Fr Se sin(wf)S 


La solution est proposée est confome au régime sinusoïdal 
forcé et s'écrit 
10) = Im Sin(ot — p) = Im sin(wf) cosp — I} sin pcos(wt) 
Or est un petit angle donc 
(8) = In Sin(w f) — Im coS(w ft) 
En remplaçant dans l'équation différentielle, il vient : 


Lino cos(w f) + Llmwwpsin(wf) 


330 





=RI; cos(wf) + R'@lym sin(wf) = 
Iow 
Se sin(wf)S 


Or p= Ri donc l'équation se simplifie et devient 


Holow 





sin(wf)S 


; L2w? ; 
R + F Imsin(wt) = 


LolowR’ 
2R(R°2 +L2w2) 


On en déduit la résultante des forces de Laplace : 


donc I;n = 


_3zia?n = 


—. LoloR? 
——— U 
2 (Z2+R2) * 


Fe +2) 3/2. 


soit ËL = —F1 cos(wf) sin(wf —)üz 

3HÉBwR/ra2zR4 
4(R2 + L2w2)(z2 + R2)4 
or cos(wf) sin(« f — @) = 


avec F1 = 


sin (w f) cos(w f) cos p — cos? (wt)sinvp 


donc < cos(wf) sin(wf—4p) >= 
1. @ Lo 
—=sinp=-—=-— 
2 dé 2 2R! 
Par suite, la valeur moyenne des forces de Laplace s'écrit 
26 she 
=F —ü 
L 1 2R' Z 
La force moyenne est donc dirigée vers le haut, et peut 
compenser le poids, d’où l'effet de lévitation. 


Le champ magnétique créé par le solénoïde est uni- 
forme 


I0N. . 
Bsol = HO D. lsol Uz 


Son flux à travers la spire est donc 


10N . à 
Psol—sp = N°Ho D. isol * TR 


, 10N?7R? . 
Soit Psol-sp = HO pp ‘sol 
10N27R? 
donc M = Ho RS - 


a) L'application du théorème d'Ampère le long d’un lacet cir- 
culaire de rayon r orienté dans le sens de üg donne : 


2arB(r) = uoll+Ni] 


—. HO ie 
tB(r)=——[{I+N 
soit B(r) a il Up 
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b) Le flux du champ magnétique total à travers une spire car- 


c) 


a) 


rée du bobinage est 


of" . 2 II+ Nil drdz 
T= Z= 


hoaln2[1+ Ni] 
di = ———— 
27 


On en déduit le flux total 
N In2[I+Ni 
Den, HOEMEIENE! 

27 


soit D = Li + MI avec 


__ N'poaln2 
. Not In2 
_ Nho 
M= 27 

La force électromotrice d’induction qui prend naissance 

dans le bobinage torique est 
dœ di di 
e=-—=-L—-M— 
dt dt dt 


Si on note R la résistance du bobinage, alors la loi des 
mailles donne 
di di | 
e=Ri soit -M— =[L— +Ri 
dt dt 
En régime sinusoïdal forcé de pulsation w, on peut passer 
en grandeurs complexes : 


—jMol= jLwi+Ri 


et en passant aux modules 


La mesure de l'amplitude imax du courant dans le bobi- 
nage torique donne donc accès à celle Inax dans le fil, on 
a donc une mesure ampèremétrique sans avoir besoin de 
couper le fil pour y insérer un ampèremètre en série. 


Le point M est soumis à la superposition des champs ma- 
gnétiques créés par les deux fils. On applique le théorème 
d'Ampère pour chacun d’eux en choisissant pour contours 
d'Ampère des cercles de centres respectifs O1 et O2, de 
rayons r, =D+xetr2=D-x. 
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b 


TZ 


c) 


a) 


b 


TZ 


c) 


L'application du théorème d'Ampère donne 


de 


l l 
+ Uy 


donc (x) = —_—_— 
D+x D-x 





27(D + x)B1 = bol 
27(D — x)B2 = ol 








On calcule le flux par une intégrale double. 


D-a H ., 
o- | Î B(x)-dxdzüy 
x=-D+aJz=0 
2D-a 


HoHin 


Ina I 
T 





HoIH 
D=—— [In(D+ x -In(D- D Da = 


On en déduit 








D oHln 2 
L=—- HoHin ia et A= == 
H 


I T T 


Les lois de l’électrocinétique s’écrivent 


u = Li +Md2 


EE 


En multipliant la première égalité par À et la seconde 
par à : 


u2 = Li 


; di ; - di 
P = ui Li +Mi Te 
: dio ; . di 
Pa = u2i2 =L) 7 i2 +M Tr 


En sommant les deux équations : 


d [1 1 
PAS SL + Mia + > Loi 





et le terme entre crochets est l'énergie électrocinétique du 
système des deux bobines. 


Le champ magnétique dans le cylindre est la 
somme des deux champs : 


= eu 


Ho (Ni à + No) 


B=Bj+Bo= IT EE ÿ 
1 2 D Z 
On en déduit l'énergie magnétique 
B? 2 HoTR? 2.2 5 2.2 
Un = CT TR?D = (Ni +2NiNañ io + N38) 


CL HOmRÈNT > ponRNiN2, , 1 HOTRN 
D D 1 pp V2, p 
On identifie cette énergie magnétique à l'énergie électro- 
cinétique 


1 1 
Eee = su + Mi io + ;L2ù 


nR2N° 
Li = 
2 
donc = HoTmRNiN2 
o M — 
>= 1 HLorR?N? 
272. D 


331 


Chapitre 10 Champ magnétique en régime stationnaire 


a) Le dispositif est invariant par translation selon ÿ, et par ro- 
tation d'angle 6 donc B- B(r). Le plan (O, ür,üz) est plan 
de symétrie des charges donc B = B(r)äg. Le contour d’Am- 
père & est donc un cercle de rayon r et la circulation est 


Î Ë-dê=B(r)-2nr 
€ 


Si r < a, on est à l’intérieur des deux cylindres et le cou- 
rant enlacé est nul donc B = Ü. Si r > b, € enlace les 
deux cylindres parcourus par des courants opposés donc 
Tenlacé = 0 et B = 6. Si a < r < b, le théorème d'Ampère 
s'écrit 

B(r)-27xr = bol donc Ë = F9 


b) On intègre l'énergie volumique magnétique dans l’espace 
qui sépare les deux cylindres. 


U -f [” Ni ——— rdrd0dz 
Fo les RE 


L 
Um = DT Un r1 (627 121 


: 1 HoHin L 
F9 97 
c) Onidentifie Um et Sec = ILÉ donc 


L LoHin 2 ei L. L Lo In 2 
27 je! 27 


Less] 


a) L'énergie électrocinétique est 
d l 
Eee = FEU + Mi io + ;L2ù 


b 


TZ 


On identifie cette énergie à l'énergie magnétique U}», qui 
est elle-même l'intégrale volumique de de quantité posi- 
tive. 


c) En suivant les indications de l’énoncé, on factorise par 
1 :2 
Li 


1 2Mis Lofi\? 
ée= qui (2) | 
2 Li LL 

i . 
eten posant u= # : 


2.2 


& = e 
= -Li u 
“6 2 F4 L 1 
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Ce trinôme du second degré doit être positif ou nul pour 
toute valeur de u, son discriminant est donc négatif ou 
nul : 

4M? Lo 
A<0&——-4—<0 


2 
14 Li 


soit M? < LiLo 
On suppose que le champ magnétique créé par un 
solénoïde est nul à l'extérieur du cylindre qu’il délimite, 


même sur son axe. Calculons le flux du champ magné- 
tique créé par 1 à travers 2.Ona 


Ë NN... 
= Ho—ät 
1 Ho 1 Uz 


Le nombre de spires de 2 à l’intérieur de 1 est 


D 
Nue. N=f6N 


On en déduit 
D1_,2 = N21-B: -nrè 
2 2 
HoBN°TR° . 
P1-9 = ————;i 
1—2 D 1 
On en déduit 


Di. N2TR2 
= = PoPEÈTR, 
1] D 
Les inductances propres des deux solénoïdes sont 


D 
LoN? TR? 


2 2 
| in HoN°7(2R) 
Lo = D 


On en déduit le coefficient de couplage 


UoBN? TR? 
D 


k = ———_—_—_—_—_—_—_—_—_— 
HoN?2T4R2  HoN?TR? 
D D 


soit k = 8 
2 


Le circuit est fléché en notant i l'intensité de la 
branche du bas, de droite à gauche en convention géné- 
rateur, i, de gauche à droite dans la branche du milieu, 
i de gauche à droite dans la branche du haut. La loi des 
nœuds donne i = i] + i2. La tension u est nulle à l’équi- 
libre du pont. On peut décomposer cette tension de deux 
manières distinctes. 
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R° 
U 
u Uj - 
S Li dll 
CO 
r < 
7 


En grandeurs temporelles : 


dt 


u=0=LÉ MS +ri 
u= us +u] =0=R/i-uc-Ri 


En régime sinusoïdal forcé, on peut passer en formalisme 
complexe : 


Loi — jMwi+ri =0 
Ni pési = Rü = 0 

JLoë — jMwi — jMwio + riy =0 
done sl Re 
27 jRCo1LT RL 


R 
jLo — jMo — jMw— 


M 
donc — — + 
R' R/C 





r\i=0 


Si i1 = 0, le générateur est éteint, ce qui est exclu. On en 
déduit que le coefficient complexe est nul, donc sa partie 
réelle et sa partie imaginaire sont nulles : 


-+r=0 


Lo -Mw-Mo = 0 


R 
donc M= rR'C eL=M[ +1 = rC(R+R/) 





Le couplage est parfait si 
M? = L? soit r2R'?C? = r2C2(R+ R')? soit R? = (R+R')? 


doncR=0 


a) Tout plan contenant (O, z) est plan d’antisymétrie des cou- 
rants, donc contient le champ magnétique. B(M) est donc 
dans leur intersection donc B = Bü;. 


b) Le point M est repéré en coordonnées sphériques par r= 2, 
6=0et ü; = ü,. Par application de la formule du cours : 


2Hom 


B= ü 
ATZS d 
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Or m= ina? donc 
Hoi. 
Uz 
223 


Dans l’approximation dipolaire, a  z donc a << 1 et 





B = 


a 
sina=a=tana=— 
Z 


La formule de l’énoncé donne donc 


: 3 

_ i ad, 

=, 
2a 2 


qui est égale à l'expression précédente. 


a) En mouvement circulaire uniforme : 


AR L L.s:d4 5 
OM = rür et v = rwtg donc Ec = 2m = zrar w 
D’après l'énoncé : 
l l 1 h 
Ec = —hw soit =mr?w2 = —hw donc rw = — 
2 2 2 Me 


b) L'électron effectue 1 tour en T secondes, donc en un point 
donné de la trajectoire circulaire, on observe un débit de 
charge dont la valeur absolue est 


>_ enr? 


ï 6 à is e 
i= — doncup=iS=—.7r" = 
T HB T T 





c) La période T est liée à la vitesse angulaire w : 


2 E 
enr“ eh 
- =9,274:10724 A.m° 








2T 
& = — donc Hp = = 
T 27 2Me 


Les côtés contigus des dipôles magnétiques présentent des 
courants dont les intensités s’annulent deux à deux, à l’excep- 
tion des côtés du bord, dont la juxtaposition forme bien la 
boucle parcourue par i. Le moment magnétique du grand cir- 
cuit est donc bien égal à la somme des moments des petits di- 
pôles qui le pavent. Par théorème de superposition, le champ 
magnétique créé en M par le grand circuit en M est la somme 
des champs créés en M par chacun des petits dipôles. Dans 
l’approximation dipolaire, la taille de ce grand circuit est très 
petite devant r, il en est donc de même de tous les petits di- 
pôles. Le champ est donc indépendant de la position relative 
de tous les petits dipôles, donc indépendant de la forme du 
grand circuit. 
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a) 


b) 


La rotation du cercle provoque celle des charges. Estimons 
la charge qui passe par un point de contrôle à proximité du 
cercle en rotation. Pendant dt, celui-ci tourne de d0 = wdt. 
La charge qui passe par le point est donc 


dq _ qw 


dt 2x 


= wat ; . 
q=q 5 donci=— 


Le moment dipolaire de cette spire est donc 





> F4 wo La 
f= Be na üz 
27 
..  qwa?, 
soit M = 3 Uz 


Le point P est repéré en coordonnées sphériques par 
r =10a, 0 =0et ü; = ü, donc 


= 2Hom 
BP) = ——— 1 
An(10a} * 
soit B(P) = OR © 
A0007a 


Le point Q est repéré en coordonnées sphériques par r = 
10a, 8 = DA ür = üy et dog = —-Üz. 








— 
B(P) 
Az 
P 
DS Hi 
ü, y 
Q 
T/2 2 
Ug 
— 
B(Q) x 
Le d 
O 
La formule du cours donne 
2 Hom  , 
B(O):= = 
de Ax(10a) * 
soith = 3 
80007a 


On peut décomposer ce disque en couronnes concen- 
triques {r,r + dr] et intégrer pour calculer le moment dipo- 
laire de ce dique. Chaque couronne est assimilable au fil 
décrit à la question (a). Comme on est dans l’approxima- 
tion dipolaire, et que toutes ces couronnes ont le même 
centre O, on peut sommer leurs moments dipolaires. La 
charge de la couronne est 


dq=0:2rrdr 
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En utilisant le résultat de la première question, son mo- 
ment dipolaire est donc 


> dqwa? 


dm = Üz = onrdrod üz 





2 
soit dm = onawrdrüz 


a 
ora 


r=0 


donc mñ = wrdr üz 


onda w . 


(7 
2 Z 


En posant g = ona?, charge totale du disque, il crée les 
mêmes champs en P et en Q qu'à la question (a). 





m = 


c) On peut décomposer ce disque en couronnes coaxiales 
[z,z+dz]. Cette fois, les différentes couronnes n’ont plus le 
même centre. La distance r séparant leur centre du point P 
est variable, de 6a pour la couronne la plus basse en z = -a 
à 4a pour la couronne la plus haute en z = a. On doit donc 
sommer directement les champs élémentaires. 


À 





<= 





a 
La couronne porte une charge 
a 
dq=60:21-d2 
2 
et son moment dipolaire est 


— ordwdz 
AM = —— ÿ; 


Le point M depuis le centre de cette spire est repéré par 
r=5a—2z, ür = üz et 0 = 0. Par application de la formule 
du cours on en déduit 


ee 2Loo7ra wdz ” 
7 167n(5a- z)3 


Z 


dB =f(5a- 2) Sdzüz 


Looa°w 


avec f = 3 
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Le’ 


a 


b) 


c) 


d) 


a) 


b) 











On en déduit 
me a 
B-pa | (5a- 2) Ÿdz 
Z=-a 
a 
= . |(G6a- 2) 2 
Pl 
—& 
soit B = ü 
72a2 * 


Tout plan passant par M et le centre du Soleil est plan de sy- 
matrie des courants. Le champ magnétique est orthogonal 
simultanément à tous ces plans, donc BE =Ü. 
On a 

2Ho mo cos 


3 


& ATT: 
Bu| Homo sinO 


Pour 6 = 2 on a 





On projette : 
ü, = cosOür — sin Op 
On en déduit 
Bs cosO 
Bs| -Bssin0 
0 


et en sommant, on constate que Bg est nul en tout point de 
la surface de Mercure si 





mosin0 
HO —Bs sin0 =0 
ATR\; 
m 
soit Bç = "070 =2,0.1077T 
AnR\y 


Le plan (O, x, y) est plan de symétrie des courants donc 
B=B,ü. 
Ona 
Z 
tan6 = — donc z = xtan0 
x 


En dérivant par rapport à 0 : 


d 
— = x(1+tan2 6) — - 





cos2 0 
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c) Par définition de n : 
aN 
n=— donc dN=n-:dz 
dz 


nxd0 
cos? 0 


Le moment dipolaire de la tranche considérée est 


soit AN = 


dm=aNi-ra ü, 


Vu depuis le centre de cette spire de centre M, le point P 


est repéré par r = MP = TT l'angle entre l’axe de la spire 


(O, 2) et le vecteur MP est 5 +0. 























Les vecteurs de la base sphérique sont 


ü = cos0ü;-sin0ü; 
üpg = -sinOüx -cosOüz 


On en déduit la composante de dB sur l'axe z : 
dB; = -dB7 sin0 - dBg cos® 


_ 2ho dNira? cos(X+0) 





dBr & 
avec dB = hodNiraf int 240) 
87 PE 
cos3 0 
2, 
nia 
donc dB; = mn 5 [2sin 0— cos? ol cos6d0 
x 


d) On en déduit par intégration 


œ 
B; = Bo | [2 sin? 6 - cos? el cos6d8 
—& 


avec Bo = Lo nia?4x? et tana = 


# [NE 


(0 
Be = Bo | [8sin20-1] cos040 
à 
: à ; x 
donc B; = Bo [sin 0-sin0] 


soit Bz = Bo [2sin$a-2sinal 
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La boussole est soumise à l’action du champ magnétique ex- 
térieur, donc le moment résultant est 


Lo = (mü) À (Büx) =-mBsinO 
et la loi du moment cinétique en projection sur l’axe À donne 
J A = -mBsin0 


La position d'équilibre stable est 0 = 0 car l’énergie potentielle 
d'interaction est 


Ep=-m.B=-mBcos0 


qui est minimale en 6 = 0. On fait donc l’approximation des 
petits angles et on obtient l'équation d’oscillateur harmo- 
nique : 


+ "890 
Ja 


La pulsation propre vaut 
B 
&W0 = Hs donc To = 27 Ja 
JA mB 


a) Les notations sont celles du schéma suivant. 


y 


L 





Le point P est repéré en coordonnées sphériques depuis le 
dipôle fixe par r = x, 0= %, dr = üx et üg =—üy. Par appli- 
cation de la formule du cours 


om 


B=- ü 
ATxS d 





b) L'énergie potentielle d'interaction entre B et #1 est 





mcosO 0 
_ + . om 
Ep=-M-B=-| msin0 0 
0 0 
soit Ep = à sinO 
On en déduit 
dE om? 
M = amas C0S0 
d’Ep _ uom? . o 
di — Anxs 
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La dérivée première est nulle pour 8 = +7. La dérivée se- 
conde est négative pour 0 = 3 qui est donc une position 
d'équilibre instable et positive pour 0 = -7 qui est une po- 
sition d'équilibre stable. On vérifie donc sur cet exemple 
que le dipôle 1 s'oriente dans la direction et le sens du 
champ créé par le dipôle fixe. 

c) On a maintenant 6 = 7; M = -müy. L'énergie poten- 
tielle d'interaction s'écrit donc 


Lo m? 


ATxS 





Ep(x) = — 


La force dérive de l’énergie potentielle donc 








3  — dE 
f =-grad Ep = - Pa, 
dx 
+ 3lom? 
soit f = — ile üx 


anx{ 


C'est une force centrale sur l’axe x, attractive mais non 
newtonienne car elle varie comme % alors qu’une force 


newtonienne varie comme + 


a) Le moment est nul car B et "1 sont colinéaires. 
b 


TZ 


Par application de la formule du cours, l'énergie poten- 
tielle d'interaction du dipôle avec le champ de la spire est 


_3 
(2? + a) 2 


On lui ajoute l'énergie potentielle de pesanteur 
Epp = M082 


c) On doit faire coïncider l'expression de l'énoncé et celle de 
l'énergie potentielle. On fait apparaître le terme 1+ u? en 
factorisant (z2 + a) par a : 


Ep(2) = Epg(2) + Epp(2) soit 


Ep(2) = 


3 
mla? 3 z\ 72 
ER + MoLZ 


On pose donc u = L donc z = au, d'où 


_3 
2 


I 
Ep(u) = EURE (+ uw?) + mogau 
24 


HO (in) E4u 


soit Ep(u) = moga 5 
2Mmpga 








; Homl 
soit Ep(u) = moga: fa(u) avec à = en 
2Mmpga 
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d 


T 


e) 


a) 


Plus « est faible plus la courbe se rapproche de la droite 
f(u) = u. La courbe du bas (la plus foncée) correspond 
donc à à = 0,5, celle du milieu à à = 1 et celle du haut à 
a= 2. Il existe une position d'équilibre stable si la courbe 
représentative de l'énergie potentielle présente une cu- 
vette de potentiel. C’est le cas pour à = 2 et pas pour à = 
0,5. L'apparition de la cuvette semble correspondre à a un 
peu supérieur à 1, soit 


m] 2moga? 
cite 
2moga? Ho 

2moga? 
donc I* = <moga” 
Hom 


Le minimum de la fonction est obtenu pour u = 1 soit 
Zi al. . 
+ = 1. Ce n’est pas un minimum absolu, et si on donne 
une énergie cinétique suffisante au dipôle en Zeq = 4, il 
peut franchir le col de potentiel pour z = 0 et tomber sans 
retour vers les z < 0. C’est pourquoi on parle de méta- 
stabilité. 
La somme des forces dérive de l’énergie potentielle donc 
dEp du 1 
F2) = == = =. = -mogaf{(u)- — 
du dz 084fa a 
La loi de la quantité de mouvement appliquée au dipôle 
donne, en u =0 : 


— mg f (0) = Mmpä donc Z = —gf}(0) 


On lit la pente de la courbe sur le graphe en z = a pour 
a = 0,5, soit fo ;(a) = 0,6 donc Z= -0,6g. 


Le plan de la figure est, dans les deux cas, plan d’antisymé- 
trie des courants, donc le champ magnétique est dans ce 
plan. Si les courants sont dans le même sens, l’axe média- 
teur (y) est plan de symétrie des courants, donc le champ 





Champ magnétique en régime stationnaire Chapitre 10 


b) 


lui est orthogonal, donc selon (x), ce qui correspond à la 
première carte. Si les courants sont dans des sens opposés, 
l'axe médiateur (y) est plan d’antisymétrie des courants, 
donc le champ est dans ce plan, donc selon (y), ce qui cor- 
respond à la seconde carte. 


Dans le premier cas, le champ magnétique au centre est 
nul, donc le dipôle ne pivote pas et est en équilibre. 


+ Si on le déplace légèrement vers la droite, il entre en 
interaction avec un champ magnétique selon —ü,, il 
s'oriente donc dans ce sens en pivotant de 3 dans le 
sens horaire. Il tend ensuite à migrer vers les zones de 
champ fort et se déplace vers la droite. L'équilibre est 
donc instable selon x. Le raisonnement est identique si 
on le déplace vers la gauche. 

+ Si on le déplace légèrement vers le haut, il entre en in- 
teraction avec un champ magnétique selon &,, il ne pi- 
vote donc pas. Il tend ensuite à migrer vers les zones 
de champ fort et se déplace vers le haut. L'équilibre est 
donc instable selon y. Le raisonnement est identique si 
on le déplace vers le bas. 


Dans le second cas, le champ au centre est selon üy, donc 
le dipôle s'oriente dans ce sens en pivotant de s dans 
le sens trigonométrique. Après ce pivotement, étudions 
l'équilibre selon les deux axes. 


+ Si on le déplace légèrement vers la droite, il entre en in- 
teraction avec un champ magnétique selon üy, donc il 
ne pivote pas. Il tend à migrer vers les zones de champ 
fort et se déplace vers la droite. L'équilibre est donc in- 
stable selon x. Le raisonnement est identique si on le 
déplace vers la gauche. 

+ Sion le déplace légèrement vers le haut, il entre en inter- 
action avec un champ magnétique selon üy, donc il ne 
pivote pas. Il tend à migrer vers les zones de champ fort 
et se se déplace vers le bas. L'équilibre est donc stable 
selon y. Le raisonnement est identique si on le déplace 
vers le bas. 
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Cinquième partie 


Physique des ondes, physique quantique 


© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit. 


CHAPITRE 1 1 


Ondes électromagnétiques 
dans le vide 


Thèmes abordés dans les exercices 


9 © dd © © © © © © © © © © 


Équation de d’Alembert. 

Célérité. 

Onde longitudinale, onde transversale. 

Onde progressive harmonique, onde stationnaire harmonique. 
Vecteur d'onde, vitesse de phase. 

Théorème de superposition. 

Conditions aux limites. 

Onde électromagnétique dans le vide. 

Onde plane progressive harmonique. 

Vecteur de Poynting électromagnétique. 

Bilan énergétique pour une onde électromagnétique. 
Polarisation rectiligne. 

Polariseur. 


Points essentiels du cours pour la résolution des exercices 
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Établir une équation de d’Alembert. 

Expliciter les solutions progressives et stationnaires harmoniques de l'EDA. 
Exploiter les conditions initiales et/ou aux limites pour résoudre l’'EDA. 
Établir l'EDA électromagnétique dans le vide, exprimer la solution OPPH PR. 
Étudier l'aspect énergétique d’une onde électromagnétique dans le vide. 
Identifier une onde polarisée rectilignement. 

Faire l'analyse et la synthèse d’une onde polarisée rectilignement. 
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Les méthodes à retenir 


Établir une équation de d’Alembert. 


342 


L'équation de d’Alembert (EDA en abrégé) qui régit une grandeur 
physique G dépendant de l’espace (M) et du temps (f) s'écrit 


(EDA) : AG(M, f) — 15CM _ 
. / ce ÔP 


0 

où AG(M, #) est le Laplacien et c homogène à une vitesse. Dans le cas 
(fréquent) où G ne dépend que d’une variable de position x, l’équa- 
tion de d’Alembert unidirectionnelle s'écrit 


0G(x, 1) 1960 _, 
Ôx2 2 Ô 


Pour établir cette équation, on applique les règles suivantes. 

On applique les lois du domaine de la physique concernée, méca- 
nique du point, thermodynamique, mécanique des fluides, électro- 
magnétisme, etc. 

On travaille par éléments infinitésimaux, entre f et {+ dt, sur un 
élément situé entre x et x+ dx, et on effectue le développement 
limité à l’ordre 1 ou? : 


2 G(x,t) (dx)? 


dx+ 
. Ôx? 2 








eo el 
Ôx 
0G(x, 1) (dt) 
07 2 
Très souvent, deux grandeurs sont couplées et on obtient un sys- 
tème d'équations aux dérivées partielles du type 


G(x, t + dt) = G({x, ?) + dt + 





ÔG(x, f) 
Ô 


66 __ 0H ,0G_ _,ôH 
de  °ôx  &œ ox 


On en déduit l'équation de d’Alembert en appliquant le théorème 
de Schwartz : 

0 G _ dG 

O10x Oxt 


Exemple : 


Le montage électrique suivant modélise un tronçon 
[x, x+ dx] d’une ligne électrique sans perte, À est l’induc- 


tance linéique et T la capacité linéique. 
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L= Adx 


n L___ ju(x+dxit) 


C=T dx 











fl ñ 
T T ” 


x x+dx 


Les deux équations électriques sont la loi des nœuds et la 
loi des mailles. 


u(Xx, t) = Adx9e2 +u(x+ dx, ft) 
i(x, D =i(x+ dx, 1) + T'dxuetenn 


Remarquons que 











ô dx, t Ou(x,t) O2 
parue +4% 0 ous u(x SL RE 
Ôt ôt Ôx 
donc par ai = lee d) 
Ôt ôt 


en négligeant le terme du second ordre en dx. En divi- 
sant les deux relations par dx et en effectuant les déve- 
loppements limités au premier ordre en dx, on obtient le 
système d'équations aux dérivées partielles couplées en 
u(x, ?) et i(x, E) : 


Ou(Xx, t) AC t) Oi(x, f) ra t) 
_ = et — — 
Ôx Ôt Ôx ôt 














On élimine i(x, f) entre ces deux équations en dérivant la 
première par rapport à x et la seconde par rapport à f : 


O2u(x, t) Oi(x, t) Oi(x, f) O2u(x, t) 
ER 
Ôx2 Ôxût Ôt0x Ôt2 


En utilisant le théorème de Schwartz, on en déduit 


_ Ou(x, t) 7. Ou(x, f) 
Ôx2 Ôt? 
Ou(x,t Ou(x,t 
sbitoa 260, PAS. 


Ôx? Ôt2 


C’est bien l'équation de d’Alembert avec - = AT. 





+ Exercices 11.1, 11.2. 
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Expliciter les solutions progressives et Les deux familles les plus courantes de solution de l'EDA unidirec- 
stationnaires harmoniques de l'EDA. tionnelle sont : 
- l’onde progressive 


G(x, à) = g(r+ =) 
C 
- eten particulier l'onde progressive harmonique 
G(x, 1) = Acos(wt + kx +) ou G(x, 1) = Ael?eilor+kn 


en grandeur complexe, qui se propage à la célérité c 
e l’onde stationnaire G(x, f) = f(x) : h(f) qui, si elle vérifie l'EDA est 
nécessairement une onde stationnaire harmonique 


G(x, t) = Acos(wf+(4p)cos(kx +1) 


Les ondes progressive et stationnaire harmoniques vérifient toutes 
deux l'équation de dispersion w = kc et présentent la double pé- 
riodicité, spatiale de longueur d’onde À et temporelle de période T, 
associées respectivement à la pulsation w = z et au vecteur d'onde 


Es 


k=+2Æ%,.Léquation de dispersion entraîne la relation À = cT. Il est 
important de savoir établir rapidement toutes ces propriétés. 


Exemple : 


L'établissement de la relation de dispersion peut être faite 
- en grandeurs complexes pour l’onde progressive harmo- 
nique : 


LE = (tiD-(+iHG=-KG 
( 


1 
> -KG- —(-w°)G= 0 
iw) : (iW)G = -w?G TC = 


donc w° = k?c? et w = kc 
- en grandeurs réelles pour l’onde stationnaire harmo- 


nique : 


Ôx2 
d2G(x,t) 


PGO L _ 2 cos(wt + Y) cos(kx +) 
7 = —W? cos(wf +4) cos(kx + W) 


l 
donc — k?G{x, f) + —&°G(x, t)=0 
C 


donc w°? = k?c? etw = kc 








+ Exercices 11.3, 11.4. 
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Exploiter les conditions initiales et/ou 
aux limites pour résoudre l’'EDA. 


Ondes électromagnétiques dans le vide Chapitre 11 


La traduction des conditions initiales (connaissance de l’état vibra- 

toire à £ = 0 le long du système) et des conditions aux limites est 

parfois plus difficile que la résolution de l’'EDA elle-même. Les deux 

conditions aux limites les plus fréquentes sont : 

e l'absence de vibration à une abscisse donnée imposant un nœud 
de vibration ; 

e l'application par un excitateur d’une vibration harmonique impo- 
sée en un point d’abscisse donnée. 

L'existence de conditions aux limites conduit à chercher une solution 

stationnaire harmonique, elles permettent de déterminer un ou plu- 

sieurs des paramètres : 

e la pulsation si elle est imposée par l’excitateur ; 

e la phase temporelle 4 si elle est imposée par l’excitateur ; 

e la phase spatiale w (on peut la fixer, le modulo est inutile) ; 

l'amplitude (qui conduit à des études de résonance) ; 

une relation de quantification (qui conduit à une étude spectrale). 


Exemple : 


Une corde de longueur L est fixée à ses deux extrémités. Ses 
vibrations transversales de faible amplitude décrites par 
y(x, ?) sont régies par une EDA avec une célérité c = VE 
où T est la tension (homogène) de la corde et p1 sa masse 
linéique. La solution stationnaire harmonique vérifie les 
conditions aux limites : 


Vt, Acos(wf+4p)cos(0 +) = 0 
Vt, Acos(wf+4)cos(kL+1wY) =0 


donc cosy = 0 et y = -? parexemple, et cos(kL- ?) = 0 
soit sin (KL) = 0. On en déduit kL = nx où nestun entier na- 
turel non nul, soit L = nà. La corde présente donc ñn lobes 
de vibration, les nœuds qui les délimitent sont distants de 
À. Or w = kc donc w = #< et la fréquence est quantifiée 
f= 3-27. Lespectre ne présente donc que des multiples 
entiers de la fréquence fondamentale f, = +, ce qui est ca- 
ractéristique des signaux périodiques du temps. 








0 (n=3) : 








— Exercices 11.5, 11.6. 
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Établir l’'EDA électromagnétique dans le 
vide, exprimer la solution OPPH PR. 
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Deux méthodes distinctes conduisent à l'expression et aux propriétés 
de la solution Onde Plane Progressive Harmonique Polarisée Recti- 
lignement (notée OPPH PR). 
Première méthode. L'équation de propagation des ondes électro ma- 
gnétiques (notées OEM) dans le vide utilise la propriété d'analyse vec- 
torielle _— 

rot rot = grad div —-A 


et le thorème de Schwartz. Dans le vide, p = 0 et j = 6. Les équations 
de Maxwell s'écrivent donc 


(M. Gauss) : divË=0 (M. Thomson) : div B = 0 


(M. Faraday) : rot Ë = -È (M. Ampère) : rot À = €o Lo 





rotrotË = rot |-2] = 28 
donc _— L. 
Ô(rot B) _ ÔÉ 
or —€0H03 
— , + 2 ÔÉ 
donc grad div E — AË = -£oho EVA 
> FÈ à 1 
soit AE — — —— = 0 avec c = 
c? Ôt? V/Æofo 


L'équation de d’Alembert vérifiée par B est identique. La solution 
onde plane progressive selon x harmonique, polarisée rectilignement 
selon y est 

É = Eü, cos(wt— Kkx+4p) 


En injectant dans l’'EDA, on obtient la relation de dispersion 
re) 
w? = k?c? donc k= — 
C 


pour l'onde se propageant dans le sens croissant des x. On déduit de 
l'équation de Maxwell-Faraday 


B = Boë, cos(wt— kx+ w) avec Eo = CBo 


Deuxième méthode. Si on cherche a priori une solution OPPH PR 
sous la forme complexe 


BE  iwt-K-OM) 4 5 _  ,itwt-Kk-OM) 
E=E,e etB=B,e 


alors on peut écrire directement les équations de Maxwell en gran- 
deurs complexes, avec les règles de dérivation suivantes : 


ee 


0A LA + > — — La ES 
Sr + iWA, divA+ —-ik-AetrotA— -ikAA 
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Par suite : 


—ik É=0, -ik-B=0, -ikAË=-iwB, -ikAB = iweouoË 
On obtient donc immédiatement que (K, É, B) forme un trièdre direct 


et on élimine B = 2 en utilisant la formule du double produit vecto- 
riel : 


es! 


k2 


F4 
ITH 


UN 


KA = = WEOUoË 


” 
«| 


2 
an) _ e 
donc k? = w°Eolo = T et ||EI = cilB| 


Ces propriétés forment la structure de l'OPPH. Attention, elles ne 
doivent en aucun cas être généralisées à toute onde électromagné- 
tique dans le vide. En particulier, une superposition de deux ondes 
OPPH PR est solution de l’équation de d’Alembert, mais elle n'est 
pas forcément plane, ni progressive, ni harmonique, ni polarisée rec- 
tilignement. L'exercice 11.8 explore quelques-unes de ces superposi- 
tions. 


Exemple : 


En grandeurs complexes, les notations K-OM et Ë, peuvent 
paraître moins claires que kx et Eü, en grandeurs réelles. 
Il n’en est rien. Elles laissent au contraire le choix de la di- 
rection et du sens de propagation de l’'OPPH, celui de la 
polarisation et de la phase de l’onde. + Si on baptise x l’axe 
de propagation d’une onde, qu’on l’oriente dans le sens de 
propagation alors K = kü,. Il vient 


k-OM = = Kx 


COX 
N << à 


e Le champ électrique étant transversal, si l’onde est polari- 
sée rectilignement, on peut baptiser y l’axe de polarisation, 
c’est-à-dire la direction constante du champ électrique, et 
E; = E,ü,. < Si on note E l'amplitude réelle et 4 la phase 
du champ électrique, alors E, = Ee'Ÿ. On en déduit l’ex- 
pression complexe 


B _R i(wt-Kk-OM) — i(ot-kx+4p) > 
E=E;e = Epe üy 


donc (M, f) = Re(Ë) = Eocos(wi-kx+)ü, 








+ Exercices 11.7, 11.8. 


347 


Chapitre 11 Ondes électromagnétiques dans le vide 


Étudier l'aspect énergétique d’une onde 
électromagnétique dans le vide. 
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- L'onde électromagnétique est susceptible de transporter de l’éner- 
gie électromagnétique. Le vecteur densité de courant énergétique est 
le vecteur de Poynting électromagnétique 


ÉAB 
Ho 


II = 





Dans le vide, il n’y a aucun porteur de charge susceptible d’accumuler 
de l'énergie sous forme électrocinétique 


= 


j-É=0 


L'onde électromagnétique fait donc varier l'énergie électromagné- 
tique volumique 


L = 
Uem = Ue + Um = =€0Ë” FE 
2 2 Ho 
L'équation locale de poynting traduit le bilan local d'énergie électro- 
magnétique : 
Ôu =" 
7 = divii 
Ôt 
Sa forme intégrale est déinie pour un volume 7 délimité par une sur- 
face fermée 2 





dUem à 
— — = fh nas avec Uom = Ue+Un 
dt Ë 


«| Ue= AIT, dr 
Un = il, dr 


Exemple : 


Pour l'OPPH PR décrite à la fiche précédente : 


Eoü, cos(wt— kx) À Bot, cos(wf — Kx) 


Ho 


TI = 


EoBo 





soit II = cos (wt—kx)ü, 


Ho 
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Identifier une onde polarisée 
rectilignement. 
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Sa valeur moyenne dans le temps vaut 





Or Eo = cBo et Eopoc? = 1 donc 





Se Eÿ > 22 1 22 
<II>= Ux = —EoCEgüx = —cBiüx 
2MHoc 2 2Ho 


L'énergie électromagnétique volumique vaut 


2 
0 


: cos’ (wt-— kx) 
oC 





l 
Uem = 70080 cos? (tt — kx) + 2 


SOit Uom = €0E5 cos? (wt— Kx) 


On remarque qu’il y a équipartition de l'énergie volumique 
entre composante électrique et composante magnétique. 
Vérifions l'équation locale de Poynting. 





ÔUem 2. 
à = —26€0E;sin(wt- kx) cos(wt- kx) 
= eocES cos” (wt — kx) 
div II = — 0 
4 |o 
Ôz 


div Il = 2k£o cEi sin(wt— kx) cos(wt— kx) 


et la relation w = kc permet de valider la relation de Poyn- 
ting. 





— Exercices 11.9, 11.10, 11.11, 11.12, 11.13, 11.14. 


Lorsque le champ électrique d’une onde électromagnétique est ex- 
primé dans une base quelconque, il est important de disposer d’une 
méthode mathématique qui permette de déterminer si cette onde est, 
ou non, polarisée rectilignement. 
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On se place dans le cas particulier où le vecteur d'onde est selon l’un 
des axes de la base cartésienne : 


e 


k=+Kkü, ou +kü, ou +Kkü, 


Prenons par exemple Kk = kü, et considérons l'onde plane progressive 
harmonique 
E, = Eox Cos(wf — kz +4) 
É- E, = Eoy cos(wt— kz+4p,) 
0 


Ce champ électrique est transverse, orthogonal à la direction de pro- 
pagation ü.. Elle est polarisée rectilignement si et seulement si sa 
direction reste constante, donc si 


Px—®p,= nn, n entier relatif 


La direction de propagation est celle du champ électrique, s’il n’est 
pas nul, à f=0eten z=0. 


Exemple : 


Considérons les ondes suivantes 


Ex = Eo cos(wf — Kz) Ex = Ecos[wr + ky+ 2) 
Ë] =| Ey=2ÆE0cos(wt- kz) Éo =| 0 
0 Ez = Eocos[wr + ky- 2%) 


La première onde se propage selon Ki = kü,.Ona 
Px—py=0—0=0 
donc elle est polarisée rectilignement selon 
Eo 


É,(0,0) =| 2E 
0 


La deuxième se propage selon kb =- kü,.On a 


Pr Pr = — NN 


__2T +) AT 
3 3 


donc elle n’est pas polarisée rectilignement. 








> Exercices 11.15, 11.16. 
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Faire l’analyse et la synthèse d’une onde 
polarisée rectilignement. 
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La lame polarisante ou polariseur. est une fine lame de vecteur nor- 

mal 7, d’axe ü dans son plan. Notons 6 le vecteur de son plan tel que 

(ñ, ü, 0) forme un trièdre orthogonal. 

+ Toute OPPH se propageant dans la direction de ñ polarisée rectili- 
gnement selon ä (axe transparent) traverse le polariseur sans atté- 
nuation. 






PR D 
transmission 


polariseur 


° Toute OPPH se propageant dans la direction de ñ polarisée rectili- 
gnement selon ü (axe opaque) est arrêtée par le polariseur. 





polariseur 


Le raisonnement est toujours basé sur un schéma explicatif qui fait 
apparaître clairement les axes de propagation, transparent et opaque, 
et sur une décomposition des champs électriques sur ces axes. 

a) Voici le protocole d'analyse expérimentale de polarisation recti- 
ligne. On place le polariseur, appelé ici analyseur, en alignant 7 avec 
l'axe ü, de propagation du faisceau de lumière qu’on veut analyser. 
On le fait pivoter autour de cet axe. Si la lumière est polarisée rectili- 
gnement dans une direction x, alors il y aura extinction quand 6 = ü,, 
et intensité lumineuse maximale lorsque ü = ü,. On retient que la 
direction de polarisation est donc la perpendiculaire à ü lors de l’ex- 
tinction. Si l'onde n’est pas polarisée rectilignement, il n’y aura jamais 
extinction. 

b) Voici le protocole de production expérimentale d’une lumière po- 
larisée rectilignement (en supposant la lampe quasi monochroma- 
tique). 
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condenseur lentille CV 




















lampe diaphragme 


Exemple : 


Considérons un faisceau de lumière se propageant dans 

la direction de ä,, polarisée rectilignement selon un axe 
cosa 

p=| sina . On place un polariseur d’axe transparent 
0 





Le champ électrique de l’onde électromagnétique inci- 
dente et celui de l'onde électromagnétique émergente 
s'écrivent 


E,cosa Eocosa 
Éo =| Esina cos(wt-kz)et En =| 0 cos(wt-Kkz) 
0 0 
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Les intensités lumineuses correspondantes sont donc 


>. KE -,  KE’cos’a 
I =K<E; >= + PERS ee 


donc l; = I, cos? à 


C’est la loi de Malus. 








+ Exercices 11.17, 11.18, 11.19. 


Énoncés des exercices 


Équation de d’Alembert pour la corde vibrante 


Un tronçon de corde horizontale [x, x+ dx], dont la tension à une de ses extrémités 
est To, de masse linéique pi, est animée d’un mouvement transversal de faible am- 
plitude selon y modélisé par y(x, f). On note T(x, #) la tension au point d’abscisse x 
et a(x, t) l'angle d’inclinaison de la corde par rapport à l'axe horizontal. On fera l’ap- 
proximation des petits angles et on négligera le poids devant les forces de tension. 








= 
T (x+dx,t) 
DORA ee am ns 7 
œ(x+dx,t) 
y (xt) 
de x+dx 
a) Justifier que a(x, f) = see, 


b) Montrer que T(x, f) =To. 


c) Établir l'équation de d’Alembert vérifiée par y(x, f) et préciser l'expression de c 
en fonction de To et li. 


d) L'alimentation électrique d’un train est assurée par le contact entre le cable ho- 
rizontal appelé caténaire et un contacteur appelé pantographe qui soulève à son 
passage le caténaire d’une trentaine de centimètres. La tension de la caténaire est 
T =2,6-10* N, elle est en cuivre de masse volumique licy = 8 900 kg-m et sa 
section est S = 150 mm?. On estime que la vitesse du TGV ne doit pas dépasser 
97 % de la célérité c des ondes de vibration transversale de la caténaire. Déter- 
miner la vitesse correspondante, et expliquer le terme « mur de la caténaire ». Le 
record de vitesse du TGV du 3 avril 2007 est v = 574,8 km- HE, 
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Équation de d’Alembert pour la vibration longitudinale dans un solide 


Une tige solide selon x, de secion S, de masse volumique 1, est modélisée par une 
chaîne d’oscillateurs mécaniques. Une masselotte de masse 1Sdx est à l’abscisse x 
au repos et à l’abscisse x + u(x, f) au passage d’une onde de vibration longitudinale. 
Elle est reliée aux deux masselottes voisines, d’abscisses au acpos x-dxetx+dx, 
par deux ressorts de longueur à vide dx et de raideur k = — où E est le module 
d’Young du matériau. On négligera toutes les autres forces devant celles exercées par 
les ressorts. 


(k, dx) (dm) (k, dx) 


cam) /\_/\ / (am) _ 
AA 


À en | 


uft-dxt)  ulxt) uxtdut) 








a) Quelle est l'unité et à quelle grandeur le module d’Young est-il homogène ? Pour- 
quoi le qualifie-t-on de module d’« élasticité » ? 


b) Écrire la loi de la quantité de mouvement sur la masselotte centrale. 


c) Par un développement limité au second ordre, en déduire l'équation de d’Alem- 
bert vérifiée par y(x, f) et préciser l'expression de c en fonction de E et l. 


Caractère harmonique de la solution stationnaire de l'EDA 
On cherche une solution stationnaire sous la forme G({x, f) = f(x) h(t) de l'EDA. 


a) Montrer que l'EDA s'écrit sous la forme de l'égalité d’une fonction de x seul à une 
fonction de ft seul et en déduire que ces deux quantités sont égales à une même 
constante. 


b) En éliminant l’autre cas, montrer que le signe de cette constante est fixé et qu’on 
peut mettre l’équation en f sous la forme 


FCO +2 fx = 


c) Finir la résolution et en déduire la forme générale de la solution. 


Décomposition réciproque des solutions harmoniques progressive et sta- 
tionnaire 


On rappelle les relations trigonométriques 
cos(a + b) = cos acos b-—sin asin b et cos(p + q) + cos(p — q) = 2cos pcosq 


a) Justifier qu’une solution stationnaire harmonique est la somme de deux solutions 
progressives harmoniques de l'EDA. 


b) Justifier qu’une solution progressive harmonique est la somme de deux solutions 
stationnaires harmoniques de l’'EDA. 
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Corde de Melde 


La corde de Melde est de longueur L, son extrémité en x = 0 est excitée par un vibreur 
qui impose 
y(0, #) = Yocos(wf) 


et son autre extrémité est fixe. 


a) Déterminer le plus complètement possible la solution stationnaire harmonique 
de l'EDA. 


b) Montrer qu'une résonance d'amplitude est observée pour certaines valeurs de la 
pulsation w. 


Timbre d’un élastique pincé 


On tend une corde de longueur L, de masse linéique 1 avec la tension To. Cette corde 
est fixée entre ses deux extrémités O et A. On néglige les effets de la pesanteur. On 
la “pince” en un point P d’abscisse xp = OP = £, c’est-à-dire qu’on écarte P de l’axe 
horizontal jusqu'à l’ordonnée yp, = h, les deux brins de corde PO et PA formant deux 
segments droits, et on lache à £ = 0. 


a) Chercher une solution sous la forme d’une superposition d'ondes stationnaires 
du type yn(x, ?) = Yn Sin(Kn x) cos(wA t) où n est un entier de quantification. 


b) Le théorème de Fourier permet de décomposer tout signal temporel périodique, 
mais aussi toute fonction suffisamment régulière de la variable d'espace x pério- 
dique en somme de fonction sinusoïdales. En particulier, la fonction suivante 








peut s'exprimer sous la forme 


oo | x 
fo = À Cn(o) sin (mn) 


où Cn(a) est un coefficient réel fonction de l’entier n et du rapport cyclique a. 
Pourquoi le timbre de la guitare change-t-il selon la position de l’ongle ou du mé- 
diateur ? 


Représentation graphique de lOPPH PR 


Une onde électromagnétique plane progressive harmonique se propage dans le vide 

avec le vecteur d'onde k = küx. On donne l’amplitude complexe du champ magné- 

tique B, = Bo üz. 

a) Donner l'expression complète des ondes de champ électrique É(x, f) et magné- 
tique B(x, f) en fonction des seuls paramètres Bo, k et c. 

b) Cette onde est-elle polarisée rectilignement ? 


c) Représenter en trois dimensions l'allure de la distribution des champs électriques 
et magnétiques à { = 0 sur l'axe (O, x). 


d) Même question à la date f = a 
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Superpositions d'ondes électromagnétiques 


a) Pourquoi la combinaison linéaire de solutions du type OPPH PR de l'EDA électro- 
magnétique dans le vide est-elle solution de l'EDA ? 


b) On superpose deux OPPH PR de même amplitude Egü,, de phase nulle et de vec- 
teurs d'onde opposés +kü,. Donner l'expression du champ électrique résultant 
É(M, t) et du champ magnétique résultant (M, t). Caractériser cette onde. Les 
champs magnétique et électrique s’annulent-ils aux mêmes abscisses ? 


c) La fonction périodique suivante 


À Fu) 











u 
La 
T 
a pour décomposition en séries de Fourier 
Ft » 4 Cp+1 2ru 
u) = ———— cos “— 
À UP +Dx P ‘ 


En déduire qu’une onde électromagnétique rectangulaire d'’ampitude Eo, de fré- 
quence fondamentale f, se propageant selon ü, et polarisée rectilignement selon 
ä, est la superposition d'OPPH PR. 


d) On superpose deux OPPH PR d’amplitudes respectives Eoü, et Eoüiz, de phases 
respectives 0 et 3 et de vecteurs d'onde égaux kü+. Donner l'expression du 
champ électrique résultant É(M, #). Dans le plan x = 0, comment évolue le champ 
électrique au cours du temps ? En déduire un qualificatif pour la polarisation de 
cette onde. 


Application numérique pour un faisceau laser 


Un faisecau laser pratiquement cylindrique est assimilé sur sa section S = 1 mm? 


à une OPPH se propageant dans le vide avec une longueur d’onde À = 532 nm. Sa 
puissance moyenne est Z = 50 W. Calculer les valeurs de la fréquence f, la période 
T, la pulsation w, la norme du vecteur d'onde k, l'amplitude du champ électrique Eo 
et celle du champ magnétique Bo. On donne €0 = 8,854: 1072 Fm l,c=3,00-108 m, 
Ho = 47: 1077 H:m°1, 


Ordre de grandeur du rayonnement solaire 


La distance entre le Soleil et la Terre est de l’ordre de 150 millions de kilomètres. La 
puissance électromagnétique émise par le Soleil vaut Z = 3,82- 1026 Wet le rayonne- 
ment est isotrope. Calculer l’ordre de grandeur de la valeur moyenne de la norme du 
vecteur de Poynting solaire à la surface de la Terre et l'énergie totale incidente sur le 
globe terrestre. Le rayon de la Terre est Rr = 6,4:106 m. 
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Vecteur de Poynting pour une OEM stationnaire 


Une onde électromagnétique stationnaire dans le vide a pour champ électrique 
É(z, 0 = Eo üy cos(wft)sin(kz) 


a) Déterminer le champ magnétique (il n’y a pas de champ magnétique permanent). 
b) En déduire le vecteur de Poynting Ï(z, t). 


c) Calculer sa valeur moyenne temporelle et conclure. 


Modèle photonique : utilisation de I] 


Le quantum de lumière est le photon, son énergie est donnée par la relation de 
Planck-Einstein & = hf où h = 6,62: 107%4 J:.s est la constante de Planck et f la fré- 
quence de l’onde associée. Les photons se déplacent à la vitesse de la lumière. 


a) Une OPPH PR qui se propage dans le vide a pour champ électrique 
Ë = Eo üy cos(wt — kx) 


Donner l'expression du vecteur de Poynting moyen associé. 


b) À travers une surface élémentaire dS = dSüx, donner l'expression de la puis- 
sance moyenne électromagnétique véhiculée par l’onde. Pendant un intervalle 
de temps dt, en déduire l’énergie moyenne dW qui traverse la surface. 


c) En déduire le nombre 4N de photons qui travers la surface, puis le nombre n9 de 
photons par mètre cube dans le faisceau de lumière. 


d) Calculer #0 pour le laser décrit dans l'exercice 11.9. 


Modèle photonique : utilisation de 4e» 


Le quantum de lumière est le photon, son énergie est donnée par la relation de 
Planck-Einstein & = hf où h est la constante de Planck et f la fréquence de l’onde 
associée. Les photons se déplacent à la vitesse de la lumière. 


a) Une OPPH PR qui se propage dans le vide a pour champ électrique 
Ë- Eo dx cos(w f — kx) 
Donner l'expression des énergies volumiques moyennes électrique < ue >, ma- 


gnétique < Um > et totale < Uem >. 


b) En déduire le nombre n9 de photons par mètre cube dans le faisceau de lumière. 


Condition d’interférences 

Deux OPPH polarisées rectilignement se propagent dans le vide selon ä,.On donne, 

en x=0, Ë] (#) = Eoüy cos(w1 t) et Éo(0) = Eo üy cos(w2 t + 6). 

a) Calculer les valeurs moyennes des vecteurs de Poynting Il, et Il associés à 
chaque onde. 

b) Calculer la valeur moyenne du vecteur de Poynting I] associé à l’onde résultante. 


c) Dans quel cas a-t-on < Ïi SH< Îl > +< IL >? 
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| Analyse de polarisation d'ondes électromagnétiques 


Pour les deux ondes suivantes, déterminer le vecteur d’onde et le cas échéant la 
direction de polarisation rectiligne. 


Ex = Eg cos(wt + kz) 0 
É1 = Ey = Eosin(wf + kz) Éo = Ey=-Eocos{wr-kx+ 2x) 
0 E; = 3Eosin{wt-kx+?) 





EE Analyse de transversalité et de propagation d'ondes électromagnétiques 
a) Les ondes suivantes sont-elles transverses électriques ? 
Eo cos(wt-—kx+2ky) 2E0 cos(wt-kx+2ky) 
E1 =| 2Eocos(wt-kx+2ky) Éo =| Epcos(wt-kx+2ky) 
0 0 
b) Les ondes suivantes admettent-elles un vecteur d'onde ? 
Eo cos(wt — kz) 2E0 cos(wt— ky) 
É3 = | 2Eosin(wft-kz) Eu = | Eopcos(wt-— kx) 
0 0 
c) Quelle est la particularité de l’onde suivante (et aussi de l’onde 1) ? 
2E0 cos(wt — kx) 
És =| Eocos(wt- ky) 
0 
= 11.17 Polarisation rectiligne 
: Un faisceau de lumière se propage selon l’axe ü, horizontal. Lorsqu'on place un 


analyseur d’axe ü, vertical devant le faisceau, l’éclairement s’annule à la sortie. 
a) Justifier que le faisceau de lumière est polarisé rectilignement. 
b) Déterminer la direction de polarisation du faisceau. 


c) Justifier que lorsqu'on place un analyseur d’axe ü, horizontal devant le faisceau, 
l'intensité lumineuse ne change pas. 


d) Par quel coefficient est multipliée l'intensité quand on interpose un analyseur 
d’axe selon la bissectrice de y, üz) ? 
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Polariseurs successifs 


Devant un faisceau de lumière naturelle se propageant selon ü,, d'intensité Lo, on 
place successivement un polariseur d’axe d1 = ü, à la sortie duquel l'intensité vaut 


li = 2, un polariseur d’axe ti défini par (üy, ü2) = n à la sortie duquel l'intensité 
vaut D, un polariseur d’axe ü3 défini par y, ü3) = -5 à la sortie duquel l'intensité 
vaut JL. 





Donner en fonction de IQ les expressions des intensités l1, I2 et 13. Que se passe-t-il 
si on intervertit les positions du polariseur 2 et du polariseur 3 ? 


Polarimètre (résolution de problème) 


Une solution est optiquement active (c’est le cas de l’eau sucrée) si elle est trans- 
parente à une onde électromagnétique plane progressive polarisée rectilignement, 
mais si sa traversée s'accompagne d’une rotation du plan de polarisation contenant 
(K,Ë) d'un angle à proportionnel à la concentration c et à la longueur L de solution 
traversée. 


à 











L 


Proposer un dispositif permettant de mesurer «a et donner l'intérêt expérimental de 
cette mesure. 
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Du mal à démarrer 


La loi de la quantité de mouvement appliquée au tronçon 


de corde donne, en faisant l’approximation des petits angles, les 


relations des questions (b) et (c). 


La force de rappel d’un ressort est +kK(£— 0). La longueur £ 


d’un ressort entre deux points A et B est xp — Xa. Enfin, l’abscisse 
d’une masselotte est X + u(X, f) où X est l’abscisse au repos de la 


masselotte. 


L'égalité de deux fonctions de deux variables indépendantes 


entraîne l'égalité de ces deux fonctions à une même constante. On 


éliminera l’un des cas en résolvant l’équation temporelle. 


Cet exercice demande uniquement des compétences en tri- 


gonométrie. 


La relation de dispersion et les conditions aux limites en 


x=0et x=L permettent de conclure. 


On peut reconnaître la forme de la corde entre x = 0 et x=L. 


L'utilisation de la relation de structure et de la relation de 


dispersion suffisent pour déterminer complètement B. 


(a) On utilise la linéarité de l’'EDA. (b) Une formule de trigo- 


nométrie permet de transformer la somme de deux cosinus en un 
produit. (c) Il faut exprimer u en fonction de f et x. (d) La somme 


de deux ondes PR n'est pas PR. 


C’est une application directe des formules du cours. 


La puissance solaire se répartit sur une sphère. La Terre re- 


cueille le flux solaire sur une surface équivalente à un disque. 





9 


L’onde étant stationnaire et pas progressive, on ne peut pas 
utiliser la relation de structure pour calculer B, mais la loi de 


Maxwell-Faraday. 


On identifie l’énergie # à celle des 4N photons. 


On identifie l'énergie volumique au produit de no par l’éner- 


gie de chaque photon. 


Exercice très technique mais sans difficulté physique. Le 


cœur du calcul est la détermination de la valeur moyenne du pro- 
duit de deux cosinus, qu’on pourra linéariser. La valeur moyenne 
d’un cosinus est nulle à condition qu’il dépende du temps. 


On utilise la méthode du cours après avoir transformé le 


sinus en cosinus. 


(a) On pourra calculer RE. (b) On pourra décomposer l’onde 


en somme de deux OPPH dont on identifie les vecteurs d’onde res- 
pectifs. (c) On pourra calculer div Es. 


L'application directe du cours et celle de la loi de Malus per- 


mettent de conclure. 


L'exercice exploite la loi de Malus, il faut définir précisément, 
après la traversée de chaque polariseur, l’amplitude du champ 
électrique, sa direction de polarisation et l’ntensité lumineuse. 

La mesure de à doit être faite par différence entre deux si- 


tuations d'extinction. 


Corrigés des exercices 


a) La pente de la tangente à une courbe est égale à sa dé- 
rivée par rapport à x, mais aussi égale à la tangente de 
l'angle d’inclinaison. En utilisant l’approximation des pe- 


tits angles 
0y(x, 0 


a(x, ft) = tana(x, f) = 
Ôx 


b) La loi de la quantité de mouvement appliquée au tronçon 


de corde donne 


Hdxä = T(x, t) +T(x+ dx, t) 





0 
soit HAX| 2y(x,n = 
or? 


—T(x, t) cos a(x, f) T(x+ dx, t) cos a(x + dx, f) 
—T(x, f) sin (x, f) T(x+ dx, t) sin a(x+ dx, f) 
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En faisant l’approximation des petits angles, on en déduit 
le système 


d yat) _ 


O=-T(x, 1) +T(x+ dx, t) 
px = —T(x, Da(x, 1) + T(x + dx, D)a(x + dx, t) 


la première égalité s'écrit 


ÔT(X, t) 


= 0 donc T(x, f) =To 
Ôx 


c) En injectant cette relation dans la seconde équation, il 


vient 
dy(x, D. a(x+dx,t)-a(x, 1) 
2 L dx 
02 y(x, 0) Ôa(x, f) 02 y(x, 1) 
tu © = To © = To — 
FR ôt2 07 5x 0 5x2 
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d) 


a) 


b) 


On obtient donc l'EDA 


dy(x 0 _ p dy) 
Ôx2 To  Ôr2 


T 
= 0 donc c= 1) 
mn 


La masse linéique de la caténaire est 


_ dm _ HcuSd£ 


= _ il 
PT] 7] = UcuS = 1,34kg-m 


On en déduit la célérité 


26 000 = 
C= = 139 m:s 
1,34 


La vitesse du TGV ne doit pas dépasser 





97 : , 
= x139=135m.s | =486km-h ! 
100 


Si la vitesse du TGV dépasse cette valeur, les ondes de vibra- 
tion créées par le soulèvement de la caténaire ne peuvent 
plus s'éloigner du train, et comme pour le mur du son, leur 
énergie s’accumule, l'amplitude des déformations de la ca- 
ténaire augmente, elle peut se briser, ou le contact élec- 
trique avec la caténaire peut être rompu. Le record n’a pu 
être obtenu qu’en augmentant la tension de la caténaire 
sur la ligne où a été fait le test. 


La constante de raideur est en N-m°1 donc 


Nm l.m 


(E] =N:m 2=Pa 


m2 


E est donc homogène à une pression et est lié aux déforma- 
tion du matériau comme un ressort, ou un élastique. 


La masselotte centrale est soumise aux forces de rappel F g 
et F, des ressorts de gauche et de droite. 


Êg =—k[(x+u(x,t))-(x-dx+u(x-dx,t))- dx] üx 


Ég = K[-u(x, 0 +u(x- dx, 0] üx 
y = k[(x+dx+u(x+dx,t))-(x+ u(x, t)) - dx] üx 
Éy = klu(x+ dx, 1) — u(x, d] üx 


La loi de la quantité de mouvement appliquée à la masse- 
lotte centrale s'écrit donc, en projection sur x : 


du(x, tn) ES 
XX = 


Sd SE 7x (u+ dx,1) +u(x— dx, )—2u(x, t)] 





c) 


a) 


b 


TZ 


c) 
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On utilise la formule de Taylor pour donner les développe- 
ments limités au second ordre : 


Ou(x, t) OZu(x, t) dx? 
Ôx2 2 
Ou(x, t) _ O2u(x, t) (-dx}? 
Ôx ” Ôx2 2 
On remplace et on simplifie : 





u(x+dx,t) = u(x, f) + dx+ 








u(x- dx, t) = u(x, ?) + 


Ou(x,f) ES OZu(x,f) 


2 
12 dx ox2 aa 


uSdx 


OZu(x,t dZu(x, t 
soit Fun 1 HO ) =0 


ôx2 E ôr2 
qui est bien l’'EDA avec c = ne 
Ona 
d2G(x, t) d2G(x, t) 
EF = fs et Fa = fig" (® 


donc l'équation de d’Alembert s'écrit 
1 
f'@g( - 2/08" (0 =0 


fo L 1 g'(0) 
fx) "a FOI 

L'égalité entre ces deux fonctions de deux variables indé- 
pendantes entraîne qu’elles sont toutes deux égales à une 
même constante. 


soit 





Supposons que cette constante soit positive et notons-la 
k?. On obtient à droite 


g'(@- k2 cg(t) = 0 donc g(f) =Ae kct ,pekct 


B est nécessairement nul car le terme eXCf tend vers l'in- 
fini quand f — +00, ce qui nécessiterait une énergie infinie. 
Mais alors g(f) tendrait vers zéro, or aucun processus ne 
dissipe l'énergie de ce système. On rejette donc ce cas. La 
constante est donc négative et on la note —K?, d’où l'équa- 
tion en f(x). 


Cette équation est du type oscillateur harmonique donc 
f(x) = Acos(kx +) 
L'équation en g(f) s'écrit 
g”() +2 cg() = 0 donc g(f) = Bcos(wf +4) 


avec w = kc. La solution stationnaire est bien doublement 
harmonique, en xet en t. En fusionnant A et B en une seule 
constante : 


GX, ?) = Go cos(kx + W) cos (wf +) 
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a) 


b) 


a) 


b) 


On remarque que 


Acos(wt+(4p)cos(kx +1) = 


A A 
2 COSEE EX + pH) + 3 COSE Rp) 


c'est-à-dire que la solution stationnaire est la superposi- 
tion de deux ondes progressives de même amplitude se dé- 
plaçant dans deux sens opposés. 


De même 
Acos(wt— kx+4p) = 


Acos(wf +(4p)cos(kx) + Asin(wf+(4p)sin(K£x) = 
T T 
Acos(wt+(4p)cos(kx) + Acos (ur+p- 5) cos [ex - 5) 


qui est bien la superposition de deux ondes stationnaires. 


On cherche une solution stationnaire sous la forme 
y(X, ) = Acos(wt +4) cos(kx +1) 


Il y a donc 4 inconnues : À, w, k et w. La relation de dis- 
persion impose & = ee La condition aux limites en x = L 
impose 


Vt, Acos(wt +4) cos(kL+1W) = 0 donc cos(kL+1W) = 0 


donc KL+wW = % par exemple, donc y = ? — EL. On en dé- 
duit que 
cos(£Kx +1) = —-sin(k(x—L)) 


La condition aux limites en x = 0 impose 
Vt, Yo cos(wt) = Asin(kL) cos(wf+4p) 
Par identification : 
w=0et Yo = Asin(KkL) 


et si sin(ÆL) Z 0, alors 
7 sin(&L) 





En conclusion : 


Yo 


SnED cos(wt)sin(k(x—L)) 





y, à = — 


Si kL= nn, n entier naturel ni nul, l'amplitude tend vers 
l'infini, il y a résonance d'amplitude des vibrations (dans 
ce cas, les hypothèses qui ont présidé à l'établissement de 
l'EDA ne sont plus vérifiées). Ceci correspond aux pulsa- 
tion spropres de la corde fixée à ses deux extrémités : 


TC 
wW=n— 
L 
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a) 


b 


TZ 


a) 


On reconnaît ici la solution stationnaire de l'équation de 
d’Alembert pour une corde fixée à ses deux extrémités avec 
la relation de quantification 


T 
Kkn = nT 
TC 


À 
L=n- donc | 
2 On = KknC=nT 


La solution harmonique d'ordre n est donc 
(HO =Y. sin{nr=) cos[nn © 
Yn&, n L I 


L'équation de d’Alembert est linéaire, toute superposition 
de solutions est donc elle-même solution, donc 


O0 
y(X, à = À Yn sin{nx=) cos [rn®) 


convient pour toute suite de réels (Yh). 


La restriction de la fonction périodique f(x) à x € [0,L] 
donne la forme exacte de la corde à { = 0, avec à = £ et 
au facteur multiplicatif h près. En identifiant : 


y(x,0) = h- f(x) 


. æ . x) æ £\. ca 
soit Vx » 2 Ya sin{nn=) = 2 RCn (+) sin{2nn=) 


On en déduit l'amplitude de la n-ième harmonique 
£ 
Yn = hC (:) 
n n L 
ce qui permet de construire le spectre du son que va 
émettre la corde en vibration. Ce spectre détermine le 


timbre du son. Le timbre dépend donc de £, c’est-à-dire de 
la position où le musicien pince la corde de sa guitare. 


La relation de dispersion donne w = kKc. La phase du 
champ magnétique est nulle donc 


B=Bo ü,e(Kct-Kx) et B(x, 0 = Boüz cos(kct — Kkx) 
La relation de structure permet d'écrire 


É(x, 1) = cBo üy cos(kct — kx) 


b) La direction du champ électrique est constante donc 


l’onde est polarisée rectilignement. 
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c) À la date t=0, les champs s’écrivent 


É(x, 0) = CB üy cos (Kx) 
B(Xx, 0) = Bou, cos(kx) 


L'extrémité des vecteurs É sont donc disposés sur une cosi- 
nusoïde dans le plan (x, y) et ceux des vecteurs B de même 
dans le plan (x, 2). Ils prennent leurs valeurs extrémales 
et nulles pour les mêmes abscisses ; leur période spatiale 
commune est la longueur d'onde À = 2x. Voici l'allure des 


cartes de champ à £=0 : 











d) À la date ft, = Ts : 


EG 1) = cBoüycos(% — kx) = cBoäysin(Kx) 
Ë(x, 4) = Boüz cos(? — kx) = Boüz sin (kx) 


Il suffit donc de décaler la position des axes : 





LES 








a) Les équations de Maxwell et l'équation de d’Alembert 
sont linéaires ; toute combinaison linéaire de solutions de 
l'EDA est donc elle-même solution. 


b) Le champ électrique résultant est 
É(x, 0 = Fo üy cos(kct — kx) + Eo üy cos(kct + kx) 


(kct— kx)+(kct + kx) 
2 
(kct— kx) — (kct + kx) 
cos DNS DR 


É(x, 0 = 2E0 üy cos 


É(x, 0 = 2E0 üy cos(kct)cos(kx) 


C’est une onde stationnaire pour le champ électrique. Le 
champ magnétique est la somme des deux champs qu'on 
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obtient par la relation de structure, en prenant garde au fait 
que les vecteurs d'onde sont opposés : 


B(x, 0 = Boü, cos(kct — kx) — Bo ü, cos(kct + kx) 


(kct— kx)+(kct + kx) 
2 
. (kct-kx)-(kct +Kkx) 
LE —————— 
2 
B(x, n = 2Boü sin(kct)sin(kx) 


B(x, 1 = —2Boü; sin 


C'est une onde stationnaire pour le champ magnétique 
aussi. En revanche, les nœuds du champ électrique et ceux 
du champ magnétiques sont décalés de . 


c) L'onde considérée est de fréquence fondamentale f. Sa pé- 
riode est donc T = 7. Elle peut donc s’écrire 


EG D = EoñyF(r-2) 


En utilisant la décomposition donnée, on a donc 


OO 


Go) 


nr ñ cos[(2p+ D2nf(r-<)] 


4Eo 
(2p+Dr 
qui est bien la superposition d'OPPH PR. 


d) Le champ électrique s'écrit 


0 0 
É(x, 0 = Eocos(wt-—kx) +| 0 
0 Eo cos(wt-kx+ 2) 
0 


soit É(x, t) =| Epcos(wt- kx) 


—Eo sin(wf — kx) 


Le champ électrique a une norme 


IÉGX, O1 = 1/E$ cos? (wt — kx) + EÂ sin? (wt — Kkx) = Eo 


et dans le plan x =0 


0 
Ego cos(wf) 
—Eo sin(w f) 


É(O, = 


L'extrémité du vecteur E a donc un mouvement circulaire 
uniforme, à la vitesse angulaire w, on parle donc de polari- 
sation circulaire. 

La valeur moyenne de la norme du vecteur de Poyn- 


ting est <I1>= 2 = 5,0-107 W-m 2. 








<= 
2 
<II>= donc 
2<H> 
Eo = =137kV-m ! 
€oc 
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Enfin Bo = Fo =4,57:1074T. On a A9 = î donc 


C 
f=—=5,64.10 Hz 
À 


w=27f=3,54.10/ rad-s | 


oO 
etk=—=1,18-107 rad-m _! 
C 


La puissance émise par le Soleil se dilue sur une sur- 


face sphérique de rayon r = 1,5:10!1 m donc 
P -2 
<H>=—-1350 W:m 
arr? 
Le globe terrestre reçoit le rayonnement équivalent du 


disque de rayon Rr sous lequel on verrait la Terre depuis 
le Soleil, donc 


Pr =<II>-7RÈ = 1,74-1017 W 


a) Par application de l'équation de Maxwell-Faraday : 


+ 


rOtE = —— soit 
ro _n soi 
à 0 
ob Ôx 
— = “ A| Eocos(wf)sin(Kkz) 
ôt cs 0 
0z 
B 


soit : = kEo dx cos(wf) cos(kz) 
donc B = — üx sin(wf) cos(kz) 
soit B = “ üx sin(wf) cos(kz) 
b) Onen déduit 


HO 


et en utilisant la relation sin(2a) = 2sin acos a : 


E2 
II(Z, à) = - il ü, sin(2wf) sin(2Kz) 
AHoc 





c) On a < sin(2wf) >= 0 donc la valeur moyenne temporelle 
du vecteur de Poynting est nulle : l'onde stationnaire ne 
transporte pas d'énergie électromagnétique. On vérifie ici 
qu’elle est équivalente à deux ondes de même amplitude 
se propageant dans deux sens opposés (voir exercice 11.8, 
question (b)). 
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a) La relation de structure entraîne 





 KüxAË E 
B=- 7 = 0 cos(wt — kx) üz 
w c 
On en déduit 
= ÉAË 2 9 _ 
= —— = epcË cos" (wt—Kkx)üx 
Ho 
: eocEZ 
donc <II>= Ux 





Par définition 
<dP>=<i>-dSûx 


dt 2 
eocEids 
donc dW = — dt 


Les photons qui frappent la surface pendant dt sont ceux 
situés à une distance inférieure ou égale à cdt, ils sont 
donc situés dans un cylindre de base dS et de hauteur cdt ; 
il y en a donc 4N = nodScdt. Leur énergie est 


dW = dN'hf 
Par identification : 
2 2 
eocEds €0E 
— —dt= nodScdt-:hf donc no = FF 


L'application numérique donne 


no = 2,23-10!7 m 


D’après le cours 


€0_2, | 02 2 
Uem = —E" + ——B°=EenE 
em 2lo 0 


La valeur moyenne d’un cosinus carré vaut j donc 
< Uem >= 2H 

Il ya n0 photons par mètre cube donc 
< Uem >= nohf 

Par identification : 


€oES 


2hf 


€o 
7 E6 = nohf donc ñno = 
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a) Les vecteurs d'onde sont 
+ . O1, + .  W2, 
ki = ki üx = . et ko = koüx = 
C C 
On en déduit 


Éi(x, t) = Eoüy cos [or (r- :] 


Éo(x, 0 = Eoüy cos [w2 {r- à +0) 


On en déduit les champs magnétiques en utilisant la rela- 
tion de structure 


B1(x, f) = “0 ü cos[u (r- =] 


+ E x 
B2(x, t) = ae cos [ou {r- =) + el 
c C 
et les vecteurs de Poynting en utilisant la définition : 
>: ES x 
Il = = Üx cos? [ur (: _ =] 
Hoc C 
EZ 


Il = To ds 0 [u(r- à +0] 


On en déduit les valeurs moyennes 
E2 
2Hoc 





< Ï >=< I >= üx 


b) Pour alléger les notations, posons 
x x 
1 = &] (r-=) et & = w(1- =)+0 
c C 
L'onde résultante a pour champs 


Ë = 1 +0 = Eoüy [cos a + cos] 


«. + -æ& . Ep 
B =B; +B2 = Le [cos a + cos] 
c 








On en déduit 
2 
Fr 0 > 2 
Il = —— ü, [cos + cos] 
Hoc 
E2 
0 + 2 2 
I = —— ü, | cos ai + cos” 2 + 2cos a cosa2 
Hoc 
2. "Es 1 
donc <I1>= ——1iy | -+-+2 < cos cos > 
Hoc 2 2 
Eî Eî 
soit <II>= 0j, +20 x < COS COS O2 > 
Hoc Hoc 
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c) La différence vaut 


à " à E2 
<Ü>-(< ii >+<ï >) = 2 ÿ, < coso coso > 
Hoc 


Explicitons la valeur moyenne : 
l l 
COS A] COS A2 = 3 cos(a + @2) + 3 cos(a — 2) 
et en développant les expressions : 


cos(@ + 2) = COS [ur + &W2) {r- =: +0] 


Cos(a& — &2) = cos [ur — W2) (r- =) 0] 


Le premier cosinus est une fonction du temps, sa valeur 
moyenne est nulle. Si wi Z w», il en est de même pour le 
second et 
<[H>=< Il >+<Ib > 
Mais si 61 = w», alors le second cosinus est une constante 
et il est égal à sa valeur moyenne. On en déduit que 
EZ 


<T>=< il > + < To > +—© cosOüx 
Loc 


La première onde se propage selon 1 =-Kküz. On transforme 
la composante selon y : 


Ey = Ep sin(wt + Kz) = Eocos(wr+ kz-— :) 


On a donc - 
Px—Py— 2 


donc l’onde n’est pas polarisée rectilignement. La deuxième 
se propage selon K3 = küx. On transforme la composante se- 
lon z : 

T 


Be = 8Eosin{wt-kx+ =) = 3Eocos[wi-Ex+ = - 5) 


oit Ez = 3E0 cos wt-kx- 7 
s 
Ona 


yves À -(-)2x 


donc l’onde est polarisée rectilignement selon 


0 
É2(0,0)=| À0 
#0 
2 
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a) Le vecteur de l'onde 1 s'obtient en identifiant 


k 
—(Kkx-2ky) = fi -OM donc k =| —-2k 
0 


On calcule le produit scalaire 
k Ê Ë = —3kE0 cos(wt — kx+2ky) #0 


donc l’onde 1 n’est pas transverse électrique. Le vecteur de 
l'onde 2 s'obtient en identifiant 
k 
—(kx—2ky) = —-k2 OM donc k2 =| —-2Kk 
0 


On calcule le produit scalaire 


k -É) =0 
donc l’onde 2 est transverse électrique. 
b) Posons 
Eo cos(w f) 
Éo(0) =| 2Eosin(wf) 
0 


On remarque que 


k 
ut-ke=w[r- 2e) =w(s- =] 
& c 
On peut donc écrire 


Ég (2, 1) = Épo(t- 2) 


et en posant K = kä, : 





” s k-OM 
E3 (M, 9 = Epo| t— 


donc & est le vecteur de l'onde 3. L'onde 4 est la superposi- 
tion de deux OPPH PR : 


2E0 cos(wt — ky) 0 
É4 =| 0 +| Ep cos(wt— Kkx) 
0 0 


de vecteurs d'onde distincts küy et kü, donc elle n’admet 
pas de vecteur d'onde. 


c) On remarque que 


2E0 cos(wt — kx) 
Eo cos(wt — ky) 
0 


div És = 


RleTe2le 


div Ë = 2E0ksin(wt— kx) + Ep ksin(wt — ky) £ 0 


donc p Z 0, on n’est donc pas dans le vide. 
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a) Si le faisceau n'était pas polarisé rectilignement, Ë aurait 
des composantes non nulles dans diverses directions non 
colinéaires, et une au moins ne serait pas éteinte par l’ana- 
lyseur placé dans une direction donnée, il n’y aurait donc 
pas extinction. 


b) D'après la loi de Malus, il y a extinction (cos? a = 0) lorsque 
l’axe de l’analyseur est perpendiculaire (a = +7) à la direc- 


tion de polarisation, donc le faisceau est polarisé selon ü,. 


TZ 


c) L'axe de l’analyseur üy est confondu avec la direction de 
polarisation (ax = 0), l’analyseur est donc transparent pour 
le faisceau et l'intensité ne change pas d’après la loi de Ma- 
lus (cos2 a= 1). 


d) a= ne donc l' = Icos? à = 31. 


I1 = D est donné par l'énoncé. D’après la loi de Malus 


La lumière émergente du deuxième polariseur est polarisée se- 
lon ü2. Pour appliquer à nouveau la loi de Malus, il faut donc 
bien penser à considérer l’angle entre ü2 et ü3 : 


Dr lo 25 Jo 3 

13 = I2 cos” (ü,u3) = 8 cos a 

soit I3 = FD. Si on place 3 immédiatement après 2, les axes 
du 1 et du 3 étant orthogonauk, il y a extinction complète, qui 
perdure après le polariseur 2. L'ordre des polariseurs est donc 
important. 


On commence par préparer un faisceau de lumière polari- 
sée rectilignement selon la méthode décrite dans le cours. On 
place en sortie un polariseur dans l’axe de propagation. 


+ Lorsque la cuve est vide, on tourne le polariseur jusqu’à ob- 
server l'extinction. On définit ainsi la direction de référence 
üo- 

+ On remplit la cuve avec la solution optiquement active. On 
mesure l’angle à dont il faut tourner le polariseur, depuis la 
direction üo, pour retrouver l'extinction. 

La polarimétrie est un procédé physique de mesure de 


concentration, sans réaction chimique, comme la conducti- 
métrie et la colorimétrie. 
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CHAPITRE 1 2 


Phénomènes de propagation 
linéaires : absorption, dispersion, 
émission 


Thèmes abordés dans Les exercices 


© 
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Solution pseudo-OPPH. 

Relation de dispersion. 

Milieu dispersif, propagation, atténuation, amplification. 
Vitesse de phase, vitesse de groupe. 

Paquet d'ondes. 

Plasma, conductivité complexe. 

Onde évanescente. 

Pulsation de coupure. 

Propagation d’une OEM dans un conducteur ohmique. 
Effet de peau. 

Réflexion-transmission d’une OEM sur un conducteur parfait. 
Réflexion et transmission d’une onde électromagnétique. 
Cavité à une dimension. 

Mode d'onde stationnaire. 

Dipôle oscillant. 

Onde rayonnée. 

Indicatrice de rayonnement. 


Points essentiels du cours pour la résolution des exercices 
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Établir et exploiter une équation de dispersion. 

Calculer et interpréter les vitesses de phase et de groupe. 

Connaître le modèle du plasma et étudier les OEM dans ce milieu. 

Établir et résoudre l'équation de diffusion dans un milieu conducteur ohmique. 
Utiliser les relations de passage pour calculer l’onde électromagnétique réfléchie. 
Étudier les ondes en présence de conducteurs parfaits. 

Étudier l'onde rayonnée par un dipôle oscillant. 
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Les méthodes à retenir 


Établir et exploiter une équation de 
dispersion. 
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L'équation de d’Alembert (EDA) est un exemple simple d’équation li- 
néaire aux dérivées partielles vérifiée par une grandeur G fonction de 
l’espace et du temps 


1 0G(M, ft) 
AGM, à) — — ———— =0 
( ) c2 Ôt2 


ou dans le cas unidirectionnel 


0G(x,t) 1 dG(Xx, 0) 
Ôx? 2 ô® 


Elle admet une famille de solutions naturelles, les ondes planes pro- 
gressives harmoniques (OPPH) dont la forme complexe est 


G(M, 9 = Gjeitut-F- OM) 

SUL 0 

ou dans le cas unidirectionnel sur l’axe x (par exemple) 
G(x, t) _ Gen 


Dans ce chapitre, on étudie les équations aux dérivées partielles li- 
néaires comportant d’autres termes dérivés que l'EDA 








Ô2G(x, D 1 Ô2G(x, f) ñ ÔG(x,f) OG(X,f) 


+ + ÔG(x, f) =0 
de om dogs À ul 


dont on cherche la famille des solutions du type pseudo-Onde Plane 
Progressive Harmonique 


G(M, 9 = Geitor-EOM) 
SUV, 0 
ou dans le cas unidirectionnel 

G(x, n = Ge "1 


en tout point identiques aux OPPH, à ceci près que k est un nombre 
complexe. 
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Phénomènes de propagation linéaires : absorption, dispersion, émission Chapitre 12 


On peut résumer les études de phénomènes dispersifs à la démarche 
suivante. 


a) 


b) 


c) 


d) 


e) 


On établit l'équation aux dérivées partielles (EDP) vérifiée par 
G en appliquant les lois habituelles du domaine de la physique 
concerné ; souvent, on est amené à travailler par éléments dif- 
férentiels, sur une tranche élémentaire spatiale [x, x + dx] et/ou 
pendant une durée infinitésimale [f, {+ dt] et à faire des dévelop- 
pements limités à l’ordre 1 ou 2. 


On injecte la solution pseudo-OPPH complexe dans l’'EDP avec 
l’équivalence habituelle 


opérateur de dérivation | formalisme complexe 


CT wo: G 
En —ik.G 
grad G _ikG 
div G —ik.G 
rot G —ikAG 





La linéarité de l’'EDP entraîne que k vérifie une équation algé- 
brique du second degré à coefficients réels ou complexes : c’est 
l'équation de dispersion. 

La résolution de cette équation donne la ou les valeurs possibles 
de k. 


On réinjecte ces solutions dans l'expression complexe de la 
pseudo-OPPH G(M, f), on en déduit sa partie réelle G(M, #) et on 
interprète les phénomènes observés. 


On identifie les parties réelle et imaginaire de & : 


et 


k=k'+ik" 
pour la pseudo-OPPH unidirectionnelle 


GX, f) _ (ET po Le 


on doit retenir les règles de propagation et d'atténuation : 


si k' > 0 l'onde se propage dans le sens croissant des x ; 

si k' = 0 l'onde ne se propage pas, elle est stationnaire ; 

si k' < 0 l'onde se propage dans le sens décroissant des x ; 

si k' et k” sont de signes opposés, l'onde se propage en s’atténuant ; 
si k' et K” sont de même signe, l'onde se propage en s’amplifiant ; 
Ô= 7 est la distance caractéristique d'amortissement ou d’ampli- 
fication. 
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Exemple : 


Un tronçon élémentaire de ligne bifilaire électrique de lon- 
gueur dx est modélisé par le schéma suivant : 




















À dx 
i(x,t) Da NT i(x+dx,t) 
——— p dx ee 
| u(x,t) T dx u(x+dx,t) 








p est la résistance linéique, À l’inductance linéique et T la 
capacité linéique de la ligne. (a) La loi des nœuds et la loi 
des mailles donnent 


ôt 


IX = r'dxuetern +i(x+dx,t) 


u(x, t) = pdxi(x, t) + Adx ED + y(x+ dx, 0) 
Ô 


u(x+dx,t)-u(x,t) 


$ Oi(x,t) 
Z —pi(x, ) — A 
donc ix+dx Dix, D = _pôut+dxt) 


dx Ôt 


En effectuant le développement limité au premier ordre, 
on en déduit 


Ôu(x,t) _ D Ôi(x,t) 
ox = —pi(x, t) AS 
Oi(x,t) _ TE) 
ôt 


Ôx 


En dérivant la première équation par rapport à x, la se- 
conde par rapport à f et en utilisant le théorème de 
Schwartz, on en déduit l'EDP vérifiée par u(x, ?) : 


Ou(x, f) Ou(x, t) Ou(x,t) _ 
CFE œ PP … 





(b) On cherche une solution pseudo-OPPH 
Ur DEUST E 
En injectant dans l’'EDP on obtient 
(—ik)(-ik)u(x, d — AT (Go)(io)u(x, ? — p'(iw)u(x, ?) =0 
soit £? = AT (w? — iPu) 


(c) En posant c = Nu (c’est la célérité de l’onde électrique 
en l'absence de résistance) et w, = £ pulsation de coupure, 
on obtient donc l'équation de dispersion : 
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Phénomènes de propagation linéaires : absorption, dispersion, émission Chapitre 12 


Calculer et interpréter les vitesses de 
phase et de groupe. 


(d) La recherche de la racine carrée complexe du terme de 
droite ne pose pas de difficulté particulière, et on peut véri- 
fier que celle de partie réelle kK’ positive possède une partie 
imaginaire £"” négative, et réciproquement ; l'onde se pro- 
page donc toujours de façon amortie. Si w < w, alors 


OeO De _;x 


k=-i e'? 








c2 


c2 
fOWe _;x focw _. /ocw 
donc k= + : ei =+ nr rs 
— C 2C 2C 


Si wo > &, alors 





2 
œ 

k° = — donc k=+ 
ë La 


(e) On remarque donc qu’en dessous et au voisinage de la 
pulsation de coupure, on a une propagation atténuée, ce 
qui est normal car la résistance dissipe l'énergie de l’onde 
et qu’à très haute fréquence l’onde se propage sans atté- 
nuation. 








— Exercices 12.1, 12.2, 12.3, 12.4, 12.5, 12.6. 


L'onde G{x, f) du type OPPH de vecteur d'onde K=k ü, ou pseudo- 
OPPH de vecteur d'onde kü, = (k'+ik”)ü, n’a pas de réalité phy- 
sique : elle ne peut exister toujours (V£) et partout (Vx). C’est pour- 
quoi on définit le paquet d’ondes dont les représentations temporelle 
à une abscisse x ou spatiale à une date f sont les suivantes : 


0 = F,(0-cos(wt- k'x+4p) 


BCD RFI AAND NE h:(09 = 4,0) - cos(wt — k'x+4p) 


Adoptons le point de vue temporel. L'onde à l’abscisse x a la forme du 

produit 

+ d’une enveloppe = Z,(f) de durée Ôt où on distingue le début et la 
fin du paquet d'ondes ; 

«_et d’une porteuse cos(wf — k'x +4) de longueur d'onde À = T. 








F,(1) 
t t 
D 
—— 
dl Ôt 
paquet d’ondes — enveloppe X porteuse 
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Les propriétés suivantes sont admises et forment la base des réponses 
aux questions sur la propagation d’un paquet d'ondes. 


a) La largeur spectrale Ôw et la durée ôt du paquet d'ondes vérfient 
Ôw-0t=2T 


b) La porteuse se déplace à la vitesse de phase 
__& 
Vo — pr 
c) L'enveloppe se déplace à la vitesse de groupe 


dw 


"ET ak 


d) Un milieu est dispersif si la vitesse de phase et sa vitesse de groupe 


dépendent de la pulsation w. 


e) Lorsque le paquet d'ondes se propage dans un milieu dispersif, on 
observe l’étalement du paquet d'ondes : l'enveloppe s’élargit et 
son amplitude diminue. 


(1) (r) 


( z Al 








Le calcul de la vitesse de groupe et de la vitesse de phase sont les ques- 
tions techniques classiques de la fin des problèmes de concours sur 
la dispersion. Il est d'usage de les exprimer en fonction de w et on 
utilise souvent les relations 


Vy= = etVe= = 


œ 1 dw 1 
1 dk 
dk de 


Exemple : 


Dans l'exemple précédent de la ligne électrique avec 
pertes résistives, nous avons montré que si & > &w,, alors 
pour l'onde qui se propage dans le sens croissant des x 

uw) 


k=—=Kk 
C 
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Connaître le modèle du plasma et 
étudier les OEM dans ce milieu. 


On en déduit 
Vip = Vg = C 


Si w  &,, alors pour l’onde qui se propage dans le sens 
croissant des x 


OWDe 





k=Kk'+ik” avec k'=-Kk"= ; 
: c 


On en déduit 


l mn) l mn) 
pen 6 HAE ere Fra 
w É d 5 


7] 
o 








> Exercices 12.7, 12.8, 12.9. 


Le plasma forme un autre exemple de milieu après le milieu conduc- 
teur ohmique et le vide. Les hypothèses sont les suivantes. 
+ Le plasma est neutre p = 0. 
e_Le courant est assuré par le déplacement des charges libres, ions et 
électrons ; si on néglige le courant ionique devant le courant élec- 
tronique alors 
j= no(—-e)Ù 


où ñ, est le nombre d'électrons libres par mètre cube et ÿ leur vi- 
tesse moyenne. 

° Le milieu est dilué donc on peut négliger la force de frottement de- 
vant la force électrique. 

- Les électrons sont non relativistes donc on peut négliger la com- 
posante magnétique de la force de Lorentz devant la composante 
électrique. 

e On néglige le poids devant la force électrique. 

Ces hypothèses conduisent à la relation en grandeurs complexes 


no e? 


j = YÉ avec y = - 





y est la conductivité complexe du plasma, e la charge élémentaire et 
m, la masse de l’électron. 
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Établir et résoudre l'équation de 
diffusion dans un milieu conducteur 
ohmique. 
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L'introduction de cette relation dans les équations de d’Alembert en 
grandeurs complexes donne la relation de dispersion 


&? — noe? 
= —— avec Wp = 
c E0Me 





k? 


wp est la pulsation plasma. 

e Si > wp, il y a propagation sans atténuation. 

e Siw <wp, il n'y a pas propagation, mais une onde stationnaire spa- 
tialement amortie appelée onde évanescente. 


Exemple : 


L'ionosphère est un bon exemple de plasma. La densité 
électronique est de l’ordre de r9 = 10/2 électrons par mètre 
cube. La pulsation plasma est donc de l’ordre de 


œ 
wp =5,6-107 rad-s ! donc fr = . = 9,0 MHz 
T 


Les « grandes ondes » radio, de fréquence de l’ordre de la 
centaine de kilohertz, ne peuvent donc pas franchir l’iono- 
sphère, elles se réfléchissent sur sa face inférieure, ce qui 
assure un transport de ces ondes sur des distances très im- 
portantes sur le globe terrestre et permet d'atteindre des 
navires en haute mer. 








= Exercices 12.10, 12.11. 


Un conducteur ohmique est caractérisé par la relation j = yÉ. Sion 
fait l'hypothèse du « bon conducteur ohmique » (y > 10% S-m !),etsi 
on se place à des fréquences inférieures ou égales à celles des ondes 
visibles (de pulsation w < 5:10!° rad-s-!), alors les équations de Max- 
well se simplifient et s’écrivent : 


(MG) div É = 0 (MT) div Ë=0 





(ME) rotE = -% | (MA) rotB = boyÉ 


L'utilisation des lois d'analyse vectorielle permet d'éliminer B entre 
ces équations et d'établir l'équation aux dérivées partielles suivante, 
du type équation de dispersion : 


+ ÔE 
AE - Hoya, = 0 
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La recherche d’une solution pseudo-OPPH polarisée rectilignement 
Ê(M, 9 = Ee'tvr-E OM 
conduit à l'équation de dispersion 
E =-ioyo 
Si on pose k = kü, et FE, = EoelŸ ü,, on en déduit 


_ = X 

E(x, ?) = Eoe à cos [wr- 5 +4) 
qui est l'expression d’une onde électrique plane progressive trans- 
verse atténuée dont la distance caractéristique d'amortissement est 


l'épaisseur de peau à = = Ces résultats doivent être connus 


comme une question de cours, mais on doit aussi, dans l’objec- 
tif des concours, considérer leur démonstration comme un modèle 
qu'on est susceptible d’imiter dans d’autres types de milieux, ou avec 
d’autres hypothèses. 


Exemple : 


On peut établir l'équation de dispersion sans passer par 
l'équation aux dérivées partielles en traduisant les opéra- 
teurs div et rot en formalisme complexe. Les équations de 
Maxwell s'écrivent 


(MG) -ik-É=0 (MT) - i 


La relation de structure est donc vérifiée comme pour 
l’'OPPH dans le vide (voir chapitre 11), (K,É, Ë) est un tri- 
èdre orthogonal direct et en utilisant la formule du double 
produit vectoriel dans la quatrième équation : 


GDE-(E DE éuovoË 


donc ra = —iHoYO = HoYwe 2 


donc k = +ypoywe ‘à = +1/ = Fi] Le 
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Voici l'allure de la courbe représentative de nn en fonc- 


tion deX= #. 




















— Exercices 12.12, 12.13, 12.14, 12.15, 12.16, 12.17, 12.18, 12.19. 


Utiliser les relations de passage pour Les relations de passage pour les champs électromagnétiques sont 
calculer l'onde électromagnétique déterminées par la présence éventuelle de densités surfaciques de 
réfléchie. charges (o exprimé en coulomb par mètre carré) et de courants (js 


en ampère par mètre). Soit une surface plane séparant deux milieux 
1 et 2, de vecteur normal ñ dirigé de 1 vers 2. 


(DIC) (DC) 
Hi 
(6) 
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e La discontinuité de champ électrique de part et d'autre de la sur- 
face est proportionnelle à la densité surfacique de charges © : 
+ + + © 
ÔE — Es —E: . — 2 
€o 
e La discontinuité de champ magnétique de part et d’autre de la sur- 
face est proportionnelle à la densité surfacique de courants js : 


6B = B> — B1 = Uojs À 12 


Un corollaire important est que 

e la composante tangentielle du champ électrique est continue ; 

+ la composante normale du champ magnétique est continue. 

Ces relations de passage permettent de déterminer les lois de ré- 
flexion et de transmission des ondes électromagnétiques à l'interface 
entre deux milieux. Voici la démarche préconisée pour prendre en 
compte cette propriété, en se limitant aux ondes planes et à une in- 
terface S plane infinie séparant les milieux 1 et 2. 


a) On détermine les caractéristiques des deux champs É; et B; de 
l'onde incidente dans le milieu 1. 


b) On définit, selon les directives de l'énoncé, les champs Ë,, B, de 
l'onde réfléchie dans le milieu 1 et Ë;, B, de l'onde transmise dans 
le milieu 2. 


c) On exprime les champs en des points M; et M; au voisinage d’un 
point M de l'interface 


Ë1(M, 9 = É;(Mi, 0 + Ë- (Mi, 0) et| É2(M, 9 = Ë (M2, 0) 
B:(M, t) = B;(M:, 0 +B; (Mi, t) B>(M, t) = B;(Mb, t) 


d) Onutiliseles relations de passage pour relier ces champs. Celles-ci 
devant être valables quels que soient M sur S et f, on en déduit par 
identification les amplitudes, phases, pulsations, vecteurs d'onde 
des ondes réfléchie et transmise. 


e) Le cas échéant, on en déduit les coefficients de réflexion et trans- 
mission définis par l'énoncé. 


Exemple : 


Une onde plane progressive harmonique polarisée rectili- 
gnement se déplace dans le demi-espace vide x < 0 


É;(M, d) = Eoü, cos(wt — kx) 
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Elle rencontre en x = 0 une surface plane infinie délimi- 
tant un conducteur parfait pour x > 0. On est donc sous 
incidence normale. (a) La relation de structure donne 


> 


E 
B; = 4. cos(wt— kx) 
c 


(b) Dans le métal (voir chapitre 11), les champs É et B sont 
uniformément nuls. On cherche donc une onde réfléchie 
se propageant selon —4,, nécessairement transverse élec- 
trique car on est dans le vide : 


Ë, = Ë; cos(w, + Kk;x+14p;) 


(c) Le champ électrique est tangentiel à la surface, il est 
donc continu en x = 0. Or il est nul dans le métal en x = 0* 
donc il est nul en x = 0”. On peut donc écrire, en forma- 
lisme complexe, en x = 0 


_. 


VE, Bone" + Éeltrt+0) 2G 


Par identification w, = w donc k,;c = kc donc k; = k. On 
en déduit toujours par identification que ®,; = 0 donc 
É, = —E ü,. Londe réfléchie est donc 


_. : & Eo … 
ES = —Eü,cos(wt+kx) et B, = me cos(wt + kx) 
C 


(d) Le coefficient de réflexion en amplitude du champ élec- 
trique vaut donc —1, et +1 pour le champ magnétique. Il 
n'y a pas de charges mais il apparaît des courants surfa- 
ciques (voir exercice 12.20). La superposition de l’onde in- 
cidente et de l’onde réfléchie est une onde stationnaire 
(voir exercice 12.21). 








> Exercices 12.20, 12.21, 12.22. 
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Étudier les ondes en présence de 
conducteurs parfaits. 


Un métal conducteur parfait possède une conductivité électrique 

y infinie. L'épaisseur de peau est donc nulle, les champs électrique 

et magnétique y sont uniformément nuls. Les plaques métalliques 

parfaitement conductrices assurent ainsi des conditions aux limites 

pour les ondes électromagnétiques dans le vide. On rappelle les rela- 

tions de continuité : 

° la composante du champ électrique tangentielle au dioptre de sé- 
paration entre deux milieux est continue ; 

+ la composante du champ magnétique normale au dioptre de sépa- 
ration entre deux milieux est continue. 

Ces conditions aux limites permettent la détermination d’une onde 

électromagnétique en présence de conducteurs parfaits et peuvent 

conduire à une relation de dispersion ou une relation de quantifica- 

tion. 


Exemple : 


L'espace vide x € [0,a] est délimité par deux plaques 
conductrices parfaites parallèles. On cherche une onde 
électromagnétique plane polarisée rectilignement : 


E(M, D = Ex, Düy 


y 


Es 





V2 


La polarisation de l’onde est parallèle au dioptre séparant 
le vide du métal. Le champ électrique est donc continu en 
x=0eten x= a. Comme il est nul dans le métal conduc- 
teur parfait, on en déduit Vf, E(0, #) = E(a, t). On cherche 
donc une onde stationnaire sous la forme On est dans le 
vide donc le champ électrique vérifie l'équation de d’Alem- 
bert 
OE(x,f) 1 ÔE(x,f) 
Ôx? c? Of? 
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Étudier l'onde rayonnée par un dipôle 
oscillant 
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On a montré à l'exercice 11.3 que l’onde stationnaire qui 
vérifie cette équation est nécessairement harmonique : 


Ex, ?) = Eos cos(wf + @) cos(Kx + y) 
avec w = kc. Les conditions aux limites s’écrivent donc 


Vt Es cos(wf + p) cos(y) = 0 
” | Eocos(wr +4) cos(ka +1) = 0 


wy=-7 (par exemple) et 
TT : 
cos [ka :) = sin(ka) = 0 


On en déduit la relation de quantification ka = nn, n entier 
naturel non nul, donc 


T À TC 
k=n-,a=n-etwo=n— 
a a 


À chaque valeur de n correspond un mode d’onde station- 
naire. 








> Exercice 12.25. 


Un dipôle oscillant sur l’axe z est formé de deux charges ponctuelles 
— q et +q qui se déplacent de façon symétrique de part et d'autre de 
O, en échangeant périodiquement leurs positions avec une pulsation 
w, de moment dipolaire équivalent 


P = Po cos(wt) avec Po = qrodz 


Ce dipôle crée un champ électrique, et le mouvement des charges 
crée un courant qui crée un champ magnétique. On admet l’expres- 
sion de l’onde électromagnétique rayonnée par ce dipôle oscillant 


En 
en un point M défini par OM = rü, en coordonnées sphériques : 


C 


Ê(M, 9 = Eo- 2 sinOüg cos [w (1 - £)] 
B(M, 0 = ©: sin0%cos[w(r-2)] 
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En notant À = — la longueur d'onde, r, la distance maximale entre 
les deux charges, et r = OM, les hypothèses de validité sont plus sé- 
vères que la simple approximation dipolaire (voir chapitre 9) : 


To <ÀÂ ET 


Voici les axes d’étude de l’onde rayonnée. 


a) 


b 


C) 


TZ 


d) 


e) 


f) 


8) 


On commente la première inégalité de validité ainsi : la fluc- 
tuation (ro) des positions des charges émettrices de l’onde doit 
être négligeable devant la distance caractéristique de variation du 
champ (À), c'est une version spatiale de l’approximation des ré- 
gimes quasi stationnaires (voir exercice 8.5). 


L'inégalité r, < r est celle de l’approximation dipolaire. 


Les champs vérifient les règles habituelles de symétrie et d’inva- 
riance. 


Les analogies avec l'OPPH polarisée rectilignement sont les sui- 
vantes : l'onde se propage selon k = kü,, (Kk,E, B) forme un trièdre 
orthogonal direct et E = cB. On parle d'onde plane locale. 


Les différences sont que l'amplitude n’est pas constante, elle dé- 
pend de r et de 6, et que l’onde n’est pas plane mais sphérique et 
anisotrope. En particulier, l’onde rayonnée sur l’axe (0 = 0 ou x) 
est nulle. 


Le vecteur de Poynting définit la puissance surfacique rayonnée. 
On montre que la puissance rayonnée sur une sphère de rayon r 
est indépendante de r, ce qui traduit la conservation de l'énergie. 


Certaine propriétés optiques de l’atmosphère peuvent être expli- 
quées par l'étude du rayonnement des molécules qui la consti- 
tuent, excitées par le rayonnement solaire. 
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Exemple : 


Le vecteur de Poynting pour le champ électromagnétique 
créé par le dipôle oscillant est 
r 
(ra 
Co 


à HoPisin?80* . 
= —Ë 
327<r7<C 


ÉAB  loPisin Ow* 


2 
= cos 
Ho 167272 


II = 











Sa valeur moyenne dans le temps est 


Voici la forme de la surface décrite par l'extrémité du vec- 
teur de Poynting (limitée à @ € [?,2x]), appelée indica- 
trice du rayonnement. Elle fait bien apparaître l’anisotro- 
pie du rayonnement. 




















— Exercices 12.24, 12.25, 12.26, 12.27. 
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mm» Énoncés des exercices 


PA 


12.3 


Propagation, atténuation, amplification 
Une pseudo-OPPH a pour expression 


G = Goe 


= i(wt-kx) 
G(x, D = Gie avec | k=H+ik 


On suppose k/ > 0. 
a) Donner l'expression de G(x, t) en grandeur réelle. 
b) Justifier que l’onde se propage dans le sens des x croissants. 


c) Justifier qu’elle se propagée en s’atténuant si K/ < 0, en s’amplifiant si k” > 0. 


De & à l'EDP 


Une onde plane G(x, f) a pour vecteur d'onde complexe k = Kü x. On suppose que k 
vérifie la relation de dispersion 
&O— ip 


C 


Établir une équation aux dérivées partielles du second ordre compatible avec cette 
relation. 


De k° à k 
Une pseudo-OPPH G(x, #) vérifie l'EDP suivante : 


dG(x, 0 1 0G(x, 1 wp 0G(x, 0) à 


Ôx2 c2  Ôt? c2  Ôôt 





a) Établir l'équation de dispersion vérifiée par k. 
2 
b) On pose ko = L Donner l'expression de E- 
c) On pose k = k' +ik”. En utilisant les exponentielles complexes, montrer que 
Kk!'k! <0. 


d) En déduire le caractère amplifié ou atténué de l’onde. 
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Corde vibrante avec frottement fluide visqueux 


Un cable horizontal, confondu au repos avec l’axe (O, x), de tension horizontale To et 
de masse linéique pi, vibre dans l’eau, et est soumis à un frottement fluide linéaire : 
un tronçon de longueur £ de corde en translation à la vitesse ÿ subit une force de 
frottement proportionnelle à sa longueur et à sa vitesse 


f=-heù 


On néglige les effets de la pesanteur. En un point M de la corde, on note z(x, f) l’élon- 
gation transversale et a(x, f) l'angle d’inclinaison de la corde par rapport à l’horizon- 
tale. On fait l'hypothèse des petites vibrations et on rappelle que 


Ôz(x, t) 


a(x, t) = … 


a) Établir l'équation aux dérivées partielles vérifiée par l'altitude z. 


b) Établir l'équation de dispersion. 


T h 
c=1]—etoe=— 
H H 


Donner l'expression de k en fonction de w, cet wc. 


c) On pose 


d) On suppose w > w. et on admet la validité en nombres complexes du développe- 
ment limité 
(A+) =1+resilel «1 


En déduire l’expression approchée de k. 


e) Donner l'expression de z(x, f) en prenant comme condition aux limites 
Z(0, f) = Zocos(wt) 


f) Donner l'expression de la pseudo-longueur d'onde À. 


g) Donner l'expression d’une abscisse à caractéristique de l'amortissement. 
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Caténaire 


Un cable horizontal est confondu au repos avec l’axe (O, x). En un point M du câble, 
on note z(x, t) l'élongation transversale et a(x, f) l'angle d’inclinaison de la corde par 
rapport à l'horizontale. On fait l'hypothèse des petites vibrations et on rappelle que 


ÔZ(X, t) 


,Ù = 
ae Ôx 


La tension horizontale du câble est To, sa masse linéique est 1, et il est suspendu par 
des cables caténaires dont l’action sur un tronçon de longueur dx est modélisée par 
une force de rappel 

É = -adxz(x, t) Üz 


a) Montrer qu’on peut établir une équation du type 


dz 1 de. 4 
Ox2 co 52 


b) Donner l'équation de dispersion et déterminer le type d'onde qui peut se déve- 
lopper le long du câble selon la valeur de w. 


Corde verticale 


Une corde verticale, suspendue par son extrémité À, l’autre extrémité B étant libre, 
est de longueur L et de masse linéique pu. L'axe (A, x) est horizontal, l’axe (A, z) est 
vertical dirigé vers le bas. On repère l’élongation horizontale d’un point de la corde 
par x(z, f), son inclinaison par rapport à l’axe vertical par a(z, f) et la tension par 
T(z, #. On fait l'hypothèse des petites vibrations et on identifie à = ox. On note g 
l'accélération de la pesanteur. 





Lt 
X 
T{z,i) 


SEAL Free eee \ 





o(z+dz,t) 





z\ 
—— 
T(z+dz,t) 
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a) Établir l'expression de la tension T(2). 
b) Établir l'équation aux dérivées partielles 


dx ôx eo 
02 0 57 


c) On cherche une solution du type pseudo-OPPH sous la forme 
x(z, b = LE 


Ce type de solution convient-il ? 


d) Pour une corde très longue, on confond (L- 2) et L. Justifier que lorsqu'on agite 
assez vite l'extrémité À, l'amplitude de l'onde augmente vers le bas. 


Relation entre largeur spectrale et durée du paquet d'ondes 


a) Quelle est largeur spectrale ôw d’une OPPH et sa durée temporelle ôf ? Est-ce 
cohérent avec la relation entre ces deux grandeurs pour un paquet d'ondes ? 


b) Un doublet spectral est un paquet d'ondes superposition de deux OPPH de même 
amplitude et de pulsations très proches wi = w-— ce et W2 = &+ eu et de vecteurs 
d'onde très proches 


! ! 


= {y 6e). es (y, 66). 
1 = 7 Jéxetkb=|k + Ux 


Donner l'expression de la vibration en x = 0 associée, identifier la porteuse et 
l’'enveloppee du paquet d'ondes, mettre en évidence une durée Ôf et vérifier la 
relation entre Ôf et Üw. 


c) Dans l'expression obtenue à la question (b), retrouver les expressions la vitesse 
de groupe et la vitesse de phase 


Étalement d’un groupe de cyclistes 


Un peloton de cyclistes a une longueur initiale de 400 m. Le plus rapide, parti le 

premier, roule à la vitesse vm = 10 m-s71, le plus lent, parti le dernier, à la vitesse 
Um = 5 m-s_l. Quelle est la longueur du peloton lorsque le plus rapide achève un 
parcours de 100 km ? 
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Dispersion et information (analyse documentaire) 


Une information codée en signal binaire de tension et transmise par un câble élec- 
trique dispersif et atténuateur (voir exemple du cours) a la forme suivante au niveau 
de l'émetteur en x= 0. 


u(O,t) 


a) Quel est le signal codé sur 5 bits ? 


b) La vitesse de propagation de l'information est-elle la vitesse de groupe ou la vi- 
tesse de phase ? 


c) Donner deux raisons distinctes pour lesquelles la transmission de l'information 
n’est pas possible sur une très grande distance. 


Calcul d’une pulsation plasma 


L'hélium de masse molaire M = 4,00 g-mol-! et de numéro atomique Z = 2 est assi- 
milé à un gaz parfait à la pression Po = 1,013: 10° Pa et à la température T = 1 000 K. 
On donne R = 8,314 J-K-l:mol-!, Wa = 6,02:102% mol-!, e = 1,60-1071 C, 
eo = 8,854-10 12 Fm! et me =9,11-10 91 kg. On suppose qu'il devient un plasma 
totalement ionisé. Déterminer ñn et calculer la pulsation plasma wp. 


Vitesse de groupe, vitesse de phase et indice de réfraction dans un plasma 
On considère une pseudo-OPPH dans un plasma de pulsation caractéristique wp. 


a) Rappeler la relation de dispersion et en déduire l'expression de la racine positive 
k! siw > wp. 


b) Exprimer la vitesse de phase et la vitesse de groupe dans le plasma. 


c) Donner la relation entre ces deux vitesses et commenter leurs positions relatives 
par rapport à la célérité de la lumière dans le vide. 


d) Donner uneallure du graphe de ces deux vitesses en fonction de w quand w > wp. 
e) Donner l'expression de l’indice de réfraction plasma n = et décrire la réfrac- 


tion d’un rayon lumineux du vide vers le plasma en admettant la validité de la loi 
de Descartes. Donner en particulier l'expression de l’angle limite de réfraction. 


Neutralité d’un bon conducteur ohmique 


Un bon conducteur ohmique possède une conductivité électrique y supérieure 
0l4 Hz. On donne 


à 106 S:m !. On travaille à une fréquence inférieure à 1 
eo =8,854-107/2 F.m°l. 


a) Rappeler l'équation locale de conservation de la charge. 
b) En déduire l'équation différentielle vérifiée par p(M, f) et la résoudre. 
c) En déduire que p = 0 dans ces conditions. 


d) En déduire qu’une pseudo-OPPH est transverse électrique. 
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Négligeabilité des courants de déplacement 


Un bon conducteur ohmique possède une conductivité électrique y supérieure 
à 106 S-m !. On travaille à une fréquence inférieure à 10/* Hz. On donne 
eo =8,854-107l2 F.m° 1. 


a) En travaillant en ordres de grandeur, montrer qu’on peut négliger le courant de 
déplacement 


= 
JD 05: 


devant j. 


b) Quelle est la différence entre cette situation et l’'ARQS magnétique (voir exercice 
8.5) sous laquelle on a aussi négligé le terme de courant de déplacement dans 
l'équation de Maxwell-Ampère ? 


Ordre de grandeur de l'épaisseur de peau 


On donne lip = 41-1077 H-m°!. Calculer l'ordre de grandeur de l'épaisseur de 
peau pour le cuivre de conductivité électrique y = 6- 107 S-m ! pour une fréquence 
fi=5: 1014 Hz (lumière visible) et pour f2 = 50 Hz (courant domestique). Conclure. 


Effet Joule dans un conducteur ohmique 


Un métal conducteur ohmique de conductivité y occupe le demi-espace z > 0. On 
travaille sur la portion Ÿ = [0, a] x [0, a] x [0, +. Une pseudo-OPPH de pulsation w 
se propage dans ce conducteur avec le vecteur d'onde k = kü,. L'onde est polarisée 
rectilignement : 


+ a 2 
E(z, t) = Eoüxe a 


et B(z, 0 = B(z, Düy. 
a) Donner l'expression de B(z, f). 


b) Donner l'expression de la puissance volumique dissipée par effet Joule 
pe, 0 = j(z, 0 -E(2, 0 


et de sa valeur moyenne dans le temps < p; > (z) (on rappelle que la valeur 
moyenne d’un cosinus carré vaut 1/2). 


c) En déduire la puissance totale dissipée dans 7. 


d) Pourquoi dit-on que ce sont les infrarouges qui font chauffer une carrosserie de 
voiture exposée au Soleil ? 


Vitesse de groupe et vitesse de phase dans un métal 


Exprimer la vitesse de phase et la vitesse de groupe dans un métal conducteur oh- 
mique. 


© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit. 


Phénomènes de propagation linéaires : absorption, dispersion, émission Chapitre 12 


Étude du milieu diélectrique 


Un milieu est dit diélectrique linéaire homogène et isotrope (dlhi en abrégé) si, lors- 
qu'il est soumis à un champ électrique, il apparaît un moment dipolaire électrique 
volumique proportionnel au champ électrique en formalisme complexe : 


[aoû 


= EoXË 

La constante complexe x (prononcer ki barre) est appelée susceptibilité complexe 
du milieu et est supposé différente de —-1. Un moment dipolaire volumique engendre 
une densité volumique de charges et une densité volumique de courants 


aol 


+ + Ô 
RSANPRÈ SE 


+ 


a) Vérifier que ces deux lois sont compatibles avec l'équation locale de conservation 
de la charge. 


b) Montrer que les lois du dlhi conduisent à des équations de Maxwell analogues 
à celles du vide, mais où €9 est remplacé par pe où € est appelée la permittivité 
diélectrique relative du milieu qu’on exprimera en fonction de x. 

c) On suppose que x est un réel positif noté x. Établir l'équation de d’Alembert véri- 
fiée par le champ électrique Ë. 


d) En déduire la célérité de l’onde c et l’exprimer sous la forme c = _ où nest l’in- 
dice du milieu qu’on exprimera en fonction de x. 


e) Dans un modèle particulier, on montre que la susceptibilité est réelle et vaut 


no e? 


X= 





2 
EoK ( - 70 ] 


où no est le nombre d’atomes par mètre cube, e la charge élémentaire, me la 
masse de l’électron et k une constante de raideur. On peut vérifier numérique- 
ment que pour la lumière visible 


K 
& € Wp AVEC O0 = 1/ — 
Me 


Montrer théoriquement la loi de Cauchy donnant l'indice de réfraction d’un ma- 
tériau diélectrique transparent en fonction de la longueur d'onde dans le vide : 


n=A+— 
2 
\ 


Préciser les expressions de A et de B. 
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Transparence ultraviolette des métaux 


Dans un métal comportant n0 électrons libres par mètre cube, ceux-ci (de masse 
m et de charge —-e) subissent l’action mécanique d’une onde électromagnétique 
(CM, 9, Ë (M, #)), une force de frottement - qu ÿ et leur poids. On suppose que le mé- 
tal reste neutre. 


a) 


Écrire la loi de la quantité de mouvement pour un électron de vitesse D. 


b) On admet que plusieurs termes peuvent être négligés dans cette relation et on 


c) 


l'écrit ainsi : 


+ 


dv ËM n m 
m— =-e — —Ù 
dt / T 
La densité volumique de courant associée à ce déplacement d'électrons est 
Î=-noeù 


Établir l'équation de dispersion vérifiée par le vecteur d'onde complexe k = Kküx. 
En déduire le carré de l'indice complexe de ce métal. 


Étudier le cas tw > 1 et expliquer le titre de l'exercice, sachant que 70 = 102° m°#, 


eo =10711F.m-l,m=10 3% kgete=1071%C. 


Modèle électromagnétique du milieu laser 


Le milieu laser est caractérisé par un vecteur polarisation P vérifiant 


a) 
b) 


c) 


= _ ÔP 
| 5 : Ë 
P = eoX0Ë + €ox0T 


Préciser les unités des paramètres Yo et T. 
Déterminer le carré de l’indice complexe de ce milieu laser. 


Justifier que la propagation d’une onde dans ce milieu peut être amplifiée. 


Calcul des densités de charges et de courants à la réflexion normale d’une 
onde 


a) 


b) 


c) 


d) 


e) 


Avec les notations de l’exemple du cours, déterminer les expressions de la densité 
surfacique de charges p et de la densité surfacique de courant js à la surface d’un 
métal conducteur parfait frappé sous incidence normale par une onde électroma- 
gnétique plane progressive polarisée rectilignement. 


On considère une languette sur l'interface définie par x = 0, ye [0,L] et[z,z+4dz]. 
Déterminer la force de Laplace dFY subie par cette languette. 


En déduire la force de Laplace ËL. subie par le carré 
(y,2) € [0,L] x [0,L] 


En déduire la valeur moyenne dans le temps de la force surfacique de Laplace sur 
l'interface. 


Proposer une interprétation qualitative de cette force dans le modèle photonique. 
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Onde stationnaire à un, à deux miroirs 


Avec les notations de l'exemple du cours, déterminer l’onde résultante en champ 
électrique et en champ magnétique dans le demi-espace x < 0 lorsqu'un métal 
conducteur parfait est frappé sous incidence normale par une onde électromagné- 
tique plane progressive polarisée rectilignement. 


Réflexion sous incidence oblique 


Une OPPH incidente de vecteur d'onde 


kcosO 
k;=| ksin0 


et polarisée rectilignement 
Ë, (M, = Bosieftt-RrON) 


se propage dans le demi-espace x < 0 et vient frapper la face plane (x = 0) d’un métal 
conducteur parfait. 


hy 


k, © 


—— Z 


| Rai 





e 0 
_. 
k 


i 





vide metal 


On cherche le champ électrique de l'onde réfléchie sous la forme 


— Krx 
É,(M, 2) = Eor äze/(or 1=Kr-OM) avec kr = Kry 
Krz 


a) Écrire les conditions aux limites sur le champ électrique en x = 0. 


b) Montrer que w7 =, kr, = 0 et exprimer K-, en fonction de k et 6. 


c) Justifier que k= /K2, + Kys En déduire k;+ en fonction de k et 6. 


d) En déduire les lois de Descartes relatives à la réflexion sur un miroir. 
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Propagation guidée entre deux plans 


Deux plans infini conducteurs parfaits délimitent une cavité vide entre z = 0 et z = b. 
On cherche une solution de l’équation de d’Alembert sous la forme 


(x, z, 0 =B(z) üy cos(wt — Kkx) 


a) Montrer que f vérifie l'équation différentielle 


&w2 
B'ta+|— -K1pta =0 

Co 
b) Justifier que les conditions aux limites s’écrivent 6(0) = 6(b) = 0. 


c) En déduire que l’onde ne peut exister que si w > kco et résoudre dans ce cas 
l'équation différentielle en f. 


d) En utilisant les conditions aux limites, montrer que la relation de dispersion 
s'écrit 


2 w? nr 
EE 
c 


où n est un entier naturel non nul. Quelle est la valeur minimale de w ? 


Invariances et symétries du champ électromagnétique du dipôle oscillant 


À partir des expressions données dans le cours, vérifier les propriétés de symétrie 
et d’invariance habituelles en électrostatique et en magnétostatique pour le champ 
électromagnétique créé par le dipôle oscillant. 


Conservation de l'énergie rayonnée par le dipôle oscillant 


Le vecteur de Poynting de l’onde électromagnétique rayonnée par le dipôle oscillant 
a pour valeur moyenne dans le temps 


L LoP sin? 04 : 
gwen Ur 
327<r< C9 


a) L'élément de surface en coordonnées sphériques s'écrit 
dS = r? sin040dpür 


Calculer la puissance moyenne < Z > rayonnée à travers une sphère de centre O 
et derayonr. 


b) Vérifier que cette expression prouve la conservation de l’énergie et expliquer ce 
résultat. 


Rayonnement et perte d'énergie 


Dans le modèle classique de l'atome d'hydrogène, on considère qu’un électron est 

en mouvement circulaire uniforme de rayon ro = 1071 m, à la vitesse angulaire w au- 
tour d’un proton immobile. Ce mouvement est la superposition de deux dipôles oscil- 
lants perpendiculaires, d'amplitude PQ et de pulsation w. On donnee=1,6-10 °C, 
Me =9,11-107 1 kg et Eo = 8,854: 10712 F.m°1, Calculer les valeurs de w, Po, de 
l'énergie mécanique Em du système, et expliquer l’anomalie énergétique de ce mo- 
dèle. 
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Diffusion Rayleigh, bleu du ciel 


On assimile un atome hydrogénoïde à un nuage électronique sphérique de centre N, 
de rayon Ro, de charge —e et de densité volumique de charge uniforme dans lequel 
se trouve un noyau positif ponctuel de charge +e. 


a) 


b) 


c) 


d) 


e) 


f) 


8) 


h) 


On retire le noyau positif et on considère un point P dans le nuage électronique 


défini par NP = rü, avec r < Ro. Déterminer le champ électrique créé par le nuage 
électronique en P. 


En déduire la force électrique f subie par le noyau positif quand il est placé en P. 


Justifier que cette force est assimilable à celle exercée par un ressort tendu de 
longueur à vide nulle et de constante de raideur k (prononcer kappa) entre le 
noyau et l’électron. Donner l'expression de k. 


On suppose que le noyau est fixe et que l’électron de masse m est libre de se 
déplacer à l’autre extrémité du ressort sur un axe (P x). Donner l'expression de la 
pulsation w,Q de cet oscillateur harmonique et donner un ordre de grandeur de sa 
valeur. 


On ajoute un frottement fluide F = -aÿ et on soumet l'atome à un champ 
électrique extérieur Ë = Eoäxcos(wf). On repère la position de l’électron par 
PN= xüx et on suppose P immobile. Justifier qu’en régime sinusoïdal forcé, 
l'atome se comporte comme un dipôle oscillant à la même pulsation w et dans 
la même direction que É. 


Expliquer coment ce modèle explique la luminosité du ciel (par « diffusion Ray- 
leigh ») le jour et le noir de la nuït. 


La formule de Larmor (voir exercice 12.25) donne la puissance moyenne rayon- 
née par un dipôle oscillant à la pulsation w : 


4 
o 
D ne 7 


En supposant que , est indépendant de w et en considérant que l’acuité de l’œil 
humain est beaucoup plus grande dans le bleu que dans le violet, expliquer le 
bleu du ciel le jour, le jaune du soleil au zénith et le rouge du soleil couchant. 


[Analyse documentaire]. Un observateur analyse la lumière diffusée par les mo- 
lécules de l'atmosphère dans une direction perpendiculaire à celle du Soleil. La 
lumière solaire est assimilée à une superposition d'OPPH polarisées rectiligne- 
ment, de vecteur d'onde k= kü x (selon l’axe Soleil-Terre) et de champ électrique 
É orthogonal à k, mais de direction aléatoire pour chaque train d'ondes. 


y 








Observateur 
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É peut être décomposé sur les deux axes üy et üz : É=ËE1+E0.Ë (respectivement Éo) 
excite les molécules en leur conférant un moment dipolaire oscillant dans la même 
direction : D = P1 üy (resp. b2 = Poüz). 


y 
Soleil E; à 





Observateur 


Soleil 





Observateur 


On rappelle l'expression de l’onde électromagnétique rayonnée par un dipôle oscil- 
lant : _ 

É(M, 9) = Eo: © sinOüg cos[w(r-£)] 

(M, 0) = ei - © sinOäyp cos[w(r-T)] 


Justifier que l'observateur perçoit une lumière diffusée polarisée rectilignement. 
Comment peut-il la mettre en évidence ? 
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Du mal à démarrer 


On remplace k par son expression, on sépare les exponen- 
tielles réelle et imaginaire pure et on prend la partie réelle. 

En élevant au carré, on élimine le +, puis on passe du forma- 
lisme complexe au formalisme réel. 

En formalisme complexe, les dérivations se ramènent à des 


multiplications. Quand on élève un complexe au carré, son module 
est élevé au carré et son argument est multiplié par 2. Il est facile 
d'imaginer le processus inverse. 


Le raisonnement est analogue à celui effectué au chapitre 11. 
La résolution approchée de l’équation de dispersion est basée sur 
la relation VT+E = (1 +93. 

Le raisonnement est analogue à celui effectué au chapitre 11. 


L’équation de dispersion fait apparaître deux cas distincts de part 
et d’autre d’une pulsation de coupure. 


Le rasisonnement est analogue à celui effectué au chapitre 


11, mais la tension de la corde n’est pas constante, on pourra la 
prendre nulle en z=L. 


Pour la quetion (b), on doit remplacer la somme des cosinus 
en produit et faire apparaître ainsi l’enveloppe et la porteuse. 

Application numérique immédiate, qui illustre la notion 
d’étalement de train d'ondes. 

L’étalement des trains d’onde correspondant aux différents 
bits provoque le brouillage du signal. 

La loi des gaz parfait permet de déterminer le nombre 
d’atomes d’hélium par mètre cube. 


On obtient v4 et v, en appliquant les formules du cours. 


Démonstration élémentaire de cours, nécessitant la conjonc- 


tion de l’équation de conservation de la charge, la loi d’'Ohm locale 
et l'équation de Maxwell-Gauss. 


L'ordre de grandeur d’une dérivée par rapport au temps peut 
être estimée en travaillant en grandeurs complexes. 

Application numérique immédiate grâce à la formule du 
cours, c’est le commentaire qui demande un peu de réflexion. 

On calcule B grâce à l'équation de Maxwell-Faraday. Le cal- 
cul de la puissance Joule nécessite une intégrale triple. 

Par application des formules du cours, il suffit d’effectuer 


une division pour calculer la vitesse de phase et une dérivation 
pour calculer la vitesse de groupe. 





9 


Il faut éliminer P entre les différentes relations proposées. 
Le raisonnement ressemble à celui développé dans le cours sur le 
plasma, où c’est ÿ qu'on doit éliminer. 

Le passage en formalisme complexe permet d'éliminer tour à 


tour D, 7, B et finalement É pour trouver l'équation de dispersion. 


Conformément à la méthode donnée dans le cours, on tra- 


duit les relations constitutives données par une relation complexe 
dont on tire la conductivité complexe du milieu, puis n. En cher- 
chant, sans le calculer, les signes des parties réelle et imaginaire 
de k, on peut conclure. 


La densité de courant est dans le plan deS, ses deux compo- 


santes selon y et z sont trouvées grâce à la relation de passage et 
au calcul du champ magnétique résultant des ondes incidente et 
réfléchie en x =07. 


En utilisant les lois de la trigonométrie, on peut remplacer 
la somme ou la différence de deux cosinus par un produit, et on 
obtient des ondes stationnaires. 

(a) Le champ électrique est tangentiel donc nul en x = 0. 


(b) Toutes les réponses à cette question se trouvent dans la nul- 
lité du champ énoncée à la question (a), elle est vraie pour tout 
t, pour tout y et pour tout z. Il suffit d'identifier les coefficients 
dans les exponentielles. (c) L'égalité des pulsations entraîne celle 
des normes des vecteurs d’onde. (d) Conséquence immédiate des 
résultats précédents. 


(a) L'EDA est valable dans le vide, mais ce n’est pas une onde 


plane qu’on considère ici, il est donc exclu de passer en grandeurs 
complexes. (b) C’est une conséquence de la présence des plans 
conducteurs. (c) On éliminera les autres cas. (d) L'apparition d’une 
quantification est liée à la nullité d’une fonction trigonométrique. 


Le plan (O, üy, üg) contient les deux charges à tout instant. 
On pourra utiliser la relation [9° sin? 646 = 4 
8=0 3° 


L’électron est en mouvement circulaire uniforme sous l’ac- 


tion de la force centrale newtonienne de Coulomb. L'application 
de la loi de la quantité de mouvement donne une relation fonda- 
mentale entre w et ro. on en déduit l’énergie mécanique. 


Le noyau subit la force électrique proportionnelle au champ 


électrique créé à la distance r de don centre, qu’on calcule grâce 
au théorème de Gauss. En régime sinusoïdal forcé, on pourra tra- 
vailler en grandeurs complexes. 
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Corrigés des exercices 


a) On remplace G, et K par leurs expressions 
G(x, 0 = GoePeiwt-K'x-ik"x) 


IT « ! 
soit G(x, t) = Goe* it K'x+@) 


et on prend la partie réelle de cette expression : 
G(x, t) = Go ek"x cos(wt— k'x+(p) 
b) On remarque que 


G(0, ©) = cos(wf +) 


ol-5]re 


donc G(x, f) = ek"x co t— à 
K' 


et on peut écrire 


I 
G{x, ?) = ek X cos 








Afe] « 


Ce qu'on peut interpréter ainsi : «ce qui se passe en x à la 

date f est ce qui s’est passé un peu plus tôt en 0 (à la date 

[—TavecT= d retard de l’onde ou délai de propagation 
k 

entre 0 et x) et avec un facteur d'amplitude ek"x ». Londe 

se propage donc bien dans le sens des x croissants. Notons 

qu'on a mis en évidence une vitesse de propagation de la 


phase du cosinus 
& 


Vo 


c) Comme l'onde se propage dans le sens des x croissants, 
le facteur d'amplitude est une fonction croissante de x si 
k!' > 0 et l'onde s'amplifie, décroissante si k” < 0 et l’onde 
s'atténue. 


On lève l’ambiguité sur le signe en élevant la relation au 
carré : 


2 w?  2iwgw Us 

—  c? c? c? 
; ; : Le 260 ,. 6 
soit —(—ik)(—ik) = es - 2e oi ne 


donc (-ik)(-ik)G(x, 1) = 


1, . 200 ,. wÿ 
— (w)({w)G(X, 1) + — (iw)G(x, D + — G(x, n 
c c c 
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et en utilisant l’équivalence complexe-temporelle on en dé- 
duit l'EDP 


o2 2 &w2 
G(x, ) : JL ÔG{x, ft) . 2w0 ÔG(x, f) ” Vu, . 
ôx2 c2 Or c2 Ôt c2 





a) En utilisant les régles de dérivation de la grandeur com- 
plexe G(x, f), on obtient 


| . er &WO,, 
ik) (-iDG(X, D —- + (Go)(w)G(, 9 - —(iw)G(x, D =0 
C C 


b 


TZ 


Avec la notation proposée, on obtient 


.W0 2 
RÉ =k ik 
= 0 0 


k? ro) 
done ==1-5 
k ro) 


> k s LA 
c) On remarque que le carré de 5 possède une partie réelle 
positive et une partie imaginaire négative. Il a donc un mo- 
dule qu’on note p? et un argument dont une détermina- 


tion est 0 € ]-7,0[. 
k \2 : 
| | = pei0 


Ko 
Une de ses racines carrées complexes est donc le complexe 
dont le module est p et l'argument . l’autre est l'opposé : 


t ei + 
£| = peei0 = = = +pei2 
ko ko 





avec 8 € ]-7,0[. 











(KK 6)” 


L'une des solutions a pour partie réelle k' > 0 et pour partie 
imaginaire k/' < 0 (celle représentée sur le plan complexe), 
c’est le contraire pour l’autre. Dans les deux cas, k’ et k”! 
sont de signes contraires donc k’k/ < 0. 
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d) L'’onde est donc atténuée d’après le cours. 


a) Le tronçon de corde est soumis à la tension à ses deux ex- 
trémités et à la force de frottement. 
a ———_— 


T(x+dïx,t) 


TE. 
œ(x+dxt) 








En projection sur les axes x et z, on obtient donc 


0=-—T(x, f cos a(x, t) + T(x+dx,t)cos a(x+ dx, t) 


2 
ax Gp) = —T(x, sin a(x, t)+ 


T(x+ dx, ?) sin a(x + dx, t) — hdx 920 


En faisant l’approximation des petits angles, la première 
équation donne 


ÔT(X, t) 


= 0 donc T(x, f) = 
Ôx 


En remplaçant dans la seconde équation, on obtient donc 


d2z(x, t) : a(x+dx,t)—a(x, D n°20 t) 
oe  ! dx ETES 
de O2z(x, t) : Ôa(x, D n°26 t) 
FR 5e — 0 5x ot. 
et en utilisant la relation entre a et z : 
O2z(x, f) mn O2z(x, t) h Ôz(x, D 


Ôx2 To O2 To To. 
b) Avec les notations proposées, cette EDP s'écrit 


dZz(x, t) : 1 OZz(x, t) _ We ÔZ(X, t) 0 


ôx? c?  Ot2 2 Ô. 
En passant au formalisme complexe, on obtient 
2 


w wOcw 
_k2z(x, t)+ —zG, t)— i— zx, t)=0 
KZ HÉ Z 2 


c) On en déduit 
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d) En factorisant, on peut écrire 


œ pe 


Le terme — est très petit devant 1 donc on peut faire le 


développement limité 


on) n] De 
k=+© [1-5 FU ju 
C C 20 

] n] 

soit k = —-i— 

C 2C 


e) On en déduit l'expression de l’onde en grandeurs com- 
plexes 
zlx Ô = ZjeiPeilwt- Lx+iSex) 


C x i(wt-2x+) 


Z(x, 1) =Zje 2 e 


La conditon aux limites en x = 0 donne 


Zoei®t = Ziei(wt+4) 
donc Z1 =Zo et =0 d’où 


œo . 
2(x,t) = Zoe % *eilui- ex) 


2; & 
donc z(x, f) = Zope 2° cos [ur _— —x) 
C 
f) La pseudo-longueur d'onde est la période spatiale du cosi- 


nus : 
À 2T C 
= = — 
RE 
où f = & est la fréquence de la vibration en x = 0. 
g) L'exponentielle réelle du coefficient d'amortissement 
s'écrit 
2VT 
“x LE 2e EH 


=e $ avec Ô = — = 
oc 





On se place dans les notations habituelles de la corde tendue 

à ses extrémités. La force nouvelle étant verticale, perpendicu- 

laire aux déplacements de la corde, la tension reste égale à la 

tension à l'extrémité, TE. 

a) En projection sur l’axe vertical, en négligeant le poids, en 
faisant l’approximation des petits angles avec à = sina = 


= '0Z : 
tana= 3 î 


02z 


azdx = 1dx— 
ES 


—TEQ(x) + TEQ(x + dx) — D 


d2z d2z 
où °° For 
®2z !1 02z z 
ôx co & 


=, JTE - ,/IE 
en posant c = /- etô= | 


soit 
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b) On passe en formalisme complexe : 
2 
wo l 
— k? Z+ nc Z= TD Z 
Li e< p2 
et on en déduit l'équation de dispersion 


k2 + 2_À 
52 





On a donc deux cas, en posant wç = £ (pulsation de cou- 

pure). 

+ Premier cas : w <w.. k est imaginaire pur, il n'y a pas de 
propagation. 

+ Second cas : © > w.. k est réel, il y a propagation sans 
atténuation avec une vitesse de phase 





a) La loi de la quantité de mouvement appliquée au brin de 
corde s'écrit : 


—T(2)sina(z, t) +T(z+ dz) sin a(z+ dz, t) = ndzŸx 


—T(2)cosa(z, f) +T(z+dz) cos a(z+ dz, t)+udzg =0 


En projection verticale et avec l'hypothèse des petits 


angles, il vient + = -11g d'où, avec la condition aux limites 


T(L) = 0 (ou T(0) = pgL) 
T(2) = ug(L— 2) 


b 


TZ 


En projection horizontale et avec l'hypothèse des petits 
angles, il vient 


2 


Feu ni=n 
Ôz oué. Hz 


soit a(z, f) CA sr = dx 
V5" 07 5e 


”_ = x po; 
Ora=tana= 3z d’où 


Ôx 02 x 0?x 


= L-2) —= =u—= 
ga + H8t 227 Ha 


d GE du. Œ x 
sr és Vo 


c) La présence de z (la variable spatiale) interdit l'écriture de 
l'équation de dispersion. 
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d) Si L grand, l'EDP s'écrit 


dx dx. Lx 
a ES E 52 


et en formalisme complexe 
-@? x = igkx- gLK? 


2 


1 uw 
soit K2—i=k-—=0 
— L— $E 
21 
Le discriminant vaut À = TE ; il est positif car L est 
grand donc on pose À = et 
l l 
K=+— +— 
— 2L9 2L 


On garde la solution de partie réelle positive car l’onde se 
propage vers le bas dans le sens des z croissants et on en 
déduit la pseudo-OPPH 


co iot-dz- Li 
x=XeiPe/tui AG < m2) 


soit x(z, f) = Xe cos [u t— _ 2) 
2Lo 
L'onde est donc amplifiée, ce qu’on peut interpréter éner- 
gétiquement par le fait que plus on descend, plus la masse 
de la corde restante suspendue est faible, et donc plus les 
oscillations peuvent avoir une grande amplitude. 


Le) 


a) L'OPPH est moncohromatique, elle possède une pulsation 
w unique, donc Ôw = 0. Sa durée temporelle ôÔf est infinie. 
Ces valeurs sont cohérentes avec la relation du cours écrite 


sous la forme ôw = 2. 


b 


TZ 


Lutilisation de la relation de trigonométrie permet de 
transformer la somme en produit : 


S(x, f) = Acos(w t— kj x) + Acos(w2t — k2 x) = 


&1 + W2 . KR, 


2 


2Acos 








ki + k2 | = 
L— ———x|cos 


Avec les expressions proposées, on obtient 
S(x, t) = 2Acos(wt- k'x)cos(ôwt- 5k/x) 
soit S(r) = F,(1)-cos(wt-Kk'x) 
avec 7, (t) = 2Acos(ôwt — 5k/x) 


qu'on identifie à l'enveloppe. La période temporelle de 
l'enveloppe est identifiée à la durée temporelle 


2 
Ôt = —_ donc ôt:ô5w =27 
uw 
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c) 


a) 


b) 


c) 
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La porteuse s'écrit 


cos(wt— k/x) = cos 





X 
o Ts 
K 


donc sa vitesse de propagation est la vitesse de phase 





[a] 


L'enveloppe s'écrit 


2Acos(ôwt— ôk/x) = 2Acos 





X 
su r- =) 
dk! 


donc sa vitesse de propagation est la vitesse de groupe 


Ôw  dw 
CRE TT 


Le premier cycliste arrive à la date 


__ 100 000 


h = = 100005 


À la date #1, le dernier cycliste parti est à l’abscisse 
x2 = —-400 + vn t1 = 49 600 m 
La longueur du peloton est donc 
Ôx = 100 000 — 49 600 = 50,4 km 


Il y a donc bien étalement du groupe cycliste, la disper- 
sion est la conséquence de l'écart de vitesse entre les diffé- 
rents cyclistes, comme dans la théorie ondulatoire où on 
a un écart de vitesse de phase entre les différentes compo- 
santes spectrales. 


Si on admet l’analogie avec le code Morse, une brève im- 
pulsion correspond à un zéro, une longue à un un, donc le 
message est 

10010 


L'information est donc portée par la durée du paquet 
d'ondes, donc par la largeur temporelle de l'enveloppe, elle 
se propage donc à la vitesse de groupe. 


D'une part, le câble est atténuateur donc l'information 
sera impossible à décoder lorsque son amplitude sera in- 
férieure au bruit. D'autre part, il est dispersif, donc les pa- 
quets d’ondes s’étalent, et lorsque la largeur temporelle de 
chacun d’eux sera supérieure à la période d'émission des 
bits d’information, ils se superposent et il devient impos- 
sible de décoder l'information. 





a) 


b) 


c) 


d) 


Notons 7 le nombre d’atomes par mètre cube dans 
le gaz d’hélium. La loi des gaz parfaits donne 


N 
PV = ñnRT = —RT donc 
NA 


_N_ PM 
UV RT 


S'il devient un gaz totalement ionisé, chaque atome libère 
Z=2 électrons donc 


m =7,33-1021 m 


no = 2m = 14,7-107+ m 


Par application de la formule du cours : 





2 
noe = 
wp= 1/2" = 2,16-1014 rad-s 1 
€EoMe 
D’après le cours 
2. 2 
_. O°— QE 
_ c2 
2 
w 
donc k =—1\/1- — 
te) 
On en déduit 
te) q , 
Vo == e 
PT y ne 
1= + 
a 
dw 1 wi 
ET ar de ‘Ÿ ww 
œo 
On remarque que 
Vg < C< Vp 


La vitesse de groupe est donc (heureusement) inférieure à 
cet l'information ne peut se propager plus vite que la lu- 
mière. 


sg v v è 
Voici l'allure des graphes de + et de + en fonction de 
_ 0 
7 wp 
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e) L'indice du plasma vaut donc 


u$ 
n=\1-—+ 
oO 


Il est plus petit que 1 alors que c’est impossible pour un 
milieu transparent habituel. La deuxième loi de Descartes 
à la réfraction s'écrit 


1sini =nsinr doncr>i 


Le rayon réfracté s’écarte de la normale au dioptre. Il n’est 
défini que si 


: .. Siné . ; 
sinr <1soit —— <]soiti <arcsinn 
n 
L'angle limite de réfraction est donc 


2 
oO 
mu 


i, = arcsin 5 
w 


a) L’équation s'écrit div j + de = 0. 
b) En combinant cette équation avec celle de Maxwell-Gauss 
et la loi d'Ohm locale, on obtient : 


+ 


divl=£ 


E0 
Ô 1 € 
donc Æ + =p= 0 avec rt = Le2.10 Ps 
Ôt T 


1 
T. 


La solution est p(M, f) = poe 


c) pest presque nul au bout de 57 = 10717 s. Or la période de 
l'onde est de 1074 s > 5t, doncp= 0. 


d) L'équation de Maxwell-Gauss s’écrit donc div É=0soit,en 
formalisme complexe 


-ik-Ë = 0 donc £LÉ 


a) Le rapport des ordres de grandeur s'écrit 











lb] | Iro$] 
Er 
Ib] _ eve _ w 
HT % 
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En ordre de grandeur : 


Y. 
€o 


= 1017 rad-s71 


etw=2rf < 101$ rad-s”? 
donc jo & j. 
b) Dans l’'ARQS, on a deux différences. D'une part, p # 0. 


D'autre part c’est devant rot B que le terme de courant de 
déplacement est négligeable. 


La formule du cours est 


2 
HO YU 





Pour le visible, on a 
ô=3nm 


donc la lumière ne pénètre quasiment pas dans le cuivre : il 
est réfléchissant. Pour le courant domestique : 


ô=9mm 


À cette fréquence, le champ électrique, donc le courant élec- 
trique ne pénètre donc pas plus qu’à environ 56 = 4,5 cm, et 
dans un câble conducteur cylindrique de 10 cm de diamètre, 
la densité volumique de courant électrique au cœur du câble 
est presque nul. Il n’y a donc aucun intérêt à encore augmen- 
ter le diamètre du câble, la résistance ne sera pas plus faible. 


a) L'équation de Maxwell-Faraday donne : 


Ô Z 

d =2 z : 
œ x Epe 5 cos(wt — 5) : oË 
êy ' 7 ôr 
Ôz 


der. 
OnC — = U 
dt 07 





LL Wr- 9 Re fsintur- à] 
5° cos(w 5 5° sin(w 5 


donc Ë = Fo ,-$ ü [sintwr- z, + COS(« { — 2] 
7 &wô L ô ô 


. Eo 
soit B(z, f) = 





2 
Ve-$ sin[wr- =. + 2) 
b) En utilisant la loi d'Ohm locale j= YÉ : 
2,-2 2 Z 
py(e t) = yEÿe è cos” (wt— 5 


E2 _2z 
donc < pj > (2) = Lie 3. 
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c) Enintégrant : 


+00 yE? 
<P>= [ [° L. nl F dxdydz 
x=0 J'y=0 Jz= 


+00 


2Z 
e à 
_2 

à 10 


d) < @ > est donc une fonction croissante de 6, donc une 
fonction décroissante de w. L'effet Joule est donc plus fort 
pour les ondes de faible fréquence, donc pour les infra- 
rouges. 


Eè 
<P>= Fe 





soit < P >= 





a? YÔES 
I 


En utilisant le résultat du cours, la partie réelle de k 


=.) Ho Yo 
2 


est 


On en déduit 


n) 1 20 
An) on = pr = 
KO E HoYy 
dw 1 8w 
Vo = — = —— = — 
8 dk de UoY 


dw 


On constate donc que vg = 2vç. 


a) Il suffit d’injecter les deux relations dans l'équation de 
conservation de la charge pour obtenir 


- Ôp 
div j+—=0 
iv j Se 


b) Eninjectant dans l’équation de Maxwell Gauss, on obtient 
(+xdiv É=0 


donc div Ë = 0 car x # —] 


Les équations de Maxwell Thomson et de Maxwell Faraday 
sont inchangées. En injectant dans l’équation de Maxwell 
Ampère, on obtient 


rotB = a 
= Hoeo(l +) 


On pose donc € = 1+% et on obtient bien des équations 
analogues à celles dans le vide. 
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c) Sion pose 1+%X= ne, et en notant la célérité dans le vide 


d) 
e) 


a) 


b) 


on obtient l'EDA 


- © 
donc c= +. 





L'indice de réfraction est donc n = /1+%. 
On peut faire le développement limité 


me 





avec X0 = 


. On en déduit 





ii XO 


1+%Xo w2 
donen= TF4 


Oro = etw=21f doncw 


2 





X0 


2,2 
= SE et 
0 


ar c? Xo 


(a) 


2(1+X0) 


208 1+X0 


2 
À 


2 


#52 


&w?2 


o 


| 


ce qui est bien la formule de Cauchy avec À = 


4m c?Xo 


7 202 V1+%0 


V1+%o et 


La prise en compte de la force de Lorentz donne 


dv ” » à m s 
m— = —eËE(M, à) -ev AB(M, ft) - —ÿ+mg 
dt T 


En grandeurs complexes, l'équation mécanique s'écrit 


. re] m . 
imbD = -eE-—v 


ds 


On en déduit la densité volumique complexe de courant 


1 


—npeb = 
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c) 


a) 


et les équations de Maxwell, en utilisant la neutralité du 
métal : 


(MG) — 
(ME) — 


ik-E=0 
ik 





D'où, après développement du double produit vectoriel et 
simplification, l'équation de dispersion : 


PE noce? 
= 4 
m1 = +) 


On en déduit le carré de l'indice complexe 


k2c2 
nm = 





w2 
Si tw > 1, l'équation de dispersion se simplifie : 


2 
Honoe 

k2 = € pe EU 

K° = Ho€o . 


Cette quantité est positive si 


n : 
w>e EL = 1,6-1016 rad-s_1 
ME 


Cette valeur correspond à une longueur d’onde dans le 
vide 
27 x 3: 108 
19= — =118nm 
1,6-1016 

et corespond aux proches ultraviolets. Dans ce cas, k est 
donc réel, il y a propagation sans atténuation d’une onde 
électromagnétique ultraviolette dans le métal : il est donc 
transparent. 


D'après l'équation de Maxwell-Ampère, jest homogène à 
€o dŒ, donc P est homogène à €0Ë, donc Yo est sans dimen- 


sion. Les deux termes qui définissent P sont homogènes, 
donc t est homogène à un temps. 
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b) Établissons l'expression de la conductivité complexe. On 


c) 


a) 


peut écrire 


donc j = iwepXo [1+ it] Ë 
donc y = iWEgX0 [1+iTw] 
On en déduit, d’après la formule du cours 


i 
nm =1- Lie 1+%X0 +iXoTw 
Ego 
On peut mettre ce complexe sous la forme 
1+X0 + ÉXoT = nèeivo 


avec @o € [0, 7] car la partie réelle et la partie imaginaire 
du complese sont toutes deux positives. On en déduit 


Les parties réelle et imaginaire de k sont donc de même 
signe (k'k/' > 0), ce qui prouve que l’onde est amplifiée. 


Le champ électrique est nul en x = 07 et en x = 0*. Le vec- 
teur normal dirigé du métal vers le vide est ñ = —-üx. La 
relation de passage en x = 0 donne donc 


O+ 


1€ 
—0=—(-ü,) donc o =0 
€o 


Le champ magnétique est nul en x = 0* et le champ résul- 
tantenx=0 est 


_ Li = ne 2E0 
Bo(t) =B;(07,1)+Br(07,1) = —ü,cos(wt) 
c 
La densité de courant surfacique est 
= Îsy dy + jszz 


La relation de passage en x = 0 donne donc 


0 0 1 
0 —0=Ho| jsy A| 0 
2#0 cos(wt) Îsz 0 
0 =-H0 jsz 
donc + 2F : 
D cos(wt) = Ho jsy 


ARTS 2E0 = 
SOit js = —üy cos(wf) 
Hoc 
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b) 


c) 


d 


T 


e) 


a) 


Phénomènes de propagation linéaires 


Cette languette se comporte comme un tronçon de fil de 
longueur L parcouru par un courant di = j,dz. Il subit 
donc une force de Laplace 


dËL = di(Läy) À Bo(Ô) 


: 4EË 
dÊL, = Ldzüx 
Hoc 





cos? (wf) 


En intégrant sur ze [0,L] on en déduit 
2 


4E 
FL = L?üx 9 
Hoc 





cos? (wt) 
La valeur moyenne d’un cosinus carré est à, on en déduit 
la valeur surfacique moyenne 


1 
Fi, surf = 7 Ux 
Hoc 





L'impact des photons qui sont dotés d’une quantité de 
mouvement non nulle se traduit par une pression photo- 
nique ou pression de radiation qui est effectivement diri- 
gée dans le sens de üx. 


Le champ électrique résultant est 


(x, 9 = É;(x, 0) + Er (x, 0) 


É(x, 0 = Eo üy cos(wt — kx) —Eg üy cos(wt + kx) 


Ë(x, t) = 2E0 üy sin(wt)sin(kx) 


Le champ magnétique résultant est 


B(x, 0 = B;(x,1)+B7(x, 0) 


Fo Eo 
Ë(x, = ms cos(wt— kx) + — ü,cos(wt + kx) 
6 C 


2Eo . 
B(x, f) = —— ü, cos(wt) cos(kx) 
c 


Ces ondes sont toutes deux stationnaires. 


On développe 
k; -OM = kcosOx+ ksinOy 


et kr -OM = krxx+ kryY + Krzz 


Le champ électrique est tangentiel et donc continu en 
x= 0. Il est nul dans le métal pour x = 0*,ilest donc aussi 
nul dans le vide (où se superposent l'onde incidente et 
l'onde réfléchie) pour x = 07, soit : 


Vy, 2 t, Epreivte-ikcos-0 —iksinOy + 


Epreit” Lo ikrx 0 —ikry y Q—iKrz2 = 





b) 


c) 


d) 


a) 


b) 


c) 
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Par identification, on en déduit que 


Eoi + Eor =0, &=wy, KksinO=Kk;,et0= k;z 
La relation de dispersion dans le vide pour les OPPH inci- 
dente et réfléchie donne 


k2 cos? 0 + K? sin? 6 = - ; : 
donc kF,+k;,=k 


AA, 


2 2, 
Kix + kr, = 


donc kB: =k- = k? - 2 sin? 6 = k? cos? 6 
Or krx < 0 car l’onde réfléchie se propage de droite à 
gauche donc k;x; =-kcose. 


kr; = 0 prouve que le rayon réfléchi est dans le plan d'in- 
cidence (première loi de Descartes). Les vecteurs k; et kr 
sont symétriques par rapport à äx, le rayon réfléchi fait 
donc avec la normale un angle r = -6 (deuxième loi de 
Descartes). 


En remplaçant dans l'équation de d’Alembert : 


É=É(x,2,1) =E,(x,z, Düy 
L 02E 
donc AEy — — = 
ea ôt 


soit — k2B(2) cos(wt— kx) + g" (z)cos(wt— kx)+ 
2 

(2) cos(wt— kx) = 0 

ÿ 


w2 
donc p" (2) + Ë — K) B(z) = 
cG 


Les conditions aux limites s’écrivent Ë = Ô pour z = 0 et 
z= b, pour tout f et tout x, donc B(0) = B(b) =0 


: & < KcCo, ee terme entre parenthèses est négatif et posons 


# = k2- 2. La solution générale de l’équation vérifiée 
0 


parfest 


Z Z 
B(z) = Ash= +Bch= 


Les conditions aux limites donnent 

- enz=0:0+B=0doncB=0; 

- enz=b : Ash? =0 doncA=0. 

Par suite B(z) = 0 et il n’y a pas d'onde. Si w = kco, le terme 
entre parenthèses est nul donc fj//(z) = 0 doncf(z) = Az+B. 
Les conditions aux limites donnent 

- enz=0:0+B=0doncB=0; 

- enz=b:Ab=0doncA=0. 
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Par suite 6(z) = 0 et il n’y a pas d'onde. Par conséquent, 
w > kco. et l'équation est du type oscillateur harmonique 
donc 


2 2 
w te) 
——k2|+Bsin|z, | —-K2 
c? 2 

0 0 


= ACos| z 


B(2) 


d) Les conditions aux limites donnent 


- enz=0:A+0=0doncA=0; 
_ enz=b :Bsin( 2 kb) -0 


0 
SiB est nul, f(z) = 0 et il n’y a pas d'onde, donc nécessaire- 
ment 


w2 £ w2 . . 
— kb = 0 donc — —k b= nx, nentier 
G Co 


sin 


Le terme de gauche est strictement positif donc ñn est un 
entier naturel non nul. On en déduit la relation de disper- 
sion en élevant au carré : 





2 2 22 
& w n°T 
—-k2| b? = nr donc k = — - —— 
2 2 
0 0 





Il y a une onde progressive si k est réel, donc si k2 > 0, donc 
si 





W2 nr : nTtCo 
— — —— > 0 soit w > 
c2 bp2 

0 


La plus petite valeur pour ñ est 1, donc ;nin = ==. 


Le plan (O, ür, üg) contient ä#, donc il contient les 
deux charges en mouvement. C’est donc un plan de sy- 
métrie des charges et É est bien dans ce plan. C’est aussi 
un plan de symétrie des courants (les charges bougent sur 
l’axe) et B lui est orthogonal. Il y a invariance de la distribu- 
tion de charges et de courants par rotation d'angle 4 et les 
champs ne dépendent pas de w. Les règles « habituelles » 
sont donc bien vérifiées. 


Le flux du vecteur de Poynting à travers une sphère ZX de 
rayon r est 


f 2iS-4S = 
5 


En utilisant la relation Jo sin° 040 = 4, on en déduit 


a) 


FL, HoPÉsi n?0w4 
= | 32x72 r2co 


LoP£w* 


<a >=< ff ï-dS >= 
S 12TC) 


Cette expression est la formule de Larmor. 
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b) Il n’y a pas de déperdition d’énergie électromagnétique 


a 


TZ 


entre deux sphères de rayons différents. Ceci est cohérent 
avec la formule de Poynting, l’espace étant vide, il n’y a pas 
de puissance électrocinétique dissipée (j*E = 0) et la valeur 
moyenne dans le temps des énergies électromagnétiques 
volumiques (ue = JeoË? et Um = 7°) est évidemment 


Ô(<Ue+lüUm>) _ 
PRE = 0) 


constante (donc 
L'électron possède un mouvement circulaire uni- 


forme sous l’action de la force centrale électrique, la loi 
de la quantité de mouvement s'écrit donc 


e? _ De v? " 
T2 Ur = —Merpo Ur =-M— Ur 
ATEOTG r 
e2 16 —] 
—— = 1,59-10 ° rad-s 
donc AIÉOATO ’ 
2_- _e 
mMev°— ATEor 


On remarque que ü, = cosOü, +sin0ü, avec 0 = wf donc 


+ 


P=-eroûr = -erocos(wf)üx — erpsin(wf) üy 


qui est bien la superposition de deux dipôles oscillants se- 
lon les axes ü, et üy, de même amplitude 


Po = er =1,6-10 2° C:m 


L'énergie mécanique du système est la somme de l’éner- 
gie potentielle d'interaction électrique et de l'énergie ci- 
nétique de l’électron : 











1 2 e e? 
Em =Ep,j+=mev" =- 
2 ATEOT BTEOT 
e 
donc Eç = - =-],2.10 187] 
8TEor 


Or un dipôle électrique dissipe de l'énergie par rayonne- 
ment : l'énergie mécanique va donc se dissiper et l’élec- 
tron ne peut pas avoir un mouvement circulaire uniforme. 
Le modèle classique est donc rejeté et remplacé par le mo- 
dèle quantique de l’atome. 


La densité volumique de charge est uniforme, soit 
p = Ti Tout plan contenant OP est plan de symé- 
3° "0 


trie des charges donc Ë est dans leur intersection, soit 
Ë=E(r,0,®ür. Il y a invariance de la distribution de 
charges par rotations d'angle 8 et @ donc Ë = E(r)ür. Ap- 
pliquons le théorème de Gauss à la sphère de rayon r, de 
centre O, passant par P : 


4 
Qint soit 4x7? E=p.=nr° 
€ 3 
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b) 


c) 


d) 


e) 


f) 


Phénomènes de propagation linéaires : absorption, dispersion, émission Chapitre 12 


La force électrique est f = +eË soit 


e? 


a — " 


rür 
AEORS 


Le vecteur position est OP = rü- donc F = —KkOP qui cor- 

respond à la force de rappel d’un ressort de longueur à vide 
2 

€ 


nulle et de constante de raideur k = 7. 
ATEOR;, 





L'équation différentielle du mouvement de l’électron sur 
l'axe (P x) découle de la loi de la quantité de mouvement 
appliquée à l’électron dans le référentiel galiléen du labo- 
ratoire, en négligeant le poids devant la force électrique : 


. œ 4. 
f = me donc —-Kx = me soit Ÿ + — x =0 
Me 


donc wp = / A = 1016 rad-s-l avec Ro = 1071 m 


La prise en compte de la force de frottement et de la force 
électrique due au champ oscillant conduit à l'équation dif- 
férentielle 


—€Eo cos(wf) —-Kkx-— ax = me 


soit Me X + ax + KkX = —-eEp cos(wf) 


En régime sinusoïdal forcé, on cherche x(f) sous la 
forme X(D) = Xcos(wt +4) soit, en grandeurs complexes : 
x = Xel(6f+®), On remplace dans l'équation différentielle : 


= mew? + jka+k|Xe/ (+9) = ep eiot 


et on en déduit X et p en identifiant modules et arguments 
des deux termes. Le système possède donc un moment di- 
polaire P = eNP = —eXcos(wf + @)üx qui forme bien un 
dipôle oscillant. 

La nuit, les molécules de l'atmosphère ne sont pas excitées 
par l’onde électromagnétique solaire, elles n'émettent pas 





h 


TZ 


de lumière et le ciel est noir. Le jour, elles se comportent 
comme des dipôles oscillant vibrant en régime sinusoïdal 
forcé, excitées par l'onde électromagnétique solaire. Elles 
émettent donc de la lumière, le ciel est lumineux : même 
si le soleil n’éclaire pas une pièce, celle-ci est éclairée par 
diffusion. 


La puissance diffusée augmente fortement avec w, donc 
la lumière diffusée par le ciel est décalée vers les hautes 
fréquences, donc le bleu et le violet. La sensibilité de 
l’œil beaucoup plus importante pour le bleu que pour le 
violet fait apparaître le ciel bleu. Lorsque la lumière so- 
laire blanche traverse l’atmosphère, l'absorption par l’at- 
mosphère est elle aussi plus importante dans les hautes 
que dans les basses fréquences. Lorsque le Soleil est au 
zénith, la lumière nous parvient après traversée sous in- 
cidence normale de l'atmosphère (une quarantaine de ki- 
lomètres). Elle est donc apauvrie en radiations violettes 
et bleues, on perçoit donc la couleur complémentaire, le 
jaune. Au coucher du Soleil, la lumière nous parvient après 
traversée sous incidence très oblique de l'atmosphère (plu- 
sieurs centaines de kilomètres). Elle est donc apauvrie en 
radiations violettes, bleues, puis vertes, on perçoit donc 
la couleur correspondant aux plus faibles pulsations, le 
rouge. 


La formule donnant l'onde électromagnétique prouve que 
l'onde rayonnée dans la direction de l’axe du dipôle os- 
cillant est nulle. L'observateur ne perçoit donc que l’onde 
rayonnée par le dipôle ÿ, oscillant sur l’axe y. L’observa- 
teur est dans la direction relative définie par l’angle 0 = 5. 
Le champ électrique est donc dirigé seon le vecteur üp, 
c’est-à-dire le vecteur —-ü,. L'onde rayonnée par le dipôle, 
perçue par l'observateur est donc polarisée rectilignement 
selon ü,. La mise en évidence est possible en plaçant un 
polariseur (analyseur), en tournant son axe et en détectant 
une extinction lorsque son axe transparent est orthogonal 
à la direction de polarisation, donc quand il est selon üx. 
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CHAPITRE 1 3 


Physique quantique 


Thèmes abordés dans Les exercices 


Fonction d'onde. 

Densité de probabilité de présence. 
Normalisation. 

Équation de Schrüdinger. 

États stationnaires. 

Relations de Planck-Einstein et de de Broglie. 
Paquet d'ondes quantique. 

Vitesse de groupe, vitesse de phase. 
Courant de probabilité. 

Inégalité de Heisenberg spatiale. 
Puits de potentiel. 

Énergie de confinement. 

Effet tunnel. 

Barrière de potentiel. 

Double puits symétrique. 
Oscillations quantiques. 


9 © © © © © © © © © © © © © © © 


Points essentiels du cours pour la résolution des exercices 


© Effectuer la séparation des variables dans l'équation de Schrüdinger. 
+ Identifier la particule libre à un paquet d'ondes. 

+ Étudier une particule dans un potentiel constant par morceaux. 

+ Étudier une particule dans un puits. 

+ Expliquer l'effet tunnel et la radioactivité alpha. 

< Étudier les oscillations quantiques. 
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Les méthodes à retenir 


Effectuer la séparation des variables 
dans l'équation de Schrüdinger. 


408 


La fonction d’onde quantique à une dimension w(x, f) est une gran- 
deur complexe dont le carré du module est la fonction densité de 
probabilité de présence 


dP(x, t) 


— 2 5: * — 
px, 0) = [y [= w(x, D y" (x, n PE 





avec dP probabilité de trouver la particule à la date f dans l'intervalle 
[x, x+ dx]. La fonction d'onde vérifie l'équation de Schrôüdinger et la 
condition de normalisation. Pour une particule sur l’axe x, soumise 
à un champ de forces dérivant de l’énergie potentielle (on dit simple- 
ment potentiel) indépendant du temps V(x) 








.LÔW(XT) _ h2 dwy(x,t) 
in AED = JE UE 4 VOD D 
LE pt odr=i 
Les solutions stationnaires forment une famille fondamentale de so- 
lutions 


(x, ?) = u(r) : p(x) 


On écrit dans ce cas l'équation de Schrüdinger en séparant les va- 
riables, et l'égalité de fonctions de deux variables indépendantes f et 
x impose leur égalité à une même constante qu’on identifie à l’éner- 
gie E dela particule : 











1 du(t hd? 
ih—— UE) = — —— pu) +V(x) 
u(t) dt 2mwp(x) dx? 
1 dut) _ 
1 du Ep 
donc te ne (x) 
7 2mpx PEL +V(G9 =E 


| u(tH=e ir! 
soit 


L 900 + 2m (E — V(H)U0 = 0 


en prenant la constante multiplicative de u(t) arbitrairement égale 
à 1 (c’est @(x) qui porte la constante multiplicative). 

Ce calcul est un préalable incontournable à une grande majorité de 
sujets d’oral et d’écrit de physique quantique, il faut absolument le 
maîtriser. Dans la suite du chapitre, V(x) sera presque toujours une 
fonction constante ou constante par morceaux. 
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Identifier la particule libre à un paquet 
d'ondes. 


Physique quantique Chapitre 13 


Exemple : 


On peut mettre en évidence deux termes importants. 
a) Par identification, on peut définir la pulsation de l’onde 
w et ; 
e-ivt = e-int donc E = Aw 
qui forme la relation de Planck-Einstein. 
b) Si on identifie E à l'énergie mécanique, alors 


E-—V(x) =Ec 


énergie cinétique de la particule. Mais cette analogie est 
beaucoup trop naïve, et applicable seulement, avec des 
précautions, dans le cas de la particule libre. Dans d’autres 
situations, on verra que la particule peut exister (avoir une 
probabilité de présence non nulle) même si E —V(x) < 0, 
alors qu’une énergie cinétique est toujours positive en mé- 
canique classique. 








> Exercices 13.1, 13.2, 13.3. 


La particule libre n’est soumise à aucune force, le potentiel est uni- 
formément nul et l'énergie E de la particule est positive. La démarche 
de résolution est très spécifique et se fait en deux temps. 

a) L'équation spatiale (du type oscillateur harmonique) 


d'p(x n 2mE 
dx? h2 








(x) = 0 


se résout en grandeurs complexes (et pas en fonctions trigonomé- 
triques) en utilisant la relation E = Aw : 


. k2 = 2m 
(x) = Woer* avec 


Er = ie 
On en déduit la solution du type onde plane progressive harmonique 
YU D = u(DpG = yoe "PTE 

Mais cette solution n’est pas normalisable car 


px, À = WoW = Po ER; 


dont l'intégrale sur la droite réelle diverge. 
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b) Par linéarité de l’équation de Schrüdinger, toute superposition de 
solutions du type précédent convient. On forme donc un paquet 
d'ondes de spectre continu en pulsation spatiale k 


k | 
vx = | we EE 
ki 
On admet un résultat théorique : la largeur spatiale de la fonction 
d'onde Ax (qui représente l'intervalle des valeurs de x où la fonction 
d'onde n’est pas nulle) et la largeur spectrale en pulsation spatiale AK 
(ici k — k.) verifient la relation 


Ax-Ak=27 


On forme ainsi une solution qui résout les deux problèmes simulta- 

nément : 

e la fonction d'onde est normalisable car on intègre p(x, f) sur un in- 
tervalle de taille Ax fini ; 

e la particule n’est plus délocalisée sur la droite réelle infinie, ce qui 
n'avait pas de sens physique. 




















À amplitude y onde monochromatique p 
s 
k non normalisable 
À amplitude Av | paquet d’ondes 
1 \ 
P x 
RO oo À} fa d 
V normalisable 
D SR ——+ 
Ak A x 


Ce modèle du paquet d'ondes conduit à une convergence entre le 
point de vue de la mécanique classique et celui de la physique quan- 
tique, comme nous le montrons dans l'exemple, qu’on doit considé- 
rer comme une question de cours aussi incontournable que celle du 
paragraphe précédent. 


Exemple : 


La particule libre au sens de la mécanique du point pos- 
sède une masse m, une vitesse D = vü,, une énergie méca- 


nique égale à son énergie cinétique Ec = 5m v?, une quan- 
tité de mouvement ÿ = mv. 
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Physique quantique Chapitre 13 


La physique quantique décrit la particule libre par un pa- 
quet d'ondes, la fonction densité de probabilité de pré- 
sence permet de l’assimiler à un nuage (comme l’orbitale 
de l’électron en chimie) d'extension spatiale non nulle et 
finie. Si on teste la présence de la particule à l'extérieur de 
ce nuage, la probabilité de l'y trouver est presque nulle, si 
on teste cette présence au voisinage d’un point du nuage, 
et qu'on réédite l'expérience un grand nombre de fois, on 
a une fréquence de présence qui tend vers la probabilité 
quantique. Rapprochons les grandeurs mécaniques et les 
grandeurs ondulatoires. 

e Onidentifie les énergies 





E= fiw = ÉE h 
E-reave | : 2m» doncp=hk=— 
Ec=;mw=; À 


C’est la relation de de Broglie. 
e La largeur spectrale Ak en pulsation spatiale est donc 
proportionnelle à l'incertitude Ap sur la quantité de mou- 
vement 

Ap = hAk 


La relation admise entre la largeur spectrale et la largeur 
spatiale du paquet d'ondes donne donc 


Ax-Ak=27r=Ax-.Apzh 


qui est conforme à l'inégalité de Heisenberg spatiale. 
+ La relation k? = ru permet de calculer la vitesse de 


phase et la vitesse de groupe 
È os 
7 V 2m 


[2 Vo = 
k= ii donc di 
h v 2hw 


8 — m 


IE 





SE ” 


Il y a donc dispersion avec étalement du paquet d’ondes. 
+ On identifie la vitesse de groupe à la vitesse de la parti- 
cule 


Ve = 2ñw 
8 V m  doncp=mvy 
p=hk 





411 


Chapitre 13 Physique quantique 


Étudier une particule dans un potentiel 
constant par morceaux. 


412 


e Comme en diffusion thermique, en diffusion de parti- 
cules, en électricité, en mécanique des fluides, on peut dé- 
finir un vecteur densité de courant de probabilité 


: hk 
JCX, 8) = px, 0 D, (x, 0) = (x, D (x, td) _ 








+ Exercices 13.4, 13.5. 


Soit une particule de masse m et d'énergie E dans un champ de force 
dérivant d’un potentiel constant par morceaux, dans une suite d’in- 
tervalles 

Vxela,,b,], V(x =V, 


Voici les règles de calcul pour déterminer les solutions stationnaires. 
a) La pulsation w vérifie l’équation de Planck-Einstein 


E= Aw 


b) On résout l'équation spatiale de Schrüdinger dans chaque inter- 
valle. 
e SiE> V, alors 


j ; 2m(E-V 
(x) = Aer +B,e Ex avec k = en 
e SiE< V, alors 
x La h2 
p(x) = Apeÿ +B,e 5 avec Ô = ETS] 


+ SiV, = +oo alors p(x) = 0. 

À ce stade, les inconnues sont les coefficients complexes À, et B,. 

c) On écrit les relations de continuité. Soit x, une abscisse de saut de 
potentiel. 

- Il ya toujours continuité de en x, 


p(x,) = px) 


e Sila discontinuité IV(x;) — V(x,)l est finie, il y a aussi continuité de 
la dérivée de w en x,. 
p'(x,) = p'(x,) 
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d) La fonction densité linéique de probabilité vaut 


—iwt  * 


p(x, #) = (x, d) +" (x, 0) = et p(x) ep" (x) 


donc p(x, t) = p(x) = p(x)p* (x) = |p(x)[? 


et la condition de normalisation s’écrit 


Î p(x)dx=1 


=—00 


Cette intégrale est la somme des intégrales sur chaque intervalle. 


Exemple : 


Une particule d'énergie E est placée dans un puits de po- 
tentiel rectangulaire infini 


Osixe [0,4] 


V(x) = . . 
+oo six<0ou six>a 





#7 
7 
7 
7 
, 
7 


# 








: _E 
a) La pulsation vaut w = . 


b) Le terme spatial de la fonction d'onde vaut 


Aeïk* +Be-iE* si xe [0, a] 


gun =| 0Osix<0Oou six> a 


c) Le saut de potentiel est infini en x = 0 et en x = a. On 
n'écrit donc que la continuité de , pas celle de sa dérivée. 


(x = 07) = p(x=0*) _— A+B= 0 | 
p(x= a) = p(x= a") Aeïtä+Be-ika_0 


à B=-A 
ONCE À 2jAsin(ka) = 0 


Si sin(ka) Z 0, alors À = 0 donc B = 0, et la fonction d'onde 
est uniformément nulle, il y a absence de particule. 
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Étudier une particule dans un puits. 
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On exclut ce cas donc 


sin(ka) = 0 soit ka= nn, neN 


27 . 
ou —a=nnrsoita=n— 
À 2 


qui correspond à la quantification des longueurs d'onde 
d’une corde fixée à ses deux extrémités. 
d) On en déduit 


_— . . nnx > . 2 nAX 
@(x) = 2iAsin(Kx) = 2iAsin gs et p(x) = |A|” sin ad 
On en déduit [A] par la condition de normalisation, son ar- 


gument ne pouvant être déterminé que grâce à la condi- 
tion initiale. 








> Exercices 13.6, 13.7, 13.8. 


Une particule d'énergie E placée dans un puits rectangulaire infini de 
largeur a possède une pulsation spatiale quantifiée, imposée par les 
conditions aux limites. On en déduit la quantification de l'énergie et 
de la quantité de mouvement 


ka=nn, neN Re 


k= Es -{ En En 24 
Pn=n; 


P=r 





Pour ñ = 1, on en déduit deux propriétés quantiques importantes. 
a) L'énergie minimale de la particule est l'énergie de confinement 


rh 


Econf = =—> 
7 2ma? 


b) Dans une interprétation classique, la particule est délocalisée et 
l'incertitude sur sa position est Ax = a ; dans ce puits, elle effectue 
des allers-retours permanents entre les deux bords, sa quantité de 
mouvement est ÿ = +. L'incertitude sur la quantité de mouve- 
ment est donc l'écart entre les deux valeurs extrêmes 


a) Car)]- 
Ap=||—uü;|-|-—ùx 
2a 2a 


On retrouve ainsi l'inégalité de Heisenberg spatiale 








a 


Ax-Ap=hdoncAx-Apzh 
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Le puits rectangulaire infini est un modèle peu réaliste. Pour un puits 
de profondeur finie, la fonction d’onde n’est pas rigoureusement 
nulle dans les domaines x < 0 et x > a. On observe alors des ondes 
évanescentes dans ces deux domaines, qui ont pour effet un élargis- 
sement effectif du puits de potentiel. L'incertitude spatiale est donc 
plus grande, et d’après l'inégalité de Heisenberg spatiale, si Ax croît, 
Ap décroit, donc p décroît, donc k décroît, donc E = es décroît. On 
retient donc les propriétés qualitatives 
élargissement effectif : la largeur effective du puits de profondeur 


finie est plus importante que celle du puits infini ; 


abaissement des niveaux d'énergie : l'énergie de confinement et 
les énergies quantifiées du puits de profondeur finie sont moins 


importantes que celles du puits infini. 


Exemple : 





Le plus simple des puits de potentiel de profondeur finie 
est le puits rectangulaire 


V(x) = Dsi=sexe avec0<E<Vo 
Vosix>s 
V 
Vo 
E 
X 
—a/2 0 a/2 


Posons 


2mE 2mVo h? 
k = n k = t Ô = ————— 
Val \ 2m(Vo-E) 


Les solutions stationnaires dans les trois domaines 
s'écrivent w(x, t) = e"*!(p(x) avec 








x Æ 
Ae5 +Bie 5 six < 5 
(x) = | Aeïkr+BeriEx gi -2<x< 
p 2 
x =# . à 
Aeÿ +Be 5six>? 


DIS 


La divergence des fonctions exponentielles conduit à 
prendre B; = A, =0. 
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Cherchons les solutions paires pp en prenant A=B et 
A: — B. 


x . 
Be six < LL 
2 L 
@p(X) = Acos(Kx) = Sérs 
Be $ six > L 


La discontinuité de potentiel étant de hauteur finie en 
x= 5, il y a continuité de et de sa dérivée ®” : 


a donc tan — = — 


ACosS . = Be” ka 1 
—kAsin Et = -%67% 2 kô 


En utilisant les expressions de k et à, et en élevant au carré, 
on en déduit 


tan? £e = ME _ sin? £e = cos? Et _ cos? Et 
tan . z0 tan . z0 


2ka _E _k& ka| _ k 
de Pose NE et À ee = 
tan 2>0 
_ ka _ 2 2 à Pan: 
En posant u = = et B = ak? cette équation s écrit 
[cos u| = fu avec tanu>0 


Cette équation se résout graphiquement en cherchant l'in- 
tersection entre les deux courbes. 


Bu 


U 
0 æ2 31/2 5n/2 72 7 





Il y a donc un nombre fini de solutions paires du type 
T 
Un < rs avecn=2N+1,NEN 


nr? 


ma? 





| T 
soit k<n— donc E <= 
a 


Ce qui prouve l’abaissement des niveaux d'énergie par rap- 
port au puits infini. 








+ Exercices 13.9, 13.10. 
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Expliquer l'effet tunnel et la La barrière de potentiel est un cas particulier de potentiel constant 
radioactivité alpha. par morceaux. Une particule de masse m et d'énergie E < V, subit un 
ensemble de forces dérivant du potentiel 


Vosixe [0,4] 


FE= Osix<O0Oousix>a 


y 
Vo 





0 a 


On parle de barrière car, en mécanique classique, il est impossible 
pour la particule de se trouver dans l'intervalle [0, a] puisque son 
énergie E est inférieure à l'énergie potentielle V,, et l'énergie ciné- 
tique serait donc négative. 

Les solutions stationnaires de l’équation de Schrôdinger s’écrivent 


Aer + Be ilx si x <0 
x LE 
TX) avec @(x) = | A2eë +B,e 5 si0<x<a 
Age + pe si x> a 


2mE h? 
avec k = et Ô = 1) —— 
h? 2m(Vo — E) 


La détermination complète des six constantes d'intégration com- 

plexes est assez fastidieuse, et inutile pour expliquer qualitativement 

l'effet tunnel : une particule incidente dans le demi-espace x < 0 

donne naissance à une onde évanescente dans la zone 0 < x < a, avec 

une épaisseur de peau ô. 

+ Si a > à, cette onde s’évanouït réellement et l’onde ne peut pas 
franchir la barrière. 

e Sia est inférieur à environ 56, l'onde évanescente créée en x = 0 
n’est pas nulle en x = a et peut donner naissance à une onde pro- 
gressive d'amplitude non nulle qui se propage dans le demi-espace 
x > a, la probabilité de franchissement de la barrière par la parti- 
cule n’est pas nulle. 

Le coefficient de transmission fourni par l'énoncé est le rapport 

entre les normes des vecteurs densité de courant de probabilité 


i 


vx, D =e 





= IJCx > a) || 
IFCx < 0)| 


et peut être assimilé à la probabilité de traversée de la barrière. 
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Étudier les oscillations quantiques. 
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On explique ainsi la radioactivité alpha. Un noyau instable est sus- 
ceptible de libérer un noyau d’hélium, appelé particule alpha. Pour 
se libérer, cette particule doit vaincre les forces de cohésion du noyau, 
dont l'énergie potentielle associée forme une barrière de potentiel. 
Par effet tunnel, la probabilité de libération est donc celle de traversée 
de la barrière. On explique ainsi le caractère aléatoire du processus. 


Exemple : 


Une expression approchée du coefficient de transmission 
est 
p2 


T'= Te? avec Ô = 1] ——— 
2m(Vo — E) 


Si un flot de particules d'énergie E aborde cette barrière, 
déterminons la valeur de a permettant de ne laisser passer 
qu'une particule sur un million par exemple. 


—6 





=) Z —6 a ‘ Ô 6 
Toe “5 =10 donc 23 = In soit a = >; m0 To) 


0 


h 
soit 4 = In(10ÎT 
2V2mtWVs -E) Ce 








— Exercices 13.11, 13.12, 13.13, 13.14. 


La superposition de deux états stationnaires n’est pas un état sta- 
tionnaire. En particulier, deux solutions stationnaires d'énergies dis- 
tinctes FE, et FE: sont asscoiées à des pulsations différentes w et &2. 
La densité linéique de probabilité de présence est alors la somme des 
densités de chaque état et d’un terme d’oscillations quantiques entre 
les deux états de pulsation 


E> -E; 





&12 — 


Cette relation fondamentale met en évidence la possibilité de cou- 
plage entre un atome à deux niveaux d'énergie et une onde électro- 
magnétique de pulsation w:, à la base du phénomène d'émission 
stimulée dans un laser. 
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Dans le respect du programme, l'étude est axée sur Le cas d’un poten- 
tiel V(x) pair. Voici la démarche du raisonnement. 

a) L'étude mécanique d’un point matériel de masse m soumis à un en- 
semble particulier de forces conservatives permet d'exprimer l’éner- 
gie potentielle Ep(x) dont leur somme dérive. 

b) On trace l'allure de son graphe et on le modélise par un champ de 
potentiel V(x) constant par morceaux et pair. 

c) On cherche les deux états stationnaires symétrique (p? fonction 
paire) et antisymétrique (4, impaire). On calcule les énergies asso- 
ciées EP et Er. 

d) On en déduit la pulsation des oscillations quantiques 


L (Ep — El 


OPpr 
h 


Exemple : 


Considérons le puits infini rectangulaire défini par 





i a 
Vo= Osilxl<; : 
+00 si|x| > L 
5 
Ÿ 
—a/2 a/2 


Les solutions stationnaires paires et impaires s’écrivent 
V(x, ?) = u(f)wp(x) avec respectivement 


c k = 


p(x) = Acos(Kx) 2mE 
r(x) = Bsin(kx) D R2 


Les conditions aux limites donnent respectivement 


ka I 
H=S+nn 

donc { 2,  ? 

=mn 


| cos 2 = 0 
2 


0 ka _ 
sin = 0 
En prenant n = 0 et m = 1, on en déduit les premiers états 
stationnaires 
= ax 2E, = ET 
p(x) = Acos = avec Ep=E =; . 
p1(x) = Bsin 2 avec Ej = E> = 4E, = TX 


a ma? 








419 


Chapitre 13 Physique quantique 


Voici les allures des amplitudes et des densités de probabi- 
lité. 


19, A9, 


Vx 
LE 





7 
Z 
L NT 


AP, 5 AP, 








X X 
= Lt 





La pulsation des oscillations entre les deux états est 


Er -— Ep .: 3hn° 
h  2ma 








Opr — 








> Exercices 13.15, 13.16, 13.17. 


Énoncés des exercices 
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Séparation des variables pour la solution stationnaire de l'équation de 

Schrüdinger 

L'équation de Schrôüdinger pour une particule de masse m soumise à un ensemble 

de forces dont la résultante dérive du potentiel énergétique indépendant du temps 

V(x) s'écrit 

Oy(x,t) _  h? dwy(x,n 
Ôt 2m  Ôx2 


On cherche une solution stationnaire sous la forme 


ih 





+V(Ow(x, t) 


(x, D = u() : px) 
a) Donner les expressions des dérivées partielles 


ap dW(x, 
ôt Ôx2 


en fonction de u(t), p(x) et de leurs dérivées. 


b) En déduire que l'équation de Schrüdinger peut s’écrire sous la forme de l'égalité 
entre deux grandeurs homogènes à une énergie 


A(t) = B(x) 


c) En déduire les équations séparées vérifiées par u(f) et p(x). 
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Particule libre sur un cercle 


On donne les expressions du Laplacien en coordonnées cartésiennes et en coordon- 
nées cylindriques : 


: dv SV, dv se 6 ŒSE 1 dv, ov 
7 Ôx2 Ôy2 Ôôz2 _ rôr\ ôr] r2602 022 


Une particule de masse m est libre de se déplacer sur un cercle de rayon R. La posi- 
tion d’un point M est repérée par l’angle polaire 6. 


a) Par analogie avec l'équation de Schrôdinger unidirectionnelle, proposer une 
équation indépendante du temps pour ce problème. 


b) Quelle condition aux limites peut-on proposer pour une fonction d’onde station- 
naire w ? 


c) En déduire l’ensemble des solutions stationnaires w,(0) où n est un entier de 
quantification. 


Particule dans un potentiel hyperbolique 


Une particule d'énergie E évolue dans un potentiel 


+00 si x < 0 


À 
- six >0 


V(x) = 





On donne, pour a > 0 : 


on -ax nl 
Î X e dx = rs 
x=0 œ 


a) Écrire l'équation de Schrüdinger spatiale vérifiée par le terme (x) de la solution 
stationnaire de pulsation w. 


b) Chercher une solution du type 


(2 = Cxe”K* 


Déterminer les expressions de k et de E correspondant à ce type de solution. Don- 
ner l'allure des profils énergétiques en traçant E et V(x) sur le même graphe. 


c) Calculer la valeur de C, supposé réel positif. 


d) Calculer < x >. 


Normalisation d’un paquet d'ondes 


La superposition d’un nombre fini de fonctions d'ondes planes progressives mono- 
chromatiques, de vecteurs d'onde ki üx,..…., knüx et d'amplitudes complexes 


WO1» -. Won 


s'écrit sous la forme d’une somme discrète 


o j ec. 
wy(x, 0 = Y poje wit-kix) 
i=] 
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Un paquet d'ondes possède un spectre continu dont la densité spectrale est 


a(k) = du et dont la fonction d'onde est une somme intégrale 


+00 


+00 +00 : k ; k 
Y(x, 0 = Î dy(x, 0) = dyoter @r-k0 = Î a(he” oi-kN GE 


C=—00 =—00 =—00 


Un paquet d'ondes possède un profil spectral rectangulaire s’il possède un spectre 
continu dont la densité spectrale est constante sur un intervalle : a(k) = «op pour ke 


Le — dk, Ko + LE] et nulle partout ailleurs. Ak est la largeur spectrale et on suppose 
que AK << ko. 


a) Pour k = ko, donner l'expression de la pulsation w(k = ko) = w9 et de sa dérivée 
Vg = — (&= ko) en fonction de ko et de la masse m de la particule. 
b) On fait le développement limité au premier ordre 


00 = 00+ + Ko) = Lo + vo) 


on pose x =X+ vgt etK= k-— ko. Écrire la fonction d'onde sous la forme 
AE 
w(x, à = ave" | À eX GK 
TR 


où on donnera l'expression de 6 en fonction de X et de t. 


c) En calculant explicitement l'intégrale, montrer que 


sin u 





ip .. XAk ; 
w(x, t) = age ‘PAKksinc Fa avec sinc u = 
u 


et en déduire l'expression de la densité linéique de probabilité p(X). 


d) La fonction sinc?u passe par un maximum absolu égal à 1 pour u = 0. Expliquer 
pourquoi v, est la vitesse de groupe. 


e) La fonction sine? u s'annule pour u = +x et elle est presque nulle en dehors de l’in- 


tervalle [-x, x]. En déduire la largeur AX du paquet d'ondes et vérifier l'inégalité 
d’Heisenberg spatiale. 


f) On donne fe sinc2udu = x. en déduire la valeur de la constante de normalisa- 
tion @o. 


Équation de conservation particulaire 

Une particule de fonction d'onde complexe y1(x, f) et de densité linéique de probabi- 
lité px, t) = w(x, ) :w* (x, 1) vérifie l'équation de Schrôüdinger à une dimension dans 
le champ potentiel V(x). 

a) Écrire l'équation de Schrôüdinger (E) vérifiée par w. 

b) Écrire l'équation combinaison linéaire (E/) = [v*-(E)] -[w-(E)*]. 


c) On pose J(x, f) = 5 w* ou ve Traduire l’équation (E/) en fonction de 


p(x, t) et de J(x, f). 


d) Justifier que pour une particule libre de pulsation w J(x, f) coïncide avec la densité 
de courant donnée par le cours. 
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Normalisation de la fonction d'onde dans un puits rectangulaire infini 


Une particule de masse m et d'énergie E > 0 est placée dans un puits de potentiel 
infini de largeur a. On a montré en cours que ses états stationnaires sont quantifiés 
par un entier naturel ñ non nul et que 


(x) = 2iAsin(kx) 


où À est un complexe. 
a) Donner l'expression de la fonction d’onde wy(x, f). On prendra wo = 1. 


b) On pose À = —-ia où «à est un réel. Déterminer la valeur de a pour assurer la nor- 
malisation de la fonction d'onde. 


c) Représenter graphiquement (x) et p(x) pour n = 2. 


Butée sur une marche de potentiel de hauteur supérieure à E 


Une marche de potentiel (0 — Vo) est un potentiel stationnaire (indépendant du 
temps) défini par 
0 pour x < 0 


Vas Vo > 0 pour xz0 


Une particule incidente de masse m bute sur cette marche de potentiel, c’est-à-dire 
qu'elle se propage dans le sens des x croisants, en venant de -c, avec une énergie 
E < Vo. 

V 


Vo 


E 


X 
= 





a) Donner les solutions pour les termes spatiaux de la fonction d'onde (x) pour 
les deux domaines x < 0 et x > 0, en fonction de 4 constantes d'intégration com- 
plexes, de la pulsation spatiale k et de l’épaissseur de peau à définies par 


52 
k= — etô= = 
h2 2m(Vo —E) 


b) En déduire les fonctions d’onde w1(x, t) dans les deux domaines et justifier que 
l’une des constantes d'intégration est nulle. 





c) Écrire les relations de continuité en x = 0, en déduire deux relations entre les trois 
constantes restantes. 


d) Exprimer la densité de probabilité dans le domaine x > 0. Pourquoi sa non-nullité 
est-elle un phénomène purement quantique ? 
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Réflexion et transmission sur une marche de potentiel de hauteur infé- 
rieure à E 

Une marche de potentiel (0 — V5) est un potentiel stationnaire (indépendant du 
temps) défini par 
0 pour x < 0 


VS Vo >0 pour xz0 


Une particule incidente de masse m aborde cette marche de potentiel, c’est-à-dire 
qu'elle se propage dans le sens des x croisants, en venant de -c, avec une énergie 


E> Vo. 


V 
E 


X 
ot 





a) Donner les solutions pour les termes spatiaux de la fonction d’onde (x) pour 
les deux domaines x < 0 et x > 0, en fonction de 4 constantes d'intégration com- 
plexes et des pulsations spatiales 


: 2mE : 2m(E — Vo) 
AVR SR 


b) En déduire les fonctions d'onde w1(x, t) dans les deux domaines et justifier que 
l’une des constantes d'intégration est nulle. 


c) On définit les vecteurs densité de courant de probabilité associés aux trois termes 
restant, qu’on nomme respectivement 


J;, Jret]J; 


pour incident, réfléchi et transmis. Exprimer ces trois vecteurs en fonction des 
trois constantes restantes. 


d) En déduire les coefficients de réflexion et de transmission 


DU = Url 





DA ID; 


en fonction de k et k. 


e) Donner le sens physique de R et T, donner et interpréter la relation algébrique 
très simple qui les lie. 
f) CalculerRetT si Vo = k. 
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Potentiel harmonique 


Une particule de masse m se déplaçant sur l’axe (O, x) a pour fonction d'onde 


mooxZ 9 
tt 


,f)=A 
VOTRE 2h 2 








On donne, pour a > 0 : 


+00 : 2 T +00 : 2 T 
Î ewax= re [ x2e % dx= 1 
X=—00 a =—00 4x 


a) Préciser les dimensions de A et wp. 

b) Déterminer les valeurs possibles pour A. 

c) Déterminer l'énergie de la particule. 

d) Déterminer le potentiel V(x) associé à la fonction d'onde proposée. 


e) On prépare N particules, avec N > 1, dans cet état et on mesure pour chacune 
d’elles l’abscisse x. Exprimer la valeur moyenne < x > de ces mesures. 


À : 1 22 
f) Même question pour < 3 MWGX* >. 


Puits semi-infini 
Une particule de masse m est placée dans un champ énergétique de potentiel 
+00 pour x <0 
V(x)=| Opour0<x<a 


Vo>0pourx>a 


On cherche une solution stationnaire d'énergie E de l'équation de Schrüdinger et on 
suppose que 0 < E < Vo. On pose 


__ J2mE __/2MmVo . h2 
k= F3 :- K9= ES et = 2m(Vo -E) 
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a) Justifier qu’on peut chercher le terme spatial de la fonction d’onde sous la forme 


0 pour x <0 
px) = Ajeik* +B1e- Ex pour 0 < x< a 
X X 
A2e 5 +B2eë pourx>a 


b) Justifier que B2 = 0. 


c) Par application des conditions de continuité, écrire le système de trois équations 
vérifiées par A, A2 et Bi. 


d) Enéliminant ces trois constantes entre les équations, établir la relation entre k, a 
et Ô. Montrer qu’on peut l'écrire sous la forme |sin(ka)| = Ë avec tan(ka) < 0. 


e) Cette équation se résout graphiquement. Voilà l'allure des fonctions |sin(x)| et $ 


pour f= % et pour B = 5x : 





12. 127 
1] 7 = 

08) / \ / \ 

Vo61 / \ / \ 

041 / \ \ 


| \ / \ 
021) \/ \ 
































En déduire que : 

— Si ko < 7 le problème n’a pas de solution stationnaire ; 

— si ko > 35, il n'y a qu’un nombre fini de valeurs possibles pour l’énergie et le 
problème est quantifié ; 

- ko > LL on retrouve la quantification du puits infini. 


Ben ee Expression du coefficient de transmission dans l'effet tunnel 


Le coefficient de transmission d’une particule d'énergie E > 0 à travers une barrière 
de potentiel de hauteur Vo > E et de largeur a est 





4k? ki = V2mME 

T= ———— —— avec h 

(k? + K2)2sh2(k2 a) + 4KŸ kÈ ko = 000 

a) Que représente la grandeur E ? 

b) Justifier que la barrière est pratiquement infranchissable si elle est très haute 
(Vo — +) ou si elle est très large (a — +oo). 


c) SiE est de l’ordre de grandeur de Vyoet a > montrer que T = To e 2k2a, 
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Microscope à effet tunnel 


À l'échelle nanoscopique, la surface d’une plaque métallique possède un relief très 
tourmenté. On dessine un carré de 10 nanomètres de côté et on le subdivise en cent 
cellules de 1 nanomètre de côté. Le relief du grand carré pourra être reconstitué si 
on peut mesurer l’altitude moyenne de chaque cellule, mesurée par rapport à une 
altitude de référence. Pour cela, on déplace une pointe très fine à une altitude parfai- 
tement constante au dessus de chaque cellule et on cherche à mesurer la distance a 
entre la cellule et la pointe. 


L | X 
ponte K l 
Ï 

a 


pointe 


cellule 7 
Lx cellule V 0 


sh 














plaque 


La plaque et la pointe sont au potentiel électrique nul U = 0 et l’espace vide qui 
les sépare au potentiel U = Uo. La masse d’un électron est m = 9,1: 10751 kg, sa 
charge est —-e = —-1,6- 1071 C. Son énergie E est de l’ordre de grandeur de kgT (où 
kB = 1,38: 10723 J-K-1 est la constante de Boltzmann et T = 300 K). 


a) 


b) 


c) 
d) 


e) 


À quelle condition le système {cellule,pointe} est-il assimilable à une barrière de 
potentiel énergétique ? On notera désormais Vo = eUo. 


Le coefficient de transmission des électrons de la cellule vers la pointe vaut 


h2 


2 
T=Te F AVEC Ô = 1] ——— 
2m(Vo — E) 


On suppose que E est du même ordre de grandeur que Vo ; calculer l’ordre de 
grandeur de a qui permet de distinguer nettement les valeurs des altitudes des 
différentes cellules. 


Pourquoi un courant électrique peut-il être détecté dans la pointe ? 


Comment la mesure de ce courant donne-t-elle accès au relief de la plaque ? Faire 
une réponse en cinq lignes ou sous la forme d’un diagramme explicatif. 


Un dépôt a été réalisé sur une partie de plaque parfaitement plane. En déplaçant 
la pointe en différents points de la surface de la plaque, on mesure une intensité 
du courant maximale supérieure de 19 % à l'intensité minimale. Quelle est l’épais- 
seur du dépôt si on prend à = 10 nm ? 
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Radioactivité a 

Un atome d’hélium 4 est constitué d’un noyau formé de deux protons et de 
deux neutrons, et d’un nuage électronique formé de deux électrons. La radioac- 
tivité à est l'émission par un atome d’un noyau d’hélium ; la radioactivité f7 
est l'émission d’un électron. On donne e = 1,60: 10719 C, Me = 9,11: 10731 kg, 
Mne = 4,00-107% kg-mol-!, .#A = 6,02-1023 mol-!, h = 6,62-107%4 J.s, A = 1,05- 
10 °*Jes. 


a) Approximation WKB. On considère une barrière de potentiel non uniforme : 
Vxef{a,b], E<V(x) avec V(a) = V(b) 


On cherche une solution de l’équation spatiale de Schrüdinger sous la forme 


pQ = fe 00) 


L'approximation Wentzel, Kramer, Brillouin consiste à négliger le terme f”/(x) 
devant les autres termes dans l'équation. 


i) Montrer que 


2m(E -V(x)) 


F0" 0 + 2f/ 00" (x) = 0 et 8/7 (x) = F 
( 


ii) On pose O(x) = ia(x) où a(x) est une fonction réelle de x. En déduire que 


X = 
(x) = po [V(x) EU : e-% avec a(x) = \/ TT — du 
0 


ii) Montrer que le coefficient de transmission est donné par 


2 b  f2mWW-E) 
= e ?Ja = A du 


@(b) 


T = 
(a) 





b) Radioactivité a. On considère la réaction suivante 
226 222 4 
88 Ra — gç Rn+ ;He 


Les termes radium (Ra), radon (Rn) et radioactivité ont la même racine étymolo- 
gique. La particule alpha est le noyau d’hélium. On considère un modèle simple 
où cette particule est attachée au noyau par une force électromagnétique, et peut 
s'en détacher à condition qu’il franchisse la barrière de potentiel dont la forme 
mathématique est 


—Vosir<R . 
_2)e2 avec Z = 88 
2(Z-2)e R 


V(r) = ; 
rer Sir > 








i) Expliquer la forme proposée pour V(r) et tracer l'allure de cette fonction pour 
r>0. 
2Z-2)e? 
ATEoR 
peut se libérer de l’atome de radium et expliquer en quelques mots com- 
ment on pourrait calculer la probabilité de libération grâce à l’approximation 


WKB. 





ii) L'énergie de la particule a est E € ]o. [ Expliquer par quel effet elle 
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Effet Ramsauer 


La vapeur d’hélium peut être, dans certaines conditions, parfaitement transparente 
à un faisceau d'électrons : c’est l’effet Ramsauer dont on veut donner un modèle 
quantique simplifié. 

Première partie : étude du profil énergétique. 

On assimile l’atome d’hélium à un noyau ponctuel immobile en O de charge 2e au 
centre d’un nuage électronique sphérique de rayon ro et de densité volumique de 





charge uniforme po = +24. 

3710 
— es = > 

I 

l 0 72 

O r 
M 
; 
0 


a) Par application du théorème de Gauss, montrer que le champ électrique en un 
point M à la distance r de O vaut 


Üsir>ro 
É=E(r)ür avec E(r) = r 1 y] … 

—— —L|sir<r 

2TE0rG 72 0 

b) En déduire le potentiel électrique U(r) en prenant un potentiel nul à l'infini 
et en assurant sa continuité en r = ro. On donne en coordonnées sphériques 
grad U(r) = ou ür. 

c) Un électron provient de x = —- sur un axe (H,x) où H est situé à l’intérieur du 
nuage électronique, à la distance OH = = du noyau. Donner l’expression de son 
énergie potentielle V(x) = —-eU(x) en distingant x < -a,xe[-a,aletx>a,oùon 
précisera l'expression de a en fonction de ro. 


d) Tracer l'allure de V(x) (l'étude de la fonction n’est pas demandée, on pourra se 
contenter de reproduire la courbe obtenue à la machine). 


Deuxième partie : calcul du coefficient de réflexion. 
On modélise le potentiel énergétique V(x) de la question précédente par un potentiel 
constant par morceaux : 


Osix<-a 
V(x)=| -Vosi-a<x<a 
Osix>a 


On braque dans la direction et le sens de ä, un faisceau d'électrons de masse m, de 
vitesse v d'énergie E = àmu? >0>—Vo. On pose 


.: 2mVo : 2m(E + Vo) . 2mE 
REV me Ve SV R 
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a) Dans la zone [-a, a] (où le potentiel est constant égal à —-Vo), on cherche une 
solution stationnaire de l'équation de Schrôüdinger sous la forme 


(x, 1) = u(r) :p(x) 


Établir l'expression de u(f) (on précisera la relation entre w et E) et l'équation 
différentielle du second ordre vérifiée par (x). 


b) Justifier en quelques mots qu’on peut prendre 


AjeiKX+Be KT six < a 
(x) = Apeikx + Be ikx Si —-a<x<a 
AselKT six> a 


c) Écrire le système d'équations liant les différents coefficients complexes. 


d) On note les vecteurs courants de densité de probabilité 


TZ 


: ohK_ > 2RK " 2RK . 
Ji=lAf—üx, Jr=-1Bilf— x, etJs = Ag —üx 
m m m 
Et on définit les coefficients de réflexion et de transmission 


R= F1 tT= IJz1l 


etT=— 
51 I 





Quel est le sens physique de T et de R et quelle est la relation qui les lie ? 


Troisième partie : effet Ramsauer. 
Pour la suite, on admet les expression suivantes (le lecteur intéressé pourra les éta- 


blir) 
p2 sin? (2ka) T 1 2 


a ——— © = av 
1+ p2 sin? (2ka) 1+ p2 sinZ(2ka) 


0 
ec B = —— 
B 2kK 
Voici l'allure des variations de R (noté y sur le graphe) avec E (on a pris Vo=1,a=1 


et = 1) : 





0.06-, 
0.05 - 


0.04 - | 





y[0.03 + 
0.02 + || 


0.011 | 

















a) Pour quelles valeurs de E, R s’annule-t-il ? Est-ce cohérent avec la courbe don- 
née ? 
b) En quoiles résultats obtenus prouvent-ils l'effet Ramsauer ? 


c) Donner l'expression de la vitesse minimale v qu’il faut donner aux électrons pour 
observer cet effet. 
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Oscillations quantiques entre deux états 
Une particule possède deux états stationnaires d'énergies respectives E1 et E>. 
a) Donner les pulsations correspondantes w1 et w2. 


b) Exprimer les fonctions d'onde correspondantes en notant @1(x) et p2(x) les 
termes spatiaux associés. 
c) Exprimer les densités de probabilité p1 (x) et p2(x) correspondantes. 
d) On pose | 
D(x) = p1(0p> (0 = r(He 00 


Donner l'expression de la densité p(x, f) de la superposition des deux ondes en 
fonction de p1(x), p2(x), r (x), 8(x), E1 et E2. En déduire la pulsation w12. 


Superposition dans un puits 


On considère la superposition de deux états d’une particule dans un puits infini de 
largeur a : 


. (ax) jf . (27nx\ _;Et RE 
y, = A sin(—)e h +A2sin| —|e À avecE, =n 
a a 





2ma2 


a) Une particule de masse m et d'énergie E > 0 est placée dans un puits infini 
de potentiel situé entre x = 0 et x = a. En cherchant une solution stationnaire 
(x, f) = (x) : u(t), montrer que son énergie est quantifiée et justifier l’expres- 
sion proposée pour En. 

b) Établir la relation entre A1 et A. 


c) Pour la suite, on prendra Aj = A2 = Ti vérifier que ces valeurs conviennent. 


d) Représenter p(x, f) = |w(x, ?) (2 pour des valeurs de f bien choisies. 
e) Quelle est la période T des oscillations quantiques ? 


f) Calculer et commenter le produit AE x T où AE est l'incertitude sur l'énergie. 


Système à double puits, oscillations quantiques 


Le modèle mécanique (1) modélise le système quantique (2) : 

() :un mobile ponctuel M de masse m se déplace sans frottement sur un axe (O, x) 
horizontal ; il est relié à deux ressorts identiques de constante de raideur k et de 
longueur à vide 0, dont les extrémités sont fixes en F et G distantes de FG = 2b 
avec b < Lo ; 

(2) :une molécule est modélisée par une structure pyramidale dans laquelle l'atome 
central est fixe en O, d’axe (O, x) et les trois atomes P, Q et R se déplacent en res- 
tant coplanaires, dans un plan II d’abscisse x ; lorsque x change de signe, le mou- 
vement conjoint des trois atomees évoque le retournement d’un parapluie ; la mo- 
lécule d'ammoniac NH: est un bon représentant de ce modèle. 
































À 
F 
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Question préliminaire : donner l'expression de l'énergie potentielle élastique V(x) du 
système (1) en fonction de la variable x. La courbe représentative de V(x) est la sui- 
vante : 




















On suppose que cette fonction représente correctement le potentiel énergétique 
dans le système (2) et on le modélise par le potentiel continu par morceaux suivant : 


+oo pourx<—-3aoux>3a 
V(X=| Opourxel[-3a,-a]Ul|a,3al 
Vopourxe]-a,al 


On considère une particule de masse m et d'énergie E > 0. On pose k = 2m et 


Ô=1/ ie On suppose enfin que E  V,{ ce qui entraîne que kô = TE & 1. 


a) Comment peut-on expliquer que la particule puisse passer des valeurs de x néga- 
tives à des valeurs de x positives, et réciproquement ? 


b) On chercheles solutions stationnaires de l’équation de Schrüdinger sous la forme 


-E 
(x, 0 = wop(x) : e | ñ! où (x) est une fonction de x à valeurs réelles. Justifier 
que p(x) = w(x, t) - w* (x, t) est une fonction paire. En déduire que (x) est une 
fonction impaire qu’on notera ; ou paire qu’on notera pp. 


c) On propose les solutions suivantes 


x [-3a, a] ]-a,al [a,3a] 


p;(x) | -Isin[k;(3a + x)] Isin[K;(3a — x)] 


Pp(x Psin{[k, (3a + x)] Poch$, Psin[k, (3a— x)] 





Vérifier ou traduire les conditions aux limites en x = a et en x = 3a. En déduire 
que 
a 


ô; 


a 


tan(2k;a) = -k;ô;th 
ôp 


et tan(2kp a) = —Kpôpcoth 


d 


(Let 


Expliquer pourquoi ces deux équations définissent deux énergies distinctes Ep 

etE;. 

e) Ces équations peuvent être résolues graphiquement par tracé sur un même gra- 
phique des fonctions tangente, tangente hyperbolique et cotangente hyperbo- 
lique pondérées par le coefficient Kô. Elles se croisent au voisinage de ka = 3 ; 
à quelle énergie E, cette égalité correspond-elle ? 

f) Les valeurs approchées de E, et de E; sont très proches l’une de l’autre, et très 

proches de Eo. Donner l'allure des courbes représentatives des fonctions p;(x) 

et Pp (x). 
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g) On considère maintenant les superpositions de deux états stationnaires : 


1 
Va, D = — 


v2 


[px D —-w; (x, D] et wp(x, 0 = 


1 


73 [px D +; (x, 0] 


Si on fait l’approximation E; = E,, monter qu’on définit ainsi deux ondes station- 
naires. Tracer dans ce cas l'allure des fonctions spatiales p&G(x) et pp (x) associées, 
puis celle des densités linéiques pG (x) et pp (x). Expliquer les indices Get D choisis. 
Expliquer le choix du coefficient 7 


h) E; et E, sont légèrements différentes : E; -Ey = ÔE  Eo. Exprimer la fonction 
densité linéique p(x, f) en fonction de p&(x) et pp(x) et mettre en évidence un 
phénomène quantique qu’on peut nommer « oscillations de retournement ». Ex- 
primer la pulsation de ces oscillations en fonction de 6E. 


Du mal à démarrer 


La méthode de séparation des variables nécessite d’isoler les 


termes en f d’un côté, ceux en x de l’autre, puis on identifie ces 
deux termes à une même constante. 


. 7. d2p(x / 5 : 
On identifie 2 au laplacien, qu’on exprime pour (8). 


Sur un cercle, on a une périodicité de période angulaire 2x. 


La solution proposée doit être injectée dans l'équation de 


Schrôüdinger spatiale, et par identification, on en déduit E et k. La 
condition de normalisation permet de calculer C. 


Les questions (a), (b) et (c) sont bien guidées. Pour la ques- 


tion (d), le pic de probabilité correspond au maximum de la fonc- 
tion sinc?. Pour la question (e), la largeur du paquet est définie 
par les deux annulations de part et d’autre du maximum de la 
fonction sinc?. 


Tous les calculs se ramènent à des combinaisons linéaires et 


à des conjugaisons de grandeurs complexes. 


La normalisation de la fonction d'onde nécessite le calcul de 


l'intégrale d’une fonction sinus carré, qu’on linéarise, et le résultat 
se simplifie grâce à la relation de quantification dans le puits. 


Les solutions dans les deux domaines sont des combinai- 


sons linéaires d’exponentielles complexes là où l’énergie est su- 
périeure au potentiel, d’exponentielles réelles là ou l’énergie est 
inférieure au potentiel. La divergence de l’une des exponentielles 
réelles quand x — +c permet d’annuler l’une des constantes. La 
discontinuité du potentiel en x = 0 étant finie, il y a continuité de 
w et de 4’. 


Les équations de Schrôüdinger spatiales sont du type oscilla- 


teur harmonique pour x < 0 et pour x > 0. Les solutions font donc 
apparaître deux sommes d’exponentielles complexes, et quatre 
constantes d'intégration. Celle qui est nulle est celle qui corres- 
pond à une onde venant de +oo. Les continuités en x = 0 per- 
mettent dans un premier temps d'exprimer les coefficients de ré- 
flexion (r) en amplitude et de transmission (f) en amplitude. On 
en déduit Ret T. 





9 


La condition de normalisation permet de calculer |A]. L’iden- 


tification de la formule de Planck-Einstein donne E. L’introduc- 
tion de la solution proposée dans l'équation de Schrôdinger donne 
l’expression de V(x). Le calcul des valeurs moyennes est assimi- 
lable à un calcul d'espérance mathématique. 


Les relations de continuité donnent un système de relations 


qu’on combine pour éliminer les constantes d'intégration, on en 
déduit une relation entre k, 6 et a. En élevant cette relation au 
carré, en utilisant les formules de trigonométrie et les expressions 
de k et de 6, on en déduit l'équation qui définit k. Cette équation 
est résolue de façon graphique. 


Toutes les questions peuvent être traitées en utilisant les li- 


mites et équivalents des fonctions exponentielles. On rappelle que 


u a 
shu = 


La traversée par l’électron de la barrière de potentiel par ef- 


fet tunnel est régie par une loi statistique. Le nombre d’électrons 
qui passent est proportionnel à T, et ce nombre donne directement 
l'intensité du courant électrique. On en déduit que i dépend de la 
distance entre la pointe et la plaque, on peut donc reconstituer le 
relief de la plaque grâce à la saisie des valeurs de i. 


En injectant la solution proposée, et en identifiant les coef- 


ficients de à d’une part, les autres d’autre part, on en déduit un 
système d'équations en f et en 6. Leur intégration donne l’expres- 
sion attendue. 


La première partie est un simple exercice d’électrostatique. 


L’allure du potentiel évoque bien un puits de profondeur finie. 
Dans la deuxième partie, les solutions en exponentielles com- 
plexes donnent des relations de continuité symétriques en x = +a. 
Les coefficients R et T peuvent être interprétés comme des proba- 
bilités dont la somme vaut 1. La troisième partie est une exploita- 
tion graphique des résultats. 


Le développement de la densité de probabilité associée à la 


somme des deux ondes fait apparaître deux termes carrés (p1 et 
p2) et deux termes rectangles qui se simplifient grâce à l’introduc- 
tion de r(x) et (x). 
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La question (a) est une question de cours. La normalisation 


donne une relation entre A1 et A», il est inutile de chercher à la ré- 
duire à la question (b). À la question (c), on vérifie que les valeurs 
proposées conviennent, il faut pour celà calculer trois intégrales 
de fonctions trigonométriques. 


Les relations de continuité donnent des relations entre sinus, 
sinus hyperbolique, cosinus et cosinus hyperbolique. On en déduit 
les relations demandées. La fin de l’exercice nécessite l’utilisation 
d’un outil de tracé de fonctions. 


Corrigés des exercices 


a) Les dérivées partielles s’écrivent 


Oy(x, t) dw(x, 1) 


! = I 
Se u (#)p(x) et ae u(#)@ (x) 





b) En remplaçant dans l'équation de Schrüdinger 
h2 
ihu! (px) = - u(#p" (x) + V(Hu(Hp(x) 


En divisant par (x, t) = u(t)@(x) 


_u(#) F2 


EE —_— JE 
u(t) _ 2mpQ9 * FEV 





qui est bien du type A(#) = B(x). 


c) Si on dérive cette dernière égalité par rapport au temps, 
puis par rapport à x, on obtient 


! = 
AE donc A(f) = cste = B(x) 


B'(x) =0 


Comme B(x) est homogène à V(x), il est homogène à une 
énergie et on identifie la constante à l'énergie de la parti- 
cule E. On en déduit les deux équations données dans le 


cours ; 
ph 4) — 
RTE =E 
= 750 00 +V() = E 


a) L'équation de Schrôüdinger spatiale unidimensionnelle 
s'écrit, pour une particule libre (V(x) = 0) : 


2 
d“wp(x) LUE 0 


——— + 
dx2 h2 
: 2mE 
soit A@(X) + TE Vo =0 
Pour la particule sur un cercle, on écrit donc par analogie 


2mE 


1 d2w(6 
cs D, 2m y =0 


R2 de? 
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b) Par périodicité, p(6) = p(0 +2). 


c) L'équation se résout en 


R2E 
me 6+a 





(8) = Acos 


La condition aux limites donne 


2mR?E 


F2 -2T=n:21,nEN 


2mR?E 


h2 





donc = n° et Pn(0) = An cos(n0 + an) 


—i0n 


donc Yh(0, f) =Ane lcos(n0 + an) 


On pourrait déterminer A}, par normalisation de la fonc- 
tion d’onde sur 6 € [0,27]. 


a) D’après le cours, 


1 2m : 
p (x) + 77 E- VU) =0 


b 


TZ 


On vérifie que (0) = 0, conformément à la loi de conti- 
nuité de @ en x = 0. Calculons la dérivée seconde de w : 


(x) = Ce KX _ £Cxe XX 


(x) = _2kCe EX + K2CxeK* 
et on injecte dans l'équation spatiale 


2m 
kx + ——Ce 


—kx _ 
2 ai 


; …. 2mME 
—2kCe ** + k2Cxe”E* + re 


F2 Cxe 


soit, après simplification et identification 


c) L'énergie est donc négative, et le profil énergétique est le 
suivant : 


T 


La?) 


TZ 
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V{x) 


La condition de normalisation donne 


+00 
Î w(x, Dw* (x, Dadx=1 


OO 


Comme C est réel, p(x) aussi ; de plus, w est nulle pour 


x <0, donc 
+0 , 
Î p"(xX)dx=1 
x=0 
+00 2! 2 
soit | Ce 2Kx y = C2 = — = 

x=0 (2k)3  4k3 

3 

donc C =2k2 


La valeur moyenne est 


+00 +00 31C2 3 
<a>s | xp@dx= | Ce 2x x = = 
X=—00 x=0 


La relation de dispersion s'écrit 


h hk2 
w = —k? donc wp = —2 
2m 2m 


La vitesse de groupe s'obtient en dérivant la relation de dis- 


persion : 

dw À ko 

— = —k donc vg = — 

dk m Em 
La fonction a(k) est égale à la constante ao dans l’inter- 
valle [e — dk, ko + LE], nulle partout ailleurs. Exprimons 
l'intégrale, limitée à cet intervalle, en remplaçant k et x par 
les expressions fournies par l'énoncé : 


ko+ ilwot+v,kt-vekot-KX-kvgt) 
= age of VgRtvgRol KA RUet) q 
W(X, t) Î ag 20€ k 


Ko+ dE 
= —i(wot-vekot-KkX 
vtr9 = ao [| Et ( & )ak 
Ko 
Effectuons le changement de variable d'intégration pro- 
posé par l'énoncé K = k— ko donc k = K + ko et dk = 4K : 


Ak 
D. fo Rx 
vtx.9 = ao | ace i(wot-vgkot-KX-KoX) 7k 
K=- AE 
2 


(2k)4  2k 
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AK 
w(x, ” on - 


eKX GK 
Ak 


2 
On retrouve donc bien la formule donnée par l'énoncé 
avec $ = (50 — Vg ko)t — KkoX. 

c) Le calcul de l'intégrale est simple : 


ak ak 


2 : 1 ; 2 
I = eKXGK = — iRX 
K=- à iX 








AE 
2 


+ AE + AE . | 
XT op XT L 2isin X 


- Ak 
: SEXE 
iX 2 


soit I = 


XAKk : XAk 
soitI= Ak:sinc Ca donc w(x, f) = ape” PAK sinc D 


qui est bien la forme attendue. La densité linéique de pro- 
babilité est, par définition : 


> XAE 


px, à) = (x, t)-W* (x, 0) = ag AK? sinc 


d 


T 


Le pic de probabilité correspond au maximum de p(x, f), 
et est donc atteint, à la date f, lorsque X = 0 (maximum de 
la fonction sinus cardinal carré), soit 


X—vgt=0soitx=vgt 


v4 est donc la vitesse de déplacement du maximum de 
la fonction p, c’est donc celle de déplacement du paquet 
d'ondes, ce qui est bien la définition de la vitesse de 
groupe. 


e) Les bords de l'enveloppe délimitant le paquet d'ondes sont 
obtenus pour 


XAKk . 27 
—— = En soit X = +— 
2 Ak 


La largeur du paquet est donc 


= —-|-—|=— donc AX-Ak=47 
Ak Ak 


27 (©) AT 
AX = 
Ak 


Or Ak= 52 donc 


Ap ; 
AX: = = An soit AX-Ap=2h 


qui est conforme à l'inégalité d'Heisenberg spatiale (on 
rappelle que h n’est que l’ordre de grandeur du produit, et 
le coefficient 2 n’est donc pas gênant. 
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f) La condition de normalisation s'écrit 


+00 LIFE 4, 3. 2 AE 

Î v(X, f)4X = 1 soit Î ajAKk” sinc —— dX=]1 
X=—00 X=—00 

Effectuons le changement de variable u = XSE soit X = = 


et dX = _ du. La condition de a s'écrit donc 
66 2 
aae |” sinc? u:—du=1 
X=—00 Ak 


et en utilisant le résultat donné par l'énoncé : 


1 
V2rAk 





2 
oAK2 7: — = 1 donc &o = 
Ak 


a) D’après le cours : 


2 A2 
Œ) : nv l) : _N à (x, t) 
ôt 2m  Ôx? 





+V(Ow(x, t) 


b) Les deux termes de la combinaison linéaire s'écrivent : 














ty* -E] : v' [in w|-- EU , von" 
2m Ôx2 
[y-E*] : ne] - La a +V(x) 
MEME om do Ja 
La soustraction des deux relations donne 
| ôy ow* h2 02 02y* 

E') : ih|yw* — = Re 
CRT SNS ee Va 














c) Calculons la dérivée temporelle de p et la dérivée spatiale 
de]. 








ôp Ôyy*  ,ô oy* 
CR AL LL 

















ôt ôÔt  ôt ôt 
d | ou* op, +0 ôyôy y 
Ôx Ôx Ôx Ÿ Ôx2 Ôx Ôx ôx2 
O __ih| ,0w  ovy* 
Ôx 2m Ôx2 Ôx2 








L'équation (E’) s'écrit donc : 


:n°P Fe .… ÔJ 0p _ 
Mar ox ôx Ôt 


qui est bien l'équation de conservation particulaire du 
Cours. 
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d) Pour la fonction d’onde wy(x, f) = wo e-it&t-Kx) . 
cit | 
JCX, à) = ns LUN eit@i-Kx), ikyoe (0-0 _ 
ohk 


woe Ok (js eit@t-kx | _ = yo? — 


qui est bien l'expression de J donnée dans le cours pour la 
particule libre. 


Par définition de la fonction d’onde stationnaire : 
_ voe 2 (x) 


La densité linéique de probabilité est égale au carré de la 
fonction d'onde est 


a 


TZ 


w(x, d) = 2iAsin(kx)e”{®t 


b 


TZ 


Go) = w(x, 2) -w* (x, 0) = AIAP sin? (Kx) 


La condition de normalisation s'écrit 


+00 a 
Î p(x)dx = 1 soit Î 4]Af2 sin? (kx) =] 
X=—00 =0 


On linéarise le sinus carré : sin2(kx) — LcosCkr donc 





in(2&x) 14 
aaë [” (1- cos(2kx))dx = AP [x SERRE 
. 2% lo 
sin(2ka) 
AA | ge 
lA| DE 








Or la relation de quantification pour le puits de potentiel 
infini de largeur a s'écrit k = n£ où ñ est un entier naturel 
non nul, donc 


sin(2ka) = sin(2nx) = 


La condition de normalisation s'écrit donc 








1 
2IA/2 a = 1 soit |A] = —— 
v2a 
En prenant À = —-ia : 
IA : 
a = = — 
v2a 
c) En remplaçant A par son expression, on a donc 
: 2 . 2nx 2 2 2HX 
(x) = 2asin(kx) = 1/ — sin —— et p(x) = — sin — 
a a a a 
Voici l'allure des deux graphes : 
EG) p(x) 
X X 
La La 
0 a 0 a 
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a) 


b) 


c) 


d) 


a) 


b) 


Les solutions dans les deux domaines s’écrivent pour x = 0 
et x > 0 respectivement : 


10) = Ajeikx + Bye iEx 
2 (x) = A568 + Be 
x 
Lorsque x — +oo dans le milieu 2, eê2 — +o, il est donc 
nécessaire que A» = 0. 
La hauteur de la marche étant finie, il y a continuité de 
et de ' en x = 0, donc 


A1 + B1 = B2 
ik (A1 —Bn) = -% 


Pour x > 0, 
—iwt à 


V(x, t) = Be e 


donc p(x, 0 = Wtx, Du" (x, D = Bale À 


Cette densité décroît exponentiellement avec x mais n’est 
pas nulle, ilest donc possible de trouver une particule dans 
le domaine x > 0, alors que c’est interdit par la mécanique 
classique car l’énergie potentielle V(x) = Vo étant supé- 
rieure à l'énergie mécanique E, l'énergie cinétique serait 
négative. 


Les deux équations spatiales de Schrüdinger sont du type 
oscillateur harmonique ; notons avec l'indice 1 les gran- 
deurs pour x < 0 et 2 pour x > 0 : 


p1(X) = Ajeikix +Bje-ilix 
p2(x) = Apeik2x +Bpe {lex 


La particule incidente se propage dans le milieu 1 dans le 
sens des x croissants ; si elle passe la marche, elle conti- 
nuera à se propager dans le milieu 2 dans le sens des x 
croissants ; si elle rebondit sur la marche, elle se propa- 
gera dans le milieu 1 dans le sens des x décroissants ; En 
aucun cas, elle ne peut se propager dans le milieu 2 dans 
le sens des x décroissants. Voici les ondes associées aux 
quatre termes définissant 1 et P2 : 


—i(wt- ki x) —i(ot+k1x) 


w1(x, D = pie = Aje +B1e 


—i(wt- ko x) —i(wt+ ko x) 


w2(x, D = prie 1! = Ae +B2e 


Les arguments du type wf — kx traduisent une propaga- 
tion dans le sens des x croissants, ceux du type wf+ kx 
dans le sens des x décroissants. L'onde d'amplitude A1 est 
donc l'onde incidente (sens des x croissants dans 1), celle 
d'amplitude A2 est l’onde réfléchie (sens des x décrois- 
sants dans 1), celle d'amplitude B; est l'onde transmise 
(sens des x croissants dans 2), et nécessairement B2 = 0 
(pas d'onde dans 2 dans le sens des x décroissants). 





c) 


d) 


e) 


f) 
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La hauteur de la marche étant finie, il y a continuité de 
et de @/ en x = 0, donc 








B1 _ A2 
“rie aone | | do 
. LD; =; L B1 _ k A2 
ik A1 —ik1B1 = ik2A2 1 R=ÉA 
E - Bi _ A2 : : 
nposantr= 3 et{=3,on obtient le système 
1+r=t F= Re 
jo donc db 
_k = k1+ko 


Les vecteurs densité de courant de probabilité associés aux 
trois ondes sont respectivement 


ra ki = ki > 
Ji = pile dx = Af Bi 
Îe= Bit dix 

T k2 > 

Je = A5 Ux 


On en déduit les rapports des densités de courant de pro- 
babilité : 


s-1-(h).n Mer 
ID; (A1) ki (k1+k)2 
r-l() Re 

I; (A) k&  (ki+k)2 


R est la probabilité de réflexion et T celle de transmission 
d'une particule incidente sur la marche de potentiel. On 
remarque que 


k+2khk+k2+4kHk 
ee Pet A Rene PE 
(k1 + K2)? 


ce qui prouve que la somme des probabilités vaut 1. 


Exprimons les deux termes : 


: 2mE : 2m(E-—Vo) _ 
her ak = 


donc k1 = k V2. On en déduit 








Me (ki — k2)? : (kV2- k2)? _3-2V2 
(k1+k2)2 (koV2+k))2 3+2V2 

_ 4kik Ak V2 : 4av2 
(K1+k2)2 (koV2+k))2 3+2V2 


Par définition du coefficient de transmission, la probabilité 
de transmission d’une particule est de 0,971. Statistique- 
ment, sur 1 000 particules incidentes, 971 sont transmises. 


= 0,029 


= 0,971 
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a) 


b) 


Nez 


C 


d 


T 


e) 


La densité linéique de probabilité de présence p est expri- 
1 

mée en ml! donc y est exprimé en m 2 et il en est de 

même de À. wo est en radian par seconde. 


Ona ; 
PU) = WU, DY* (x, D = APE 


La condition de normalisation s'écrit 


+00 
Î p)dx=1 





X=—00 
soit, en posant à = 2 
1 
2 [A 2mMmw0 \4 
IAÏ*1/— =1 donc |A] = | —— 
a h 
2 ï 
mo 
donc A= | à 2) ei° 


Par identification à la solution stationnaire 


L ,-iÈt _ RGO 
w(x, D =e  R'p(x) co 


En remplaçant wy(x, f) dans l'équation de Schrüdinger, ou 


mop 2 
(x) =Ae7 2 * dans l'équation spatiale 


d'e), 2m (ŒE—V()pG = 0 
dx2 h2 Le 
On calcule 
p'O) = -ATP0xe" PES 


2 2 mu) 
m<w _ 00 ,2 
p”(x) = A - 7e +7 0x2 |e7 "2m * 


mu m2 w£ 
donc —- —— + 
h h2 


et en utilisant l'expression de E obtenue à la question (c) 





x2+ ne = V(x)) 
h2 


l 
V(x) = 3 mo x? 
On reconnaît l'énergie potentielle d’un oscillateur élas- 
: ; eu k =1z.2 
tique de pulsation propre w9 = 4/ + donc V(x) = 3 kx°. 
La valeur moyenne est 
+00 
<Xx>= Î xp(x) 
X 


——C0 


Cette intégrale (convergente) est celle d’une fonction im- 
paire, elle vaut donc zéro. 
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f) De même 


€ = moi x? >= = moi x2p(x) 
2 2 X=—00 


En utilisant l’intégrale donnée par l'énoncé 


2 
1 1 T mo 
< = max? >= = moÿIAl? 0 
2 2 408 4a 
2 how 


1 2 
< SsMmoGXx >= 
2 


a) Pour x < 0, le potentiel est infini donc la probabilité de pré- 
sence est nulle. Les formes proposées sont celles données 
dans le cours dans le cas x € [0, a] où l'énergie est positive 
et le potentiel nul, et pour x > a où l'énergie E est infé- 
rieure au potentiel Vo. 


b 


TZ 


ne peut pas diverger pour x — +oo, donc nécessaire- 
ment B2 = 0. 


c) Les conditions de continuité donnent : 
° en x = 0, il y a une discontinuité infinie du potentiel 
donc il y a continuité de  : 


p(0*)=0 


. enx=a,ilyadiscontinuité finie du potentiel doncilya 
continuité de et de sa dérivée : 


pa”) = p(a*) et p'(a7) = p'(a*) 
Les trois équations sont donc : 


A1+B1=0 
« : a 
Ajeika +BjeiKa = Ae à 
« : a 
ikAgeka — jkBje” Ka = - 22075 


d) Le système s'écrit 


2iA] sin(ka) = A2e 
B1=-A1et | TABCRe) . _a 
2ikA1 cos(ka) = -+e 5 
En divisant ces deux égalités, on en déduit que 


Ë 


tan(ka) = —kô = — 
Vo—-E 





Conservons l'information tan(ka) < 0 et élevons au carré : 


tan? (Ka) = 





Vo-E 


soit (Vo — E)sin?(ka) = Ecos?(ka) =E-Esin?(ka) 


+ 2 E . E k 
soit sin” (ka) = — donc|{sin(ka)| = ,/ — = — 
Vo Vo ko 
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e) Posons x = ka : l'équation s'écrit alors 


Le X ET X 
[sin x| = —— soit |sin x| = — avec $ = koa 
koa p 


avec tan(x) < 0 donc x € | ZT +pTn+ pr}, p entier. En utili- 

sant les graphes proposés par l'énoncé, on constate que 

+ sip< 7 soit k < 3%, la seule solution de l'équation est 
entre0et 4 donc sa tangente est positive et on la rejette ; 
le problème n’a donc pas de solution stationnaire ; 

 sif> 7 soit ko > 2, il y a un nombre fini de solutions ; 
en particulier pour f = 57, soit Ko = 5x, le graphe donné 
par l'énoncé prouve quil y a 5 solutions de tangentes 
négatives, et que les premières sont proches de x = 7 
(k = 2),x=27 (k = 2), x=37 (k = 3) ;ily a doncun 
nombre fini de solutions stationnaires et le problème est 
quantifié ; 

+ pourf>> ? soit ko > 35, la droite est presque confon- 
due avec l’axe des abscisses, il y a donc un très grand 
nombre de solutions qui sont proches de x = nn soit 
= 2e, n entier naturel non nul, qui est bien la relation 
de quantification pour le puits de potentiel infini. 





a) Ô2 = = est la distance caractéristique de pénétration, 
aussi appelée épaisseur de peau. 


b) Considérons les deux cas. 
e Barrière très haute : Vo — +oo donc k2 — + et 
sh(ko a) — +co. L'équivalent de T est : 
2 12 2 
. 4kTk; : ak 
a À 
k; sh (Ko a) k; sh” (k2 a) 
* Barrière très large : a — +co donc sh(k2 a) — +co. L'équi- 
valent de T est : 
2 1.2 
Re 
(k? + K#)2sh? (ka) 
Dans les deux cas, le coefficient de transmission tend vers 
zéro et la barrière est pratiquement infranchissable. 
c) Sia > D alors ak) > 1 et le sinus hyperbolique a pour 


équivalent 


ka _ e-k2a 


sh(k2 a) = —— = : 


ek2a 





Comparons les ordres de grandeur des deux termes du dé- 
nominateur en estimant leur rapport : comme E est du 
même ordre de grandeur que Vo, k1 et k2 sont du même 
ordre de grandeur (k1 = k2 = k) et 


4k? L ak DE. 
(Kk?+k)2sh(ka) (k2)sh?(ka) e2k2a 





a) 


b) 


c) 


d 


T 


e) 
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On en déduit l'équivalent : 


2 12 2 12 
AR IR pa 
k 
+R K+E 
16k?k2 


qui est bien la forme attendue avec To = Tr R 
1% 


D’après le cours, la barrière est constituée si eUo > E, soit 
Vo >E. 


L'exponentielle varie de 0 à 1 lorsque son argument va- 
rie de 0 à 5 environ. Pour pouvoir distinguer les variations 
de a, il faut que la dérivée de l’exponentielle reste signifi- 
cativement non nulle, ce qui est le cas quand — reste de 
l’ordre de 1 doncsi a=ô. 


Un courant électrique est détecté si certains électrons par- 
viennent à franchir la barrière de potentiel énergétique. 
Cette possibilité, interdite en physique classique, est pos- 
sible en physique quantique : c’est l'effet tunnel. 


La mesure du courant donne accès à la probabilité de tra- 
versée de la barrière de potentiel par les électrons : 


dq aN _ 2a 
pe TE pet ET e à 
Dr un 





La connaissance de T donne accès à a d’après l’expres- 
sion exponentielle. Si on note d la distance de la base de la 
plaque à la pointe, l'altitude de la cellule est donc z = d— a. 
La connaissance de z pour chaque cellule donne accès au 
relief de la plaque. 


Le rapport des intensités est égal au rapport des coeffi- 
cients de transmission : 


24] 

19 T2 Toe 6 
DE=T+Té —=119S > =1,19 

100 T; = 202, 

Toe à 


2 
soit e5 (42741) 1,19 


ô 
donc & — 4j = mire = 0,87 nm 
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a) Approximation WKB. 


i) Calculons les dérivées de p(x) 


D = fe 0 + if (00! (ei) 
@/ (x) _ fe 2 +2if/(00/ (He 20 ” 
if" (he - (00/2 (Hei009 


On injecte dans l'équation de Schrôdinger spatiale 
LP" 00 - F0 co] e/009+ 


i[2f 008! 0) + f 008! 0] e/009 + 
2m(E-—V(x)) 
RE 

iO(x) 


fGoe =0 


En simplifiant par e!/°%, en négligeant le terme f//(x) 
selon l’approximation WKB, et en identifiant les coef- 
ficients de i et les autres 


2 f' (0 (x) + f(x)0/ (x) = 0 
_ f(00/ 2% + —— fG) =0 


… [ 2//08/@ + f(8/ C0 = 0 
soit 9"2(x) = ——— 


ii) La seconde équation donne 


_2m(V(x -E) 


HAE h2 


Or V(x) > E donc 


1 .: 2m(V(x) -E) 

PRES ge 

* f2m(V(u) -E) 
etato= | We d4 


La première équation s'écrit 


f'@ __ 68” 
f@  28/X) 








En primitivant chaque terme 


In| fGO| = 5 Ina (I +K 


1 
donc |f(| = Kola’ (| 2 

et en jouant sur le signe de Ko 

+ 

2m(Vx-E | * 


9) = Ko F2 
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2m =7 1 
soit f(x) = Ko | [V(x) — ET 4 
h2 


1 
soit f (x) = po [V(x) —-EJ 4 
En reconstituant l'expression, on a bien 
-L -a(x 
(x) = polV(X)-E] Te 
iii) On peut écrire 


PO) _ 
(a) 





1 
V(b) —E | 4 eg X(b)+a(a) 
V(a)-E 





Or V(a) = V(b) et 


b |2m(V(u) -E) 
a(b) — a(a) = L nn du 
a h 


On en déduit 
Ê 2 2 EE a 
(a) 





b) Radioactivité «. 


i) Voici l'allure du graphe, qui laisse apparaître un puits 
de potentiel quand la particule alpha est dans le 
noyau, puis une énergie potentielle d'interaction élec- 
trostatique entre le noyau d’hélium de charge +2e et 
le noyau fils de charge (Z—2)e. 


AV 





\- 





R 


VV — 





ii) Lénergie E est inférieure à la barrière de potentiel, 
mais cette barrière est de largeur finie, la probabi- 
lité de franchissement par effet tunnel n’est donc pas 
nulle. On identifie la probabilité de franchissement ra- 
diale au coefficient de transmission T, on calcule ce 
coefficient grâce à la formule intégrale. 
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Première partie. 


a) 


b) 


c) 


d) 


Les symétries et invariances sont celles de la sphère donc 
É=E(r)ür 


Choisissons pour surface de Gauss Z une sphère de rayon 
r. Le flux du champ électrique vaut 


f =E(r)-4rr? 
p> 


Sir > ro, la chargeintérieure est la charge totale de l’atome, 
elle vaut0etE(r)=0.Sir<ro 





4 3 r3 

Qint = 2e+po:=nr =2e|1-— 
3 r3 

0 

2 

e r r 

donc E(n) = —— + -— 
2HE0rG Tr ro 








On en déduit le potentiel électrique en primitivant 
É = —grad U(r) 
Ksir>r0 
U(r) = e Dur SG 
0, < 
mens |T +37 +K sir=<ro 





Le potentiel étant nul à l'infini, K = 0. En assurant la conti- 
nuitéenr=7r0 








e 1 1 
—— |1+-|+K/=0 
2TE0r6 2 
2 2 
r r 3 
doncU(n = — Diese sir <rQ 
2neoré [| 270 








L'énergie potentielle est nulle si l’électron est à l'extérieur 
du nuage, donc si x < —-a et x > a. Si l’électron est à l’inté- 
rieur du nuage, par application du théorème de Pythagore 





r2 
r=1/0+x2 
4 
2 2 0 2 
e r L+x 3 
donc V(x) = -eU(x) == | 0} 4 7 7 
27E0r6 r2 2r0 2 
+ +x? 
Voici l'allure du graphe. 
v 
x 
La 
a à 
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Deuxième partie. 


a) Par la méthode de séparation des variables, on obtient 





u(t) = et avec E = fiw 

d'p(x) | 2mŒE+Vo) 

Je PF pr (x) = 0 

b) Pour -a < x < a, on reconnaît la solution complexe de 
l'équation d’oscillateur harmonique. Pour x <a et x > a, 
on a la même type d’équation différentielle en remplaçant 
Vo par 0, donc le même type de solutions en remplaçant 
k par K. Pour x > a, le terme manquant est B3e7K* qui 
correspond à une fonction d'onde 


B: ei(wr+Kx) 


se propageant dans la zone x > a dans le sens des x dé- 
croissants. Cette onde ne peut correspondre qu’à un flot 
d'électrons venant de +co, alors que l'énoncé précise que 
le faisceau vient de la gauche, donc B3 = 0. 


c) Les relations de continuité pour les marches de potentiel 
de hauteur finie en x =-aeten x = a s’écrivent 


Aje7?Ka +Bje/Ka = Ape ka +p, eika 
iKAjeT Ka _ KB] eiKA = jkApe” Ka _ jp eiKa 


| Ageïre + Be {Ka = AgeiKs | 
ikApeika _ jKB; eiKa = jKA3eiKa 


d) R et T sont les coefficients de réflexion et de transmis- 
sion du flot d'électrons sur la cuvette rectangulaire. Ce sont 
aussi les probabilités de réflexion et de transmission, et 
leur somme vaut 1. 


Troisième partie. 


a) Rs’annule quand 


nn 
sin(2ka) = 0 soit 2ka = nn soit k = : neN 
a 


. nf? 
soitE=En = EUR Vo 
8ma 


Avec les valeurs numériques données, 


nn 





— 1 donc E1 = 1,5, E2 = 8,9, E3 = 21,2, 





Loi 


ce qui est cohérent avec le graphe. 


b 


TZ 


Lorsque R = 0, T = 1 et les électrons traversent les nuages 
électroniques sans être absorbés, d’où l’effet de transpa- 
rence de Ramsauer. 
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c) Pourn=1l,ona 











1 5 ni2 a) On reprend le raisonnement du cours, on exprime 
=mv* = — Vo 
2 7” 8ma? 2mE 
. SE m 
(x) = Aeik* + Be iKX avec k = 
h2 
. . | Les conditions aux limites s’écrivent 
a) D’après la relation de Planck-Einstein 
A+B=0 d 2iAsin(£a) = 
a 5 Aeïka+pe-ikazg SORCÉASENRMT 
h h 
hr 
b) Les fonctions d'onde s’écrivent donc ka = nn et En = nr he N 
ma 
_;EL _;E2 Gas ses : 
vin =e lp etyo(x, D =e À px) b) La densité de probabilité de présence est 
* 2,42 TX 2 4.2 2TX 
c) On en déduit les densités linéiques de probabilité de pré- ES 
sence. 
AA e -i ER a ; Era) TX 2TX 
p1Gx, 0 = W1(x, D - wi (x, 0 = |p1 2 12€ + AT A2e" Loris 
= = 2 
p2G, #) = 20, 8-42 G, 9 = Ip La relation de normalisation s'écrit 
sg a 
d) La superposition des deux ondes est Vi, p(x, Ddx=1 
x=0 


WYx, 0) = W1(x, 0 +2(x, 0) 
c) Pour les valeurs proposées, on obtient 


La densité associée est 


TX 1 , 2 27x 
px, À) = eu — + — Sin ——+ 
a a a 








El =j #2 a 
px, Ü = le 1% lp (x +e 1% Tpo(x) : 
2 (E1-E2)f . nx . 27x 
— COS ——— sin — sin — 
a h a a 





EL .E2 
eh Fpi (x) +e!'r fge (x) 





Les trois intégrales se calculent sans difficulté. 


























pG, à = [pipi D] + [p20045 |] Jo sin? ax = 4 
Œ2-ED, BED fé sin? EX qx = 2 
+ |p1 (03 Ge Ar. pi pre" (| Jo sin Æ sin ZX 4x = 0 
i EE; -i &-E0 a 1 a l a 
p(x, D = p1(9) +p2(0) +P(Del FR l+D*(xe Ë donc | px, 1) = — Se 
0 a a 
;: Œ2- ri 
p(x, À = p1(x) +p2(x) +r (Hei0® e Î La condition de normalisation est bien vérifiée. 
BC Œ2= ai t d) On peut tracer l'allure de la fonction quandle cosinus vaut 
[0e -1,0et1. 
px, 0 = p1() + p2(0)+ À p(x) 
FC 2100) ” BDs, e-i0 & iv; (| : 
ns \ 
E2-E1 Eu 
p(X, 8) = p1(x) + p2(x) +2r (x) cos t+0(x) ' : 
l \ 
| | 
C’est donc une fonction périodique du temps, il y a oscilla- ; Li 
tions quantiques de pulsation Î \ : 
L 
1 \ 
= : \ . : 
ge Pl OR x 
h _ Ds => > 
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On voit bien les oscillations de la particule entre les deux 
bords de la cavité. 


e) La période des oscillations quantiques est 








L 27 2rh : 8ma? 
&@j2 |E1-El 3h 
f) On assimile 
de  — sh 5h 
. L 2ma2  8ma? 


donc AExT=-h 


C'est conforme à l'inégalité de Heisenberg temps- 
énergie. 


Préliminaire. L'énergie potentielle élastique est 
1 
Ep= SK —{0) 


La longueur de chacun des ressorts, par application du théo- 
rème de Pythagore, est { = V/x2 + b2 donc 


2 
V(x) =2 x Sk(V x2 + b2 - Lo) 


Le graphe est bien celui de cette fonction. 


a) L'énergie est inférieure à Vo, le franchissement de la bar- 
rière de potentiel est possible par effet tunnel. 


b 


TZ 


Le potentiel est symétrique par rapport à x = 0 ; la densité 
linéique de probabilité de présence est donc elle aussi sy- 
métrique par rapport à x = 0, donc p est une fonction paire 
de x : 


p(-x) = p(x) soit p?(-x) = p?(x) 
soit [p(—x) —-p(x] : [p(-x) +p(x)] = 0 
donc p(—x) = p(x) ou p(—Xx) = —-p(x) 


est donc paire ou impaire. 


c) Ilya a priori 6 relations de continuité : 

- continuité de en x = -3a (discontinuité infinie de po- 
tentiel) ; 

+ continuité de w et de @/ en x = —a (discontinuité finie 
de potentiel) ; 

* continuité de @ et de @' en x = a (discontinuité finie de 
potentiel) ; 

* continuité de w en x = 3a (discontinuité infinie de po- 
tentiel). 





d 


T 


— 


e 


f) 
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On vérifie sur les solutions proposées que 
p;i(-3a) =w;(3a)=0et Pp(-3a) = Yp(84a) = 0 


Les relations de continuité en x = —-a et en x = +a donnent 
les mêmes relations ; il suffit donc de les écrire en x = a : 


losh £ = Isin(2K; a) 


Poche = Psin(2K, 4) 

L 

Ioch£ = -K;Icos(2k; a) 
l 


Posh# = -k)P cos(2kp a) 
p 


En faisant le rapport entre les égalités, on élimine les 
constantes : 

a _ 1 a _ 1 
— = —E tan@k; a) et 6pcoth— = rE. tan@kpa) 


ô;th 
7 î ôp p 


Ce sont bien les deux relations demandées par l'énoncé. 


En remplaçant ô; et k;, on obtient une équation en E;, et 
de même pour Ep. 


La condition ka = ? donne 


2 T2 . 2MmE m2 ; rh? 
= SON = —> soit E = E1 avec E1 = 
4a h 4a 

C’est l'énergie minimale (voir section 14.3) de la particule 
dans un puits de potentiel infini de largeur 2a ; en effet, 
E < Vo et la situation est proche de celle où x € [-3a, al et 
xe [a,3a] forment deux puits de potentiel infini de même 
largeur 24. 


8ma2 


Les deux fonctions sont continues et de dérivée continue 
en x = +a, nulles en x = +3a, 4; est impaire et pp paire. 
Voici l'allure des courbes : 
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g) SiE;= Ep, les fonctions d'onde et celles des densités associées p&(x) = p£ (x) et pp(x) = 
2 
ir ir ne 
Wp(x, t) =pp(0e hetw;(x,t)=wp;(x)e ‘h 
ont même pulsation & = &; = &p = . Les superpositions /\ 61 
sont donc stationnaires / \ 
/ \ 52 
1 e_. Le fo | 
VG,D(&, Ÿ = — pp(Ne h +wp;(x)e | | 4° 
v2 / | 
| CE 
is / \ 
YG,p(x, à = [pp +p;œ]e 7% | \ 2 
/ \ 
Les allures des fonctions spatiales p&(x) et pp (x) # d 
SH OA D TV À 8 
PE 2.5 
/ \ 
Î 1 2: £ \ 
/ \ 6- / \ 
| \ / \ 
\ 1:5< 51 j \ 
| \ Î \ 
| ° u 4: | 
| Ah 
0.51" 3 / 
/ \ 
= 21 / \ 
L / \ 
3 2 1 0 1 2 3 1 y \ 
7 
— _. \ 
-3 5 1 2 3 
2.5 x 
/ \ 
2- / \ font apparaître respectivement un lobe de probabilité im- 
/ \ portante à gauche (G) ou à droite (D). Le coefficient 73 est 
/ \ : die 
181 / \ un coefficient de normalisation. 
/ \ 
1 / \ h) Le calcul est le même que celui du cours : il y a oscillation 
\ quantique entre les deux états (G) et (D), donc oscillation 
_0# \ de retournement à la pulsation : 
DT \ 
AT À 
r <— r () T r à ÔE 
= —2 1 1 2 3 WG,D = - 
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CHAPITRE 1 4 


Thermodynamique statistique 


Thèmes abordés dans Les exercices 


Loi de la statique des fluides. 

Loi de l’hydrostatique. 

Poussée d’Archimède. 

Modèle de l’atmosphère isotherme. 
Facteur de Boltzmann. 

Systèmes à niveaux d'énergie discrets. 
Énergie moyenne. 

Capacité thermique. 

Théorème d’équipartition de l'énergie. 
Gaz parfait. 

Loi de Dulong et Petit. 


9 © © © © © © © © © © 


Points essentiels du cours pour la résolution des exercices 


© Exploiter la loi de la statique des fluides. 

+ Identifier et interpréter un facteur de Boltzmann. 

© Caractériser un système discret à niveaux d'énergie indépendants non dégénérés. 
+ Justifier l’évolution de < E > avec la température. 

+ Exploiter le théorème d’équipartition de l’énergie. 

+ Introduction à l’entropie statistique. 
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Les méthodes à retenir 


Notations et outils mathématiques. Dans ce chapitre, nous noterons 
e R=8,31J-K !:mol ! la constante des gaz parfaits ; 
e N\ =6,02-10% mol ! la constante d’Avogadro ; 
e kB =1,38-10 % J-K-! la constante de Boltzmann. 
Quelques notions de trigonométrie hyperbolique sont requises. On 
définit ainsi 


— shx _ ee” 
thx = chx  e*+e”* 


Voici quelques propriétés de ces fonctions 


sh'x = chx ; 
: et th x = : 
ch x=shx ch? x 





ch?x-sh?x=1, 


Voici l'allure des courbes représentatives des trois fonctions 


chx À 


V= 








th x 








sh x 


Exploiter la loi de la statique des fluides. La loi de la statique des fluides vue en première année 


dP 
47 VE 
est un cas particulier d’une loi plus générale 


grad P+Y fol =0 
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La force volumique la plus courante est le poids 1g. On peut aussi 
prendre en compte la force d'inertie d'entraînement -uàä. en référen- 
tiel non galiléen en translation ou en rotation uniforme (voir chapitre 
1) les forces de gravitation ou la force électrique sur la particule de 
fluide. Celle-ci étant immobile, elle ne subit ni force d'inertie de Co- 
riolis ni force magnétique de Lorentz. Voici la méthode de détermina- 
tion de la pression et des autres grandeurs du problème. 
(a) La projection du gradient et des forces sur les axes du repère choisi 
conduisent à un système d'équations aux dérivées partielles vérifiées 
par la pression P(x, y, z) en coordonnées cartésiennes ou P(r,6, z) en 
coordonnées cylindriques. 
(b) On écrit l’équation d'état du fluide étudié, de préférence en 
termes de masse volumique 
_m_nM 

SZ 
(c) On écrit les autres lois mécaniques ou thermodynamiques reliant 
les variables. 
(d) On intègre les équations en introduisant à chaque étape les 
constantes vraies ou dépendant des autres variables. 


Exemple : 


Déterminons la loi d'évolution de la pression avec l’alti- 
tude dans le modèle de l’atmosphère isotherme. 

(a) En choisisant l’axe z vertical ascendant, la loi de la sta- 
tique des fluides s'écrit 


ÔP(x,7,2) _ 
Ôx =Û 
OP(X,J,z) _ 0 
at ) : 
X,y,Z 
RE + Lx, y, 2) gx, y, 2) = 0 


(b) On assimile l’air à un gaz parfait isotherme à la tempéra- 
ture T, de masse molaire moyenne M = 29:10" * kg-mol !. 
On en déduit 


P(x, y,2)M = EX, y, z, ORT 


(c) On suppose l'altitude suffisamment faible pour consi- 
dérer que l'accélération de la pesanteur est constante 


g(x, 7,2) = g=9,8m-s 7? 
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Identifier et interpréter un facteur de 
Boltzmann. 
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(d) Le système s'écrit donc 





PEpE = 0 donc P(x, y, z) = P(y,2) 
ET = 0 donc P(y, z) = P(z) et 1(z) = ——— 
oP(2) _ dP _ _M£ep 

Ôz dz RT 





Cette dernière équation est à variables séparables. On l’in- 
tègre entre le sol 


z= 0 et P(0) = Po = 1,0-10° Pa 


et l'altitude z (on s'affranchit de la règle mathématique 
interdisant de noter la borne et la variable avec la même 


lettre) : 
7 dP M * 
Î Ph 
z=0 P z=0 
P M Z 
donc In PQ) = "8 soit P(z) = Poe” 
0 RT 








+ Exercices 14.1, 14.2, 14.3, 14.4, 14.5, 14.6. 


L'étude de l'atmosphère isotherme conduit à une expression remar- 
quable de la densité particulaire. On note 4N le nombre de particules 
dans une tranche parallélépipédique de base S située entre z et dz et 


n(z) = —- la densité particulaire. On obtient 


mgz 
Mgz mgz 


_ M£gz T _ 
n(z) = ne FT = npe À = pe 87 


où m est la masse de la particule, mgz son énergie potentielle de pe- 
santeur et KT une énergie caractéristique de l’agitation thermique 
des particules. En intégrant entre z = 0 et +00, on en déduit le nombre 
total N, de particules dans la colonne verticle de base S. On en déduit 
enfin la probabilité élémentaire qu’une particule se trouve entre les 
altitude z et z+ dz : 

mgz epp 


aN _ mgz _ pp 
dpr([z,z+dz]) = N. = Ae &mT.dz=Ae #7. 


t 


dz 
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Le terme exponentiel est appelé facteur de Boltzmann et A est une 
constante de normalisation. On généralise cette expression. Soit un 
système de particules, à l’équilibre thermodynamique avec un ther- 
mostat à la température T. Si E est l'énergie caractéristique d’un état 
physique &, alors la probabilité pour une particule donnée d’être 
dans l’état & (cas discret) ou au voisinage de l’état & (cas continu) 
est proportionnel au facteur de Boltzmann 


us 
B(E,T)=e 7 

Schématiquement, on dit que c’est l'agitation thermique KT qui per- 

met aux particules d'atteindre l’état d'énergie E, et que cette possi- 


bilité décroît exponentiellement avec le rapport entre ces deux éner- 
gies. 


Exemple : 


L'accélération de la pesanteur varie avec l'altitude : 





(2) = Gmr 
SET Rita 
On pose go = _ =9,81m-s ?.On en déduit 
z 

2 

z 

g(z) = Eli t) 
] " 


(+5 


Pour z  Rr, on peut faire le développement limité 


c-n(-# 
812) £o Te 


On assimile l’atmosphère à un gaz parfait isotherme. La loi 
de la statique des fluides s’écrit donc 


= ——— 00 Te 


dP : P(2)M | =) 
dz RT 


dP M 2 
soit — = -E (- Jde 
P RT 
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Caractériser un système à spectre 
discret d'énergie. 
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Cette équation à variables séparables d’intègre entre z = 0 
où P =P,et z : 


P Mg a | 
_ — Z— — 
Po RT 


Rr 
_Maf,_2 
doncP=Pse (-&) 
Cette forme est un facteur de Boltzmann 
_me(s- €) 
P(z) = Poe KT 
et Mgo (z L £) est l'énergie potentielle de pesanteur modi- 


fiée par la prise en compte des variations de g avec l’alti- 
tude z. 








— Exercices 14.7, 14.8. 


Un système de N particules indépendantes est à l'équilibre thermo- 
dynamique avec un thermostat à la température T. Chaque particule 
peut occuper un ensemble discret d'états &; d'énergies respectives E;. 
Les niveaux d'énergie sont non dégénérés c’est-à-dire qu'il y a une bi- 
jection entre les états et leurs énergies. Voici la méthode d'étude éner- 
gétique de ce système. 

(a) On exprime les probabilités selon la statistique de Boltzmann 


E; 
pi=pŒ=E;)) = Ae #7 


(b) On calcule la constante de normalisation en exprimant que la 
somme des probabilités des états est égale à 1 
l 
A = EE 
Dee 


Remarque : la somme des exponentielles qui apparaît au dénomina- 
teur est appelé la fonction de partition 


Ej 
Z=ÿe 
i 
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(c) On en déduit la valeur moyenne de l'énergie qui est l'espérance 
mathématique de la variable aléatoire réelle E 


E; 
Éce tr 
sEse) Es a 


Î ie F1 


(d) On en déduit l'énergie interne molaire et la capacité thermique 


molaire 
U»=M<E> 


au 
Cm = 


Exemple : 


La caractérisation du système à deux niveaux d’éner- 
gie non dégénérés —e et +e figure explicitement au pro- 
gramme. 

(a) Les probabilités des deux états sont 


p =pr(-E) = Aer 
p' = pr(+e) = Ae HT 


(b) La condition de normalisation s'écrit 
p_+p'=1doncA=emt+e HT 


On en déduit les probabilités et les effectifs des deux ni- 
veaux, en notant N le nombre total de particules 


_- eTBT - ___NelsT 
P= N = —— 
elTe, TT et efTe FT 
+ _emT + _ _Ne &T 
PT NT = ——— 
eBT e TT eBTe TT 
(c) L'énergie moyenne vaut 
2 F —N'Ee+N'e E 
<E>=p :(-E)+p"°(+e) = ————— --cth— 
N KT 


(d) On en déduit l'énergie molaire et la capacité thermique 
molaire 





Um = M <E>= Math 


— On _ p_x ve. 
Cn = 5 = Re avec X= Er 








+ Exercices 14.9, 14.10. 
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Justifier l’évolution de < E > avec la 
température. 
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Voici quatre axes de travail pour justifier les évolutions de la valeur 
moyenne de l'énergie des particules dans une situation à deux états 
possibles. 

(a) Le gap énergétique A est la différence entre l’énergie haute et 
l'énergie basse de deux états. L'énergie thermique caractéristique est 
kBT. Comparer A et X3T permet de mesurer l'aptitude des particules 
à passer d’un niveau à l’autre grâce à leur énergie thermique. 

(b) Le rapport entre les populations de deux états dont les énergies 
sont séparées par un gap À est 


N = A 
Y= haut e BT 
Nas 


(c) Si kT À, les particules ont une énergie thermique insuffisante 
pour franchir le gap, y est proche de 0, et < E > est proche de l’éner- 
gie du niveau bas. 

(d) Si &T > À, les particules passent très facilement d’un niveau 
à l’autre, il y a indifférence des particules entre les deux états, y 
est proche de 1 (mais reste inférieur à 1) et < E > est proche de la 
moyenne des énergies des deux niveaux. 


Exemple : 


Étudions le comportement du système à deux niveaux 
d'énergie opposés +e. 

(a) Le gap est À = 2e. La comparaison entre À et XÿT met 
en évidence une température critique T. = Fe 

(b) Le rapport des effectifs des deux niveaux est 


N* _ 2 
= —=e BT 
N- 


Y 
(c) SiT &T,, y=0doncN*t=0etN _=Net 


<E>=-eth— € 
kBT 
L'énergie thermique des particules ne leur permet pas d’at- 
teindre le niveau +e, elles sont très majoritairement au ni- 
veau —E€. 
(DSIiT>T., y=1,N't=SetN =Tet 


€ 
<E>=-Eeth— =0 
€ pe 


Il y a indifférence des particules, et donc équiprobabilité 
des deux états. 








= Exercices 14.11, 14.12, 14.13. 
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Exploiter le théorème d’équipartition 
de l'énergie. 
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La particule, constituant individuel du système thermodynamique, 
peut désigner un atome ou une molécule d’un système gazeux, li- 
quide ou solide. Lorsqu'on exprime son énergie mécanique appa- 
raissent des termes quadratiques indépendants du type 


1 2 
—pu 
5P 


où u peut être une variable métrique (x, y, z, r), angulaire (6, @) ou 
la dérivée temporelle de cette variable (x, y, Z, F, ô, ). La valeur 
moyenne de chaque terme quadratique est égale à 3 kBT et l’éner- 
gie moyenne de la particule est égale à cette valeur multipliée par le 
nombre de termes quadratiques indépendants. 

Deux atomes voisins A et B formant une liaison covalente admettent 
trois modélisations distinctes. 

(a) Si on admet que la distance entre eux { = AB reste constante, 
l'énergie cinétique du système qu’ils constituent comporte six termes 
quadratiques 


ee ue 
a 
mais la condition de liason 


(8 — xa) 7 + (yB — ya)? + (Z8 — ZA)” = L? = cste 


fait passer le nombre de degrés de liberté quadratiques indépendants 
de6à5. 

(b) Sous la même hypothèse, on peut adopter le point de vue de la 
mécanique du solide. Soit G le centre de gravité du bipoint, celui-ci 
tourne autour de deux axes orthogonaux et on note J, et J, les mo- 


ments d'inertie associés. 
(Ge) 


L'énergie cinétique du bipoint s'écrit alors 
1 >. À . JL: 1. 
> Una+ MB) + 5 Ua + MB)ÿc + A mB)2G + 31700 + 3100 


et on retrouve bien les cinq degrés de liberté quadratiques indépen- 
dants. 
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Introduction à l’entropie statistique. 
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(c) À partir d’une certaine température, on dit qu’il y a dégel de la 
vibration et la liaison peut être représentée par deux points matériels 
reliés par un ressort. On perd alors la condition de liaison et l’énergie 
mécanique de la molécule est la somme de 7 termes quadratiques 
indépendants 


D D 2 D D 2 ie oo à . 
= MaËx + =Maÿs + = Maë + = Mis + = M Ye + = Mp és + =k(K—L 
ZA SA SAUT SMART CMS RR CMS Pa FRERE A 0) 
Exemple : 


Dans le cas du gaz parfait monoatomique, chaque atome 
est assimilé à une bille ponctuelle de masse m, sans inter- 
action avec les autres. Son énergie mécanique est donc 


1 1 1 l 
mp =-mi+-mÿ +-MmÀ 
2 2 2 2 


On compte 3 termes quadratiques indépendants donc 


Un = SRT 


Cm = 2R 


l 
<E>= 3x ler done | 
2 2 


Dans le cas du gaz parfait diatomique, à une température 
inférieure à celle du dégel de la vibration, chaque molécule 
est assimilée à un bipoint AB de longueur constante et son 
énergie mécanique est celle d’un solide 


1 2 2 1 SR 
=(mat+ms)iG += (matmB)ÿG+ = (matms)2G+=Jo0" + =J6p 
2 2 2 2 2 

On compte 5 termes quadratiques indépendants donc 


Un = SRT 


1 
<E>=5x-Kk8T donc 
2 u Koce 








> Exercices 14.14, 14.15. 


Ce paragraphe n'est pas explicitement mentionné au programme. 
L'entropie statistique est une expression de l’entropie d’un système 
cohérente avec le second principe. Son expression fait apparaître une 
formule de dénombrement : 


Ss = kgnQ 
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où Q désigne le nombre de complexions microscopiques équipro- 
bables des constituants, c’est-à-dire le nombre de manières micro- 
scopiques distinctes et équiprobables dont peuvent être décrites les 
constituants, conduisant à l’état macroscopique actuel du système. 
Deux familles d'exercices utilisent cette expression. 

(a) On peut vérifier sur des cas simples l'adéquation entre la variation 
d’entropie calculée grâce à cette formule et celle calculée de façon di- 
recte grâce à une identité thermodynamique. 

(b) En utilisant un raisonnement proche de celui de la thermochi- 
mie, on peut définir un potentiel thermodynamique qui est extrémal 
à l'équilibre d’un système et en déduire une relation entre ses descrip- 
tions macroscopique et microscopique. 


Exemple : 


On considère un cas extrêmement simplifié de système 
dans lequel les N constituants sont tous identiques de 
taille nulle (ce sont des points matériels), ont tous la même 
énergie cinétique et ne subissent aucune force extérieure 
autre que celle qui les fait rebondir sur les parois. On 
est donc dans l'hypothèse du gaz parfait monoatomique. 
Les constituants sont répartis dans une enceinte adia- 
batique de volume 2V et divisée par la pensée en deux 
demi-enceintes de même volume V, que nous nomme- 
rons gauche et droite. L'état du système est supposé par- 
faitement déterminé par sa température, son volume et 
sa pression. La description microscopique du système est 
définie par la répartition des constituants entre les deux 
demi-enceintes : le constituant numéro 1 est à gauche ou 
à droite, le deuxième à gauche ou à droite, etc. La descrip- 
tion microscopique d’un système à six constituants est par 
exemple GGDGDG. 
(a) Accord entre l’entropie statistique et l’entropie clas- 
sique. Dans l’état initial, le gaz est réparti dans celle de 
gauche uniquement et une paroi sépare les deux demi- 
enceintes. Dans l’état final, la paroi est ôtée. 
Dans l’état initial, il existe une seule complexion microsco- 
pique possible pour décrire le système : GGGGG...G donc 
Q; = let 

Si=kpni=0J-K 


Le système est parfaitement ordonné. 
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Dans l’état final, le nombre de complexions microsco- 
piques est le nombre de manières de choisir indépendam- 
ment l’une de l’autre la case dans laquelle se trouve chaque 
constituant, soit (= 2N, On en déduit que 


S= keln2\ = k8Nin2= kg: n.#aln2 = nRIn2 
La variation d’entropie statistique vaut donc 
AS =Sf-S;=nRin2 


Or on reconnaît la détente de Joule Gay-Lussac, adiaba- 
tique dans le vide, pour laquelle le premier principe donne 
dU = 0 (isoénergétique). L'application de la première iden- 
tité thermodynamique donne 


P av 
0=-P4V +TdS donc dS = —dV = nR— 
T V 
2 AV 2V 
donc AS = n | — = nRln — = r7RIn2 
v V V 


et les deux résultats sont bien en accord. 

(b) Maximisation de l’entropie et état d'équilibre. Le sys- 
tème évoluant de façon adiabatique et à température 
constante (la détente de Joule Gay-Lussac pour les gaz par- 
faits est isoénergétique donc isotherme), l’état d'équilibre 
correspond à une entropie maximale. Décrivons l’état ma- 
croscopique du système par le nombre p de constituants à 
gauche, et donc N -— p le nombre restant à droite. Il y a 


(5) 


complexions microscopiques correspondant à cet état ma- 
croscopique et son entropie statistique est donc 


! 


S = KkpIn ——— 
plN = p)! 


Elle est donc maximale quand Q est maximal, et l’obser- 
vation des coefficients binomiaux dans le triangle de Pas- 
cal prouve que c’est le cas pour p = = (à une unité près). 
L'équirépartition des atomes correspond bien à l'égalité 
des pressions dans les deux enceintes, donc à l'équilibre 
mécanique du système. 








> Exercice 14.16. 
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Énoncés des exercices 


Hydrostatique et poussée d’Archimède 


a) Un liquide incompressible de masse volumique constante et uniforme p dans le 
champ de pesanteur uniforme ($ = -gü;) a pour pression de surface Po en z= 0. 
Établir l'expression de P(z) (loi de l’hydrostatique). 


b) Un solide cylindrique de hauteur H et de section S est immergé dans le liquide, 
ses faces parallèles sont aux cotes respectives zp < 0 et zo — H. Déterminer la ré- 
sultante des forces de pression sur le cylindre. 


c) Vérifier l'identité de cette résultante à la poussée d’Archimède. 


Loi de l'atmosphère à gradient de température uniforme 


On assimile l'atmosphère à un gaz parfait de masse molaire M, soumise à un champ 
de gravitation uniforme g et de température variant avec l'altitude selon la loi 
T(2) = To — Az. Déterminer le champ des pressions P(z) en notant PQ la pression au 
sol. 


Pression au cœur d’une planète 


Une planète dépourvue d’atmosphère est assimilée à une sphère de rayon KR, de 
masse M et de masse volumique 1 uniforme (magma liquide). Le champ de gravi- 
tation est donné par la loi 


4 
g(r) = 3 nur 


Déterminer la pression au centre de la planète en fonction de la constante de gravi- 
tation Z, de la masse M et du rayon R. 


Atmosphère de Titan (analyse documentaire, ENSTIM 2008) 


Dans le modèle de l'atmosphère polytropique, on suppose que la pression et la 
masse volumique, à l'altitude z, du gaz qui la constitue vérifie la loi 


P(z)p%(2) = Po Ho° 
avec Po = P(0) et lo = (0). L'accélération de la pesanteur g est supposée uniforme, 


le gaz est assimilé à un gaz parfait de masse molaire M, on note R la constante des 
gaz parfaits. 
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a) À quels cas particuliers correspondent à = 0 ?a=1 ?a = Y= — ? 


b) Pour a=1, établir l'expression de P(z) en fonction de Pg et To, pression et tempé- 
rature en z=0. 


c) Même question pour «à z 1. 
d 


TZ 


La sonde Huygens a traversé l'atmosphère de Titan, une des lunes de Saturne, en 
janvier 2005. On donne ci-dessous l'allure du relevé de la pression (axe de gauche 
en échelle logarithmique) et de la température (courbe) en fonction de l'altitude 
(axe de droite en échelle linéaire pour z > 125 km). L'accélération de la pesanteur 
est de l’ordre de g = 1,6 m-s"?, et l'atmosphère est constituée à 95 % de diazote 
de masse molaire moléculaire MX, = 28 g- mol” let de 5 % de méthane de masse 
molaire moléculaire Mcx, = 16 g- mol”!. Peut-on valider, dans un intervalle d’al- 
titude, l'hypothèse d’atmosphère isotherme ? l'hypothèse d'atmosphère isentro- 
pique (polytropique avec à = ÿ = D ? 














PA (Pa) ai 
—] 
10 + 
À 425 
10° 
1 + 325 
10 + 
> + 225 
10 + 
sl vi 
| 
4 l 
10° + + 50 
10° . | l l jé 
50 T(K) 100 150 200 


Masse de l’atmosphère (résolution de problème) 


La masse molaire moyenne de l'air est M = 29-107 kg-mol”!. La constante des gaz 
parfaits vaut R = 8,31 J-K-l.:mol-!, l'accélération de la pesanteur à basse altitude 
est g= 10m: s_2, la pression moyenne au niveau du sol est de l’ordre de 1,0: 10° Pa, 
le rayon terrestre est Rr = 6,4: 106 m et on prend l'hypothèse d’une atmosphère iso- 
therme à T = 290 K. Estimer la masse totale de l’atmosphère. 


Verre d’eau en rotation 


Un verre cylindrique, de rayon R et de hauteur H = 2R, est rempli à moitié d’eau. Il 
est posé sur un plateau tournant horizontal à la vitesse angulaire Q, l’axe de rotation 
étant confondu avec l’axe de révolution du verre. 


a) Déterminer l'équation (z = w(r)) de la surface. Préciser sa nature géométrique. 
b) Citer une utilisation de ce phénomène en astronomie. 


c) Lorsque Q augmente, observera-t-on d’abord le débordement ou d’abord l’assè- 
chement du fond du verre ? 
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Aspirateur rotatif 


Dans le dispositif suivant, le tube coudé plonge dans un liquide de masse volumique 
Le. Il tourne à vitesse angulaire constante Q autour de l’axe (0, z). On note Pg la 
pression de l’air extérieur. 





) ES 
J\e °M (,) 
(P,) Ld H 
[11 
h 











a) Le point M est repéré par son rayon x. On suppose que la masse volumique de 
l'air est une constante uniforme pig. Calculer la pression P(x). 


b) Déterminer la dénivellation h. Faire l'application numérique avec 
Q= 1007 rad-s7l, r = 0,100 m, He = 105 kg-m° et Ho = 1,3 kg-m”$. 


c) Le point M est repéré par son rayon x. On prend maintenant en compte les varia- 
tions de la masse volumique de l'air avec la pression selon la loi des gaz parfaits 
isothermes. Calculer la pression P(x). 


d) Peut-on définir un facteur de Boltzmann ? 


Loi d’Arrhenius 


On considère la réaction chimique 
A+B=C+D 


La théorie du complexe activé propose le mécanisme suivant 


k_j 
À ki FEES * k2 
+B — [AB* =CD*] #C+D 


où AB* est une sorte de macromolécule instable, identique à CD*, qui se forme en 
raccordant À et B et se scinde en C et D. Le système thermodynamique formé de une 
molécule de A et une molécule de B possède un spectre discret d'énergies : 


E(A+B)=E1, E([AB* =CD*])=E* et E(C + D) = E2 avec E2 < E1 <E* 
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Le diagramme suivant donne le profil énergétique en fonction de l'avancement. 


LE 
AB*=CD* 
E* V 
/ \ 
E1 lA+B 
NL 
E, C+D ë 








La vitesse de réaction se met sous la forme 


d'A dIB 
POELE. 
dt dt 





La loi d’Arrhenius est une loi empirique énoncée historiquement sous la forme 


dink _ Ea 
dT RIZ 
où E4 est l’énergie d’activation molaire, R la constante des gaz parfaits et T la tem- 
pérature absolue. 


a) À une date donnée, on note d[A] la variation infinitésimale de [A] pendant la du- 
rée infinitésimale dt. Justifier qualitativement qu’on peut écrire : 


dIAJ=-A-P([A+B=AB*])-dr 


où À est une constante dont on ne cherchera pas l'expression. 


b) Exprimer la probabilité P ([A+B = AB*]) en fonction de [A], [B] et d’un facteur de 
Boltzmann. 


c) En déduire la loi d’Arrhenius. 


Capacité thermique électronique du chlore 


L'état d’un atome de chlore est décrit par le niveau d'énergie n de son unique élec- 
tron célibataire. Celui-ci peut occuper deux niveaux d'énergie très proches —e ou +€ 
séparés d’un gap d'énergie À = (+e) — (-e) = 2e = 0,109 eV. On considère un système 
formé de N atomes au contact d’un thermostat à la température T. 
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a) On suppose dans un premier temps que les niveaux d'énergie sont non dégéné- 
rés. Exprimer les probabilités p4 = pr(n = +e) et p- = pr(n = -e), N; le nombre 
d’atomes à +e et N_ le nombre d’atomes à -€, le rapport t = N+:/N- et calcu- 
ler celui-ci à la température T = 300 K. En déduire l’énergie interne U du sys- 


tème, l'énergie interne molaire U;, et la capacité thermique molaire électronique 


au 
Cm,el = TT 





b) On prend maintenant en compte la dégénérescence qui est de 2 pour +e et 4 pour 
—€, c’est-à-dire que 


p+ = 2AB(+E,T) et p- = 4AB(-E,T) 


où désigne le facteur de Boltzmann. On pose 0 = È et x= 2. 


i) Donner l'expression de < n > et en déduire celle de l'énergie molaire électro- 
nique sous la forme 
Uynel = — Nae: f(x) 


En utilisant un outil informatique, tracer l'allure de — f(x) pour x € [0,5]. 


ii) Vérifier graphiquement que la capacité thermique est maximale au voisinage 
de T* = 0,456, nulle à basse et à haute température. À la température T*, 
calculer sa valeur maximale 


% _ dUm _ dUm. dx 


C = —— 
me QT dT dT 


Paramagnétisme de Langevin 


On modélise un système thermodynamique à N particules par un ensemble de di- 
pôles magnétiques de moment individuel Hi = à ikSk (UISRSNE multipliée par vec- 
teur surface). Le moment magnétique total est .#/ = ZN 1-1 k- On place ce système 


dans un champ magnétique extérieur B très supérieur à celui créé par les dipôles. 
On néglige les intercations entre les dipôles devant celles entre B et les dipôles dont 
l'énergie individuelle est ex. = fig -B. On constate expérimentalement la loi de Curie 


A= 6 
T 


où C est la constante de Curie. 
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a) Modèle discret. On pose B = Boä et on suppose que le moment dipolaire indivi- 
duel ne peut prendre que deux valeurs opposées : fix = +Ho à. On pose €o = HoBo. 


b) 


i) 


ii) 
iii) 
iv) 
v) 


Vi) 


Quelles sont les hypothèses qui permettent d'appliquer la statistique de 
Maxwell-Boltzmann ? 


Exprimer | p” : Pr(Hx he ÿ) 
p_=pr(ix= -Hoû) 
Exprimer < £4 >. 

Exprimer < fig >. 

En déduire < # >. 
pouru—0,thu=u 


. La loi de Curie est-elle vérifiée ? 
pour u — +00, thu=1 


On rappelle que 


Modèle continu. On pose B = Boä; et li = Mod en coordonnées sphériques. On 
constate que pour un angle de latitude dans un intervalle [0,0 + 40], le nombre 
d’orientations possibles du moment dipolaire est proportionnel au rapport entre 
l'aire de la zone hachurée et celle de la sphère. 


i) 


ii) 


iii) 


iv) 


v) 


Lu 





7 
1/7 


\ 
ES de 


A 











U 





Justifier que la probabilité infinitésimale pour un dipôle d’avoir son moment 
dans l'intervalle angulaire est 


dpe = pr{hx pointe dans la zone [6,6 + 46]] = A(0,T)-sin0d6 


où Z(0,T) désigne le facteur de Boltzmann. 
Calculer la constante de normalisation A. 


En passant des coordonnées sphériques aux coordonnées cartésiennes, le 
moment dipolaire s'écrit 


Big = HocosO à, + Hosin0[cospäix+sinpüy] 
Les symétries du problème impliquent que < fi > est selon %,. Calculer son 


expression. 
En déduire <.X >. 


2 
pour u — 0, ucothu = 1+ 4 


. La loi de Curie est-elle vé- 
pour u — +, cothu = 1 


On précise que 


rifiée ? 
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Évolution de la capacité thermique avec la température 


Dans le système à deux niveaux d'énergie +e, on pose x = =. 


a) 


KkBT 
Montrer que la capacité thermique molaire s'écrit 





Cm =R 
da ch?x 


b) En utilisant un outil graphique, tracer l'allure des variations de Cm avec x. 


c) 


Justifier qualitativement les valeurs de Cm à basse température et à haute tempé- 
rature. 


Dégénérescences 


a) 


b) 


Sens physique de la dégénérescence. Une particule portant la charge Q au point 
O crée sur une autre particule M de charge q un champ d'énergie potentielle 





Ep = RS - avec r = OM. Sur une droite (O, x), deux particules de même charge 
Q sont placées aux points O1 d’abscisse x1 = —-a et O2 d’abscisse x2 = +a. Une 
particule M de charge q est astreinte à se déplacer sur le segment [01,02] et 


on suppose que son abscisse ne peut prendre que cinq valeurs distinctes : x € 


__24a -$, 0, 4 2} La variable x caractérise l’état de la particule M. On pose 





i) Montrer que la particule M appartient à un spectre discret d'énergies. Préci- 
ser les valeurs possibles E;. 


ii) Montrer qu'il y a dégénérescence de certains niveaux d'énergie, c’est-à-dire 
que plusieurs états différents (x distincts) correspondent à une même éner- 
gie. 

iii) On note g; le niveau de dégénérescence de l'énergie E;, c’est-à-dire le 
nombre d'états distincts d'énergie E;. Montrer que la probabilité pour une 

= 
particule de charge q d'occuper le niveau d'énergie E; est p; = A-g;je KT 
où A est un facteur de normalisation. 

iv) Calculer la foncton de partition Z du système et les probabilités des énergies 
du spectre lorsque KgT = €. Que remarque-t-on ? Calculer l'énergie moyenne 
<E3>. 


v) Dans un système comportant N particules identiques de charge q, chacune 
d’elle peut-elle être considérée comme indépendante des autres ? Quelle est 
la valeur maximale possible pour N ? 


Température d’inversion. On considère un système formé de N particules iden- 
tiques, indépendantes et ne pouvant prendre individuellement que trois énergies 
E = 0 non dégénéré (g1 = 1), E2 = € de dégénérescence g2 = 2 et E3 = 2e de dégé- 
nérescence g3 = 4. 


i) Déterminer les probabilités p; d'occupation de chacun de ces états E; pour 
une particule donnée. 


ii) Calculer ces trois probabilités à la limite T — 0. 

iii) Calculer ces trois probabilités à la limite T — oo. 

iv) Pourquoi la température Ty = Gi est-elle qualifiée de température d’in- 
version ? Peut-elle être mesurée expérimentalement ? 
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DE DRE Étude d’un système à 3 spins 


Un système comporte 3 particules identiques, discernables, et dotées d’un spin non 
nul noté o. Sous l’action d’un champ magnétique extérieur, le spin de chaque parti- 
cule peut s'orienter dans le sens de B appelé sens direct | {> ou dans le sens inverse 
| |>. Les énergies respectives de ces deux états sont -0B et +oB. 


a) Pour un système à une seule particule, calculer la probabilité de chaque état. 


b) Dénombrer les états possibles du système à 3 particules et calculer leurs énergies 
respectives. On pourra noter l’un de ces états par trois flèches verticales entre les 
symboles | et >. 


c) Calculer les probabilités de chaque énergie du système. 


d) Calculer l'énergie moyenne < E >. Interpréter le résultat obtenu à basse et à haute 
température. 


EE Capacité thermique des gaz parfaits triatomiques 


Déterminer la capacité thermique molaire d’un gaz parfait triatomique dans les mo- 
dèles suivants : 


(à) « (b) NN % (d) 
3 2 3 2 3 7) 3 2 


np) Loi de Dulong et Petit 


On modélise l’état métallique par un ensemble d’atomes qui vibrent individuelle- 
ment autour d’une position d'équilibre stable. Leur mouvement se décompose sur 
les trois axes cartésiens x, y et z, et les interactions avec les atomes voisins sont mo- 
délisées par un système de trois ressorts de constantes de raideur kx, k, et Kz, de 
longueur à vide nulle, exerçant un ensemble de trois forces de rappel élastique dans 
le déplacement de l’atome sur les trois axes. 


a) Donner l'expression de l’énergie mécanique d’un atome de masse m en fonction 
de x, y, z, à, J, et des constantes de raideur. On négligera le poids devant les 
forces de rappel. 


b) En déduire la loi de Dulong et Petit : la capacité molaire d’un métal est indépen- 
dante de la nature de ce métal et vaut Cm = 6-R. Donner la valeur de la constante 


£. 
c) Voici les capacités thermiques massiques et les masses molaires de quelques mé- 
taux. 
cO-K-l-kg71) | M(g-mol-!) 
Li 3582 6,94 
Fe 444 55,85 
Cu 385 63,55 
Zn 380 65,38 
Hg 139 200,59 
Au 129 196,97 








Justifier le bon accord entre ces valeurs et la loi de Dulong et Petit. 


466 


© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit. 





Thermodynamique statistique Chapitre 14 


Modèle pour l’élasticité d’une fibre 


Une fibre est modélisée par une succession de N maillons (N > 1) pouvant être dans 
deux états distincts : court (K) de longueur £ — a ou long (L) de longueur £ + a. Les 
énergies de ces deux états sont les mêmes. Un état microscopique de la fibre est donc 
décrit par un N-uplet d'états individuels, par exemple (LKLLKLKKL). On applique 
une force f à l'extrémité de la fibre et on note Z sa longueur. 


a) Combien d'états microscopiques sont possibles au total ? 


b) On note & le nombre de maillons dans l’état court (K) et on suppose que f = 0. 
On rappelle la formule de Stirling In p!= pln p-— p. 
i) Quelle est la longueur Z de la fibre ? 


ii) Combien d'états microscopiques Q(Kk) correspondent à une fibre de cette 
longueur ? 

iii) L'entropie de la fibre est S(k) = kg In [Q(k)]. À l'équilibre, elle est maximale. 
Donner l'expression de S(k), déterminer la valeur de k à l'équilibre et en dé- 
duire la longueur à vide de la fibre. 


c) On admet la relation 
f:d£ =-TdS 
En déduire l'expression de f en fonction de T et Z. 


d) En déduire l’équation d'état reliant L, f etT : 


af 
LP =Z0+Nath—— 
RP ET 
e) Définir une température de transition T. et justifier que 
+ pour T >T, la fibre est décrite par le modèle habituel de Hooke f =k(Z-—%5) 
où k (prononcer kappa) est la constante de raideur de la fibre ; 
+ pour TT, la fibre est figée. 
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Du mal à démarrer 


Le fait que p et g soient constants facilite l'intégration de 


la loi de la statique des fluides entre la surface en z= 0 et la cote 
z < 0. La résultante des forces de pression sur le cylindre se ra- 
mène à la somme de ces forces sur les deux disques horizontaux. 


La conjugaison de la loi de la statique des fluides et de la loi 


des gaz parfaits (en termes de masse volumique) donne, quand on 
exprime la température avec la formule de l'énoncé, une équation 
différentielles à variables séparables (z et P) qu’on intégre entre le 
sol et l'altitude z. 


En exprimant g(r) dans la loi de la statique des fluides, on 


obtient une équation différentielle en P(r) qu’on intègre grâce à 
la conditions aux limites P(R) = 0. 


L'établissement des lois donnant P(z2) dans les différents cas 


se ramène à l'intégration de la loi de la statique des fluides cou- 
plée à la loi polytropique. On pourra chercher sur le graphe + une 
zone isotherme + une zone polytropique, en cherchant dans les 
deux cas un profil particulier de température et en vérifiant si la 
loi de pression est cohérente. 


La faible épaisseur de l’atmosphère par rapport à son rayon 


permet géométriquement de se ramener à un calcul d’intégrale 
sur une forme cylindrique dont la surface est celle de la Terre et 
de hauteur infinie (ce qui ne pose pas de problème pour une forme 
exponentielle). 


La méthode décrite dans le cours s’applique bien dans cet 


exercice. On détermine P(r,8,z) en intégrant successivement les 
équations données par la loi de la statique des fluides en réfé- 
rentiel en rotation uniforme. La détermination de la constante fi- 
nale (Ko) nécessite l'écriture de la conservation du volume d’eau 
entre la situation immobile (forme cylindrique) et la situation de 
rotation (paraboloïde de révolution). Le calcul de l’intégrale de vo- 
lume peut se ramener à une intégrale sur r de cylindres coaxiaux 
[r,r + dr] de hauteur w(r). Il y a assèchement si @(r) = 0, débor- 
dement si @(R) = H. 


Dans le tube horizontal, la loi de la statique des fluides 


conduit (en négligeant le poids) à une équation différentielle qu’on 
intègre grâce à la condition aux limites en P(x= r) = Po. À la ques- 
tion (b), l’égalité des pressions de part et d’autre de l'interface air- 
liquide permet de conclure (on pourra appliquer la loi de l’hydro- 
statique dans le liquide). À la question (c), on reprend l’équation 
différentielle de la question (a), mais on doit prendre en compte la 
relation entre pi et P, conséquence de la loi des gaz parfaits. 


Pour que la réaction ait lieu, il faut que A rencontre B et 


que A+B se transforme en AB*. La probabilité de la rencontre est 
proportionnelle au produit des concentrations des deux réactifs, 
celle de la transformation est proportionnelle au rapport entre la 
probabilité d'observation de AB* (donnée par un facteur de Boltz- 
mann où apparaît l'énergie de ce composé) et celle d'observation 
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de A+B (donnée par un facteur de Boltzmann où apparaît l’éner- 
gie de cette association). Le rapport des facteurs de Boltzmann 
fait apparaître la différence entre les énergies des deux systèmes. 


La question (a) est une question de cours. Dans la question 


(b), les coefficients de dégénérescence modifient les expressions. 
La méthode graphique de détermination de la capacité thermique 
est basée sur l'étude des pentes des tangentes à la courbe de l’éner- 
gie moyenne. 


Dans le modèle discret, on est dans un cas classique de sys- 


tème à deux énergies +eg. On calcule le moment dipolaire moyen 
comme on calcule l'énergie moyenne, en pondérant les moments 
par les probabilités associées. Dans le modèle continu, le terme 
sin6d8 est un coefficient de dégénérescence. Les calculs de nor- 
malisation et de valeur moyenne remplacent des sommes (cas dis- 
cret) par des intégrales, celles-ci demandent un peu de virtuosité 
mathématique (IPP en particulier). 


La dérivation de l’énergie interne molaire par rapport 


à T la température se ramène à une dérivation composée 


dou = Am - a. Les justifications qualitatives nécessitent un 


choix de termes précis qu’on trouvera dans le cours. 





Un tableau faisant figurer les cinq valeurs possibles pour x, 


les rayons r1 et r2, et l'énergie E permet de bien organiser les cal- 
culs. La prise en compte des dégénérescences fait apparaître une 
expression des probabilités et de l’énergie moyenne avec des coef- 
ficients exponentiels pondérés par les g;. 


La question (a) est une question de cours. À la question (b), 


on peut expliciter tous les cas possibles et on mettra en évidence 
qu’à une valeur donnée d'énergie peuvent correspondre plusieurs 
états microscopiques possibles. C’est donc une situation de dégé- 
nérescence. 


La détermination du nombre de termes quadratiques indé- 


pendants peut être faite sans expliciter ces termes, en comptant a 
priori 3 termes d’énergie cinétique pour chaque atome, en retran- 
chant autant d'unités que de conditions de liaison, et en ajoutant 
les énergies potentielles élastiques de chaque ressort. 


L'énergie mécanique comporte 3 termes pour l’énergie ci- 


nétique et 3 énergies potentielles élastiques. Il faut convertir les 
capacités massiques en capacités molaires grâce aux masses mo- 
laires. 


Après avoir exprimé l’entropie statistique du système, le 


cœur du raisonnement est la dérivation de l’entropie par rapport à 
k après simplification grâce à la formule de Stirling. Cette dérivée 


s’annule à l'équilibre, et f = -T = TS. 
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Corrigés des exercices 


a) La loi de la statique des fluides s’écrit 


_® 9 
— . & 
—grad P+ug = 0 soit —6y — 0 
ôP 
5: H8=0 


donc P ne dépend que de z et 


dP(2) 
dz 





=-pg donc P(z) = -pgz+K 


et la condition aux limites donne 
Po =0+K donc P(z) = Po-ugz 


b) La résultante des forces de pression sur la face latérale du 
cylindre est nulle car le dispositif est symétrique par rap- 
port à tout plan passant par l’axe du cylindre. Les pressions 
sur les faces planes supérieure et inférieure du cylindre 
sont 

P(zo) = Po - 1820 
P(z0 —H) = Po — Hg(z0 —H) 


On en déduit la résultante des forces de pression 
F=-[Po-ug20]Süz+[Po-ug(zo -H)]Süz 
soit F = uSHgüz 


c) SH est le volume du cylindre, donc celui du fluide déplacé, 
uSH est donc la masse du fluide déplacé, et F est l'opposé 
du poids de volume du fluide déplacé, c’est donc bien la 
poussée d’Archimède. 


On associe la loi de la statique des fluides en projection sur 
l’axe vertical et la loi des gaz parfaits 


PE = (DE 
P(2)M = p(2)RT(2) 


dP(z2) : P(z2)Mg 
dz  R(To-A2 
dP 
soit Het = — eee. 
P(2) R(To — Az) 
On intègre cette équation à variables séparables entre 


(z = 0, Po) et (z, P(2)) : 


F dP(2) : Mg f? —-Adz 
0 


P(z2) AR Jo —-Az+To 


donc [InP(z) —In Po] = " [n(—Az+To) -InTo] 





Mg 
To—Az |A 


To 





soit P(z) = Po | 





On écrit la loi de la statique des fluides en projection sur ür 


dP(r) _ 
dr 





4 
—pg(r) = = nuêr 


2 
donc P(r) = = GnnÊr +K 


La condition aux limites est la nullité de la pression à la sur- 
face de la planète (en l'absence d’atmosphère, on est dans le 
vide), soit P(R) = 0, soit 


2 
0 = = GnuÊR? +K 


2 
donc K = 3 SrU°R? 
La pression au centre de la planète est 
2 
P(0)=K= 3 STUÈR? 


Par définition de la masse volumique 


M 
3 rRè 





H= 


3GM? 
87R4 





donc P(0) = 


a) La loi des gaz parfaits s'écrit PM = uRT. à = 0 donne 


P(2) = Po, correspondant à une atmosphère isobare. à = 1 
donne HE) = ne soit — = ut donc T(z2) = To, corres- 
pondant à une atmosphère isotherme. à = y correspond à 
P(z)u=Y(2) = Po pe * soit P(z)VY = PoVy, loi de Laplace cor- 


respondant à une atmosphère isentropique. 


b) C'est le cas du cours, atmosphère isotherme : 


dP _ PMg 


dz  Rlo 





_Mgz 
donc P(z) = Poe FT 
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c) La loi polytropique donne 


pa 
H(2 = Ho — 
Po 


La loi de la statique des fluides donne donc une équation à 
variables séparables : 


dP pa 1 . 
TE = -H08— = P «dP=-ho8P, °dz 
pa 
0 


qu’on intègre membre à membre entre (z = 0,P = Po) et 
(z, PC) : 


1 
= —HogP, “Iz-0] 


On tire P(z) de cette relation 








Les 
= a 
PA = Po 1- SRE) 
«Po 
( 1) M =œ- 
a— Z =] 
=Po|1- . 87 |* 
x RTo 





d 


T 


On distingue clairement que pour z > 200 km, T est 
constante et l'atmosphère est isotherme. La loi établie à la 
question (b) donne alors 


Mgz 
InP(z) =InPo-— 
nP(z) =InPo RT 





ce qui est confirmé sur le graphe où l'échelle logarith- 
mique en pression à gauche correspond à l'échelle linéaire 
en altitude. Voici le tableau de correspondance 


CMS SOMEUSETEN 
[MP] 2608 | 2305 | 0 | 230 | 


Cam | 200 | 290 [380 [| 70 | 





La régression linéaire donne R = 0,99999 ce qui confirme 
la validité de l'hypothèse d’atmosphère isotherme. Le co- 
efficient directeur vaut 


Mg 


= -2,558.10 ° 
RT 


En prenant T = 190 K, on en déduit M = 25 g-mol”-!. La 
masse molaire moyenne d’un gaz constitué de 95 % de dia- 
zote et de 5 % de méthane est 


M=0,95-28+0,05:16 = 27,4 g-mol ! 
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L'accord est donc acceptable. Pour des altitudes infé- 
rieures, la loi de l'atmosphère polytropique combinée à la 
loi des gaz parfaits et loi polytropique une relation 


1-apa _ pl-ara 
Po Ler 1 


T \ax 
soit P = Po[ =) 
To 
T 
donc InP =InPo + ue 
a—1 To 


La courbe de température est sensiblement affine, de 
pente positive en fonction de P en échelle logarithmique 
pour z < 50 km, ce qui valide le modèle. La pente vaut 


a _In10*-In10° 


75 — 88 


= 0,177 
a—1 


En prenant To = 90 K, on identifie 


=, . = 0,177 donc a= 1,07 

a—1 To 

Cette valeur est comparable à y, mais l’écart est assez im- 
portant. Pour valider ou non le modèle, on doit vérifier la 
conformité de l’évolution avec l'altitude, même si l'échelle 
n’est pas régulière aux basses altitudes. La loi théorique ob- 
tenue pour P(z) donne une pression nulle quand 


te 
(a -1)Mg 

ce qui n’est pas conforme au graphe. Le modèle isentro- 

pique pour les basses altitudes est donc faux : il est en ef- 

fet difficile d'imaginer une évolution adiabatique pour une 

lune soumise au rayonnement du Soleil et de Saturne. 


La loi de la statique des fluides pour un gaz parfait s'écrit 


de __ dP_ M 
dz HS donc — =-—2P 
PM = URT dz  RT 


Mgz 
donc P(z) = Poe RT en supposant g uniforme. On en déduit 


: PoM — MEz ss 
la masse volumique p(z) = Te RT . On peut écrire l’expo- 
$ avec 5 = Me = 8 300 m. L'épais- 
seur de l'atmosphère est donc de l’ordre de 56 = 40 km <« Rr. 
À cette altitude, g a très peu varié. De plus, on peut donc assi- 
miler l'atmosphère à un cylindre de base S = 4TRÈ. Onintègre 


a (2) entre 0 et l'infini : 


nentielle sous la forme e 


+00 
Ma =S [ u(2)dz 
z=0 
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RT _Mgz 
e RT 


+00 : SPo 
Mg _ 


0 £ 

Ce résultat est très naturel : avec les différentes approxima- 
tions faites, Po est le rapport entre le poids total m,g de l’at- 
mosphère et la surface S = ATRÈ sur laquelle il s'exerce, soit 
Ma = 5-1018 kg. 





SPoM | 
Ma = 
RT 





a) Dans le référentiel non galiléen en rotation, l’eau est im- 
mobile. La force d'inertie d'entraînement et l’équilibre de 
la particule de fluide s'écrit, en coordonnées cylindriques, 


-ugü,-gradP+uOrur =0 


0 — uO?r 0 
soit | 0 _ l . +| 0 =) 0 
= ‘P 0 

H£ 3z 0 


P ne dépend pas de 0. On intègre la relation sur r 


ÔP(r, z) 


5 = uQ? r donc P(r, z) = uQ? r2+ K(z) 
Fr 


l 
2 





On injecte dans la relation sur z 


K'(z) = —pg donc K(z) = -ug2+Ko 


ne 
etP(2)= HAT ugz+Ko 


À la surface libre du liquide, P = Po, donc son équation est 


2 
Z=Œ(r)= 20 + —7r 
28 


2. 
Ko — Po 
H£ 


On écrit la conservation du volume de liquide pour déter- 
miner Z0. Quand le verre ne tourne pas, le volume est 





avec z0 = 


H 
Vent 


Lorsqu'il tourne, le volume de la couronne cylindrique 
entrer etr+dr est 


dt =2xrdrç(r) 


On en déduit : 
v-f 2nrç(r)dr 
r=0 


R o2 
v=2 Zor + =—rÿ dr 
r=0 2g 





b 


TZ 


c) 


a) 


b) 
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R 
2 o2 à 
V=2n|Z—+—7 
2 8 | 
r=0 
Zo OR 
soit TR° = rR° si + — 
4g 
O2R? 
donc zo =R-— 
4g 


La surface libre du liquide est donc un hyperboloïde de ré- 
volution d’équation 


z=(r)=R+ > (2r? -R?) 


Si le liquide est du mercure, on obtient ainsi un mi- 
roir parabolique, instrument d'optique important dans les 
grands télescopes. 


Le niveau du liquide est minimal au centre et vaut zo. Il y 
aura donc assèchement quand 


a=0svitos 2) 


Le niveau du liquide est maximal à la périphérie du verre 
pour r = R. Il y aura débordement si 


@(R) > H soit Q = 2/E 


Les deux événements sont donc concommitents. 


oa 


oa 


L'équilibre de la particule de fluide d’air se traduit par la 
nullité de la somme de la force de pesanteur qu’on néglige, 
des forces de pression et de la force d'inertie d’entraîne- 
ment. En grandeurs volumiques : 


—grad P + hoQ xüx =Ù 


o2 
HO 2 





: dP 2 
soit TT HO x=0doncP=K+ 


La pression vaut Po à l'extrémité du tube en x = r donc 








o2 
Kk=P9- r? et 

2 

o2 
P=Po+ Gr?) 


L'équilibre de l'interface liquide-air dans le tube vertical se 

traduit par l'égalité de la pression dans les deux milieux : 

+ dans le liquide, d’après la loi de l’hydrostatique, 
P=Po-ugh; 
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c) 


d) 


a) 


+ dans l'air, sa masse volumique étant négligeable devant 
celle du liquide, on peut considérer qu'elle est uniforme 
sur la colonne verticale de l’axe du tube : 


o2 
Ho r2 





P=P(x=0) = Po- 


En identifiant les deux pressions, il vient 





o2 
ugh = _ r2 
donc ñ = poor? 

2ug 


On prend g=10m:s ? d'où h=6,4cm. 
La loi des gaz parfaits en termes de masse volumique 
s'écrit PM = HRT donc p = —- et en remplaçant dans 


l'équation d'équilibre, il vient 











dP PM >; 
—— + —Qfx=0 
dx _RT 
. dP MO? 
soit — = RT xdx 
On intégre entre r et x 
InPi* = = 
RT |2 
P MO? 
soit In — = (x? _— r?) 
Po 2RT 


_M@?,,2_,2 
donc P = Ppe 28T U—X) 


Cette expression fait apparaître un facteur de Boltzmann 


Emo? (r2-x2) 
P = Poe KT 


où j mQ2 (r2 _ x2) est assimilable à une énergie potentielle 
d'inertie d'entraînement. 


A étant un réactif, [A] diminue au cours du temps, d[A] est 

donc négatif. Il est proportionnel au nombre de complexes 

activés qui se forment pendant la durée dt, car ils évoluent 

vers C +D, donc proportionnel à 

— la durée dt ; 

— la probabilité que deux molécules A et B se croisent et 
forment un complexe activé. 

On en déduit que 


dIA]=-A-P([A+B=AB*])-dt 
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b) L'événement [A+B = AB*] est la conjugaison des deux 


événements indépendants 

— [A et B se croisent] et 

— [A et B au contact l’un de l’autre forment le complexe 
activé]. 

La probabilité du premier événement est proportionnelle 

aux concentrations en À et B. A et B étant au contact l’un 

de l’autre, ils forment un système {A, B} dont les trois états 

possibles sont [A +B], [AB* = CD*] et [C + D]. La probabi- 

lité de la transformation A+ B = [AB* = CD*] est propor- 

tionnelle au rapport entre les probabilités des deux états : 


PCAB" = QD) AT _ 
P[A+B] nn 
En conclusion : 
(E*-E1) 


P([A+B=AB*])=ue FT [AI[B] 


c) Les deux relations établies donnent : 


_ Œ*-En) 
d{AJ=-Aue  fT [AJ[Bjdt 


diA sen 
soit v = — =Àpe #81 [A][B] 


C’est bien la loi de vitesse attendue avec 


Œ*-E1) 


_E En E*-E 
k=Aue 81 doncink=In(p)- Œ =En 


keT 


Posons Ey = YA : (E* — E1) : c’est l'énergie d'activation 
molaire correspondant au gap énergétique entre A+B et 
[AB* = CD*], et à la hauteur du col énergétique qu'il faut 
franchir, en partant de A+ B, pour atteindre C+D.Onen 
déduit 
dink _ Ea 

dT RT2 





E 
In k = In(Ap) — donc 


qui est bien la loi d’Arrhenius. 


a) Onest dans le cas du système à deux niveaux d'énergie +e 


du cours où on trouvera le détail des calculs. Les probabili- 
tés et les effectifs sont 


__E LE 
p+= e TT N+ Ne TT 
= EE LE où EE LE 
eTBT+e TBT _ eTBT+e FBT 
p_= e FBT N_= NefBT 
== € TE ee E TE 
eBTie TT ele MT 
On en déduit 
—19 
N 2e. __0,109x1,6-10 
ani 23çonn a 
T= Se —e IRT Ep 13810-23x300 — p 421 _ 0,0148 
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La valeur moyenne de l'énergie électronique est 


: N4:(+E)+N-:(-E€) : T-1 














<n> € 
N++N_ T+l 
On en déduit 
U NA <n >=. — 
= = € 
de A1 À T+l 
dÜUmn dUm dt 2NAE 2€ 2 
tC = — = = ———: KT 
cmd GT dt dT + kgI2° 
tC R( 2€ je T 
soi =R|— | —— 
ma [KT] A+ 
0,0148 


soit Cmel = R(4,21) = 0,255R 


(1+0,0148)2 
b) Prise en compte de la dégénérescence. 


i) La normalisation des probabilités donne 


€ 


…. 2e FBT 
PRE e. 
4eBT +2e IT 
T 
= 4e'B 
P- = 


4elBT 42e KBT 


On en déduit 


E une 
4e 8T —2e kBT 
Se 
4ekBT +2e KBT 

27 -e 7 

e2x —e 2x 











2e2x +e 2x 
Voici l'allure du graphe de — f(x) 
A f(x) 
0045! : è ; e 
1 | | | oi 
1/31 | di 
28 : 
1: d 
É 
ii) Par définition, 
d dx 
Cmel = T (Mae: (fo) = Mae (fo): AT 


NM R 
soit Cm el = _ FGD = Z-CS') 





Thermodÿynamique statistique Chapitre 14 


Cm est donc maximale quand f'(x) est maximale. 
La pente de la tangente à la courbe est maximale pour 
x = 0,45, donc la capacité thermique est maximale 
pour T* = 0,45 6. On lit sur le graphe la pente 


= 4 


— f'(0,45) = 073 
1,45-0 





= 0,92 


* _ 
donc Ciel = 0,46R 


À basse température, la courbe présente une tangente 
horizontale donc f'(x) = 0. À haute température elle 
présente une asymptote horizontale donc f’(x) = 0. 
Dans les deux cas, la capacité thermique est donc 
nulle. 


a) Modèle discret. 


i) Les particules sont indépendantes car on néglige les 


interactions, et il n’y a pas de dégénérescence. 
ii) On est dans le cas classique du cours à deux énergies 
opposées +eo. On a donc 
€o 
TT 
ne — e B 
PP --&G x 
TT +6 TT 
GT 


iii) Onen déduit 
+ - €0 
<Ep>=p" :(-E0)+p :(Eo) = -Eoth— 
kBT 


iv) Le moment moyen est 


2 _ 4 Es € 
<üe >= p* (ho + pp - (ho = poñth © 
KkBT 


v) Le moment total est donc 
A + ” €0 
<M>=N<fyg>=Nhoüth—— 
kBT 


vi) Posons u = ÉT- 


e Àhaute température (HT), T — +oco, u — 0 et 


: NH5 à 
< MT >= Nuoä- = Fo 
keT keT 


: : Le NyË 
La loi de Curie est donc vérifiée avec C = . 
| B 
+ À basse température (HT), T — 0, u — +cwet 
< Mer >= Nhoë 


La loi de Curie n’est donc pas vérifiée, le système est 
dans un état de gel magnétique. 
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b) Modèle continu. 


i) 


ii) 


L'aire hachurée est celle d’une bandelette presque rec- 
tangulaire de largeur r d8 et de longueur égale au péri- 
mètre d’un cercle de rayon rsin6, elle vaut donc 


rd0 x 2xr sin6 


L'aire de la sphère complète est Anr?. Pour une popu- 
lation de dipôles dont l'angle du moment est dans l’in- 
tervalle [6,0 + 48], et dont l'énergie est —-ep cos0, il ya 
donc une dégénérescence proportionnelle à 


2nr/sin0d0 1. 
——— = —-sin0d6 
anr? 2 


On en déduit, en intégrant le coefficient i dans la 
constante de normalisation A : 
dpo = AB(8,T)-sin04d0 


La somme intégrale des probabilités vaut 1, donc 


€ cos® 
sin6e F8T d0=1 


T 
| 
8=0 


keT € €g cos8 
soit - AB = singe FT d0=1 
€o Je=o XBT 
RRT | ‘oc0s0 T 
soit - AB Le KT = 
€0 0 





keT | -£0 0. 
soit = A 2 Le RT _ ep KBT | =] 
€0 
€ 
donc À = — 
2kBTsh 
iii) Le vecteur moyen est 
T €o cos® 


<fx>= po | 





ARgT [T 
< fig >= Hoüz Ê [l (-cos0)-[- ÉD inde KBT 
€O 0 





cos6-Asin0e 81 40 


Ep cos@ 


€o 
kBT 


On fait une intégration par parties en posant 


v = -cos0 


! 


_ _ € 4; 
u" = FT Sin 0e 


v'=sin0 
€g cos® 
kBT 


£g cosû 
KBT 








u=e 


« 


et en utilisant l'expression de A obtenue plus haut 


Ho 





< fig >= üz-] 


avec I = 
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—cosôe ff 


= EG 
2h ET 


€g cos® €g cos® 


T T eg cos® 
-f sin0e 81 40 
0 0 











da 





#0. =: 
I= Ca +e mr | = HT 


€Q 
eTet 
€0 


"0 


donc < fig >= Hoüz 





kBT € 
LT, coth | 
€0 kBT 
. _ €o0 
iv) En posant u = FT’ ona 


ucothu—1 


< À >= Nuoüz 


v)  Étudions le comportement asymptotique. 
e Àhaute température (HT), T — +oco, u — Det 


< bn >= No = NKG. Ë 
+ — U — 
HT Ho 3 "2 3kT 
. ; ee Nu? 
La loi de Curie est donc vérifiée avec C = ÉTÉ 


e À basse température (HT), T — 0, 4 — + et 


< Mer >= No üz 


La loi de Curie n’est donc pas vérifiée, le système est 


dans un état de gel magnétique. 


a) Onest dans les conditions de l'exemple du cours et on peut 


partir de l'expression de l'énergie moyenne 


€ 
<E>=-ethx avec x = —— 














kBT 
On en déduit 
dUyn dÉES dax 
Umn=M<E>= etCn= ———=" Hs 
PT COR de AT 
des he 
onc = ME —— + — 
. ” ch?x kpT2 
e2 
K2TZ x2 
Cn = kBMA = R— 
" ch?x ch?x 
b) Voici l'allure de la fonction f(x) = —— 
04 / \ 
\ 
/ \ 
0.3- | \ 
| \ 
| * 
021 | \ 
0.1. | Ne 
/ er 
0 1 2 3 n 5 
X 
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c) La capacité thermique tend vers zéro à basse et à haute 
température. 

+ À basse température, l'énergie d’agitation des particules 
est très faible, et ne leur permet pas d'atteindre le niveau 
d'énergie haut +e. Pratiquement toutes sont au niveau 
d'énergie bas —E, et Etot = —€. La capacité thermique est 
presque nulle car cet état est très stable, une petite aug- 
mentation de température ÔT ne change pas le fait que 
kR8T est très petit devant le gap d'énergie. Très peu de 
particules supplémentaires accèdent au niveau haut +e, 
donc <E > ne varie pas et reste égal à —€. 

+ À haute température, l'énergie d’agitation des particules 
est très grande devant le gap 2e séparant les deux ni- 
veaux d'énergie, le rapport entre les deux facteurs de 
Boltzmann vaut pratiquement 1, les deux niveaux sont 
donc quasi équiprobables, et l’état le plus probable est 
celui où ù particules se trouvent dans chaque état, donc 
<E >= 0. La capacité thermique est presque nulle car 
cet état est très stable, une petite augmentation de tem- 
pérature ÔT ne change pas le fait que kRT est très grand 
devant le gap d'énergie, donc < E > ne varie pas et reste 
égal à 0. 


a) Sens physique de la dégénérescence. 


i) Les 5 états correspondent aux 5 abscisses possibles 
pour la particule. Pour chacune d'elles, calculons les 
distances r1 = O,M et r = OM, et l'énergie du sys- 
tème, somme des deux énergies d'interaction avec les 
particule de charge Q. 





Les trois énergies possibles sont donc Ej=2e, 
E2 = 2,25€ et E3 = 3,6€. 

ii)  Lesétats E2 et E3 sont dégénérés car ils correspondent 
chacun à deux états distincts. 

iii) On a g1 = 1, g2 = 2 et g3 = 2. La probabilité d'occuper 
l’état E2 (par exemple) vaut : 


pa=P([E=E etx=-2] ou [E=Betx=<]]- 


E2 E2 


ASB(E)) + AB(E2) = 24e TT =A.ge TT 


iv) Par définition : 


E E2 E3 


Z=e BT+2e FT +2e TBT 
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Z=e ?2+2e 225 426-386 = 0,401 





On en déduit 
= e” = 0,338 : 267 = 0,526 
p1= z »  P2= Z TV; 
—3,6 
et p3 = = 0,136 


On remarque que le niveau d'énergie le plus bas (E1) 
n'est pas le plus probable à cause de la dégénéres- 
cence de l’état E2 : le facteur 2 entraîne p2 > p1 bien 
que Z(E)) < Z(E1). L'énergie moyenne est 


<E>= p]1E1 + p2E2 + p3E3 = 2,35€ 


v) L'énergie d'interaction électrique entre deux parti- 
cules de même charge q situées à deux abscisses dis- 
tinctes n’est négligeable devant l'énergie individuelle 


2 
: ; Q 5 
de chaque particule que si HE & PET ri soit Q > gq. 


Mais même dans ce cas, deux particules ne peuvent 
coexister au même endroit, car la force de répulsion 
deviendrait infinie : c’est un cas d'exclusion. Les par- 
ticules ne sont pas indépendantes. En particulier, N 
ne peut dépasser le nombre de places possibles pour 
les particules, donc N <5. 





b) Température d’inversion. 


i) Comme dans le cas précédent : 


EL 2. Es ZE _ 2e 
Z=e Bl+2e kl+4e KT =]+2e k8T +4e ÆBT 





1 2e BT 
ne Lx" P2= AE 2e 
1+2e KT +4e fBt 1+2e fl +4e lBT 
_ 2e 
4e kBT 


P1= 


SÉRSe mue 2e 
1+2e fl +4e fBT 


ii)  QuandT — 0, les exponentielles tendent vers 0 et 


Zo=l, 








Pio=l, P20=0et pig =0 


iii) QuandT — «, les exponentielles tendent vers 1 et 


1 2 
Zoo = 1+2+4=7, —, Paco = 7 Et Plo = > 


Ploo + 7 7 


iv) À basse température, c’est E = 0 qui est l'énergie la 
plus probable ; à haute température, c’est E3 = 2e. À 
la température Ty : 


Zy=1+2e M2}46 22 3 


l 
et P1y = P2y = P3v = 3 


475 


Chapitre 14 Thermodynamique statistique 


C’est donc la température à laquelle les trois éner- 
gies sont équiprobables ; en dessous de Ty, E1 = 0 
est la plus probable, au dessus de Ty, c'est E3 = 2e. 
Il est donc vraisemblable que ce soit au voisinage 
de Ty que la capacité thermique passe par un maxi- 
mum. Ce changement d'énergie s'accompagne d’un 
changement des états occupés. Toute propriété phy- 
sique (autre que l'énergie) associée à ces états subira 
donc un changement lorsque la température franchit 
Ty. La mesure de Ty est alors possible expérimentale- 
ment. 


a) Par application de la loi de Boltzmann 


-B 
= AeBT 1 
PA _-0B avec À = oB ___ocB 
P] =Ae Bt er8T +e KBT 


1 _ ge a 
En posant RT = B, on peut donc écrire 


_ eboB 
Pt eP0B+e0-P0B 
_ e-PoB 
P|= ePoB+0-B0B 
b) Ily a 23 = 8 états possibles : 
— l’état|f11> d'énergie -30B ; 
— les trois états|[f1>,1111> et|111> d'énergie -oB ; 
— les trois états|[11>,1111> et|111> d'énergie +0B ; 
- l’état|[|11> d'énergie 30B. 


TZ 


c) Il y a 4 énergies possibles pour le système. Leurs probabi- 
lités respectives sont proportionnelles au nombre d'états 
microscopiques qui y conduisent et au facteur de Boltz- 
mann : 

P(-30B) = À! : e5B0B 

P(-0B) = 3A/ : e60B 

P(oB) = 34! -e"60E 

P(30B) = A -e-5P0B 
fr l 


avec 


d 


T 


L'énergie moyenne est < E >= 


-30Be PE + _-30BeP0B + 36Be-POB + 30Be-3P0B 
eBoB + 3.-00B + 3.0-P0B + ,—360B 


À basse température, BOB est très grand devant 1 et la frac- 
tion est équivalente au rapport des termes de plus haut de- 
gré 

—30BeP0B 


<E>S c3PoB = —-30B 


L'agitation thermique est insuffisante pour atteindre le ni- 
veau d'énergie supérieur, les trois particules sont au niveau 
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le plus bas d'énergie -0B et < E >= -30B. 

À haute température, 6oB est proche de 0 et la fraction vaut 
<E >= 0. L'énergie thermique est très grande devant le gap 
d'énergie 20B, il y a indifférence entre les deux états, et 
les trois particules occupent indifféremment les deux états 
d'énergies opposées, la valeur moyenne de l'énergie du sys- 
tème est donc nulle. 


TZ 


a) La molécule est un solide. Son énergie est égale à son 
énergie cinétique. On peut la définir en décomposant le 
mouvement en celui du centre de gravité G autour duquel 
le solide est en rotation autour des trois axes principaux 


d'inertie 


1 1 
Ec= 7 Ur + m2 + ms)iG + > Om + mo + ms) ÿG 


1 l_ > 
+5 0m + M2 + ms)é2 + 5Jaba 
l'a, 1,4% 
+=J107 + =J-8 
3)b b 51e C 


On dénombre donc 6 termes quadratiques. On peut aussi 
considérer que le problème possède 9 degrés de liberté 


X1, X2, X3, Ÿ1, V2, V3, 21, 22, 43 


mais les trois tiges reliant les atomes imposent la conser- 
vation des trois distances et retirent 3 degrés de liberté, il y 
a donc au total 9-3-6 degrés de liberté. Par application du 
théorème d’équipartition de l’énergie, la valeur moyenne 
de l'énergie est 


1 
<E>=6x 3 MT =S8RT 


On en déduit l'énergie interne molaire 


dUm 


Un = Mi <E>=3RT et Cn = —— 
m A et Um ar 


=3R 
b) Le mouvement peut être décrit par le déplacement de 


l’atome 1 puis par les deux rotations de chaque tige 


E - 241 re 2 
C=-mMm]Xx —m — M] 2Z 
2 1X1 2 11 2 12] 


1 32 1 .2 
+3)e12012 us 31912012 


1 52 , 1 .2 
+,)6,13013 + 31013013 


soit 7 termes quadratiques indépendants pour l'énergie ci- 
nétique. On peut aussi considérer que le problème pos- 
sède 9 degrés de liberté 


X1, X2, X3, Ÿ1, V2, V3, 21, 42, 43 
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mais les deux tiges reliant les atomes 1 et 2 d’une part, les 
atomes 1 et 3 d'autre part, imposent la conservation des 
deux distances et retirent 2 degrés de liberté, il y a donc au 
total 9-2-7 degrés de liberté. On prend en compte l'énergie 
potentielle élastique, quadratique, entre les atomes 2 et 3 


l 
Epo3 = 3 KM2M3 — 40)? 


L'énergie est donc la somme de 8 termes quadratiques. Par 
application du théorème d’équipartition de l'énergie, la va- 
leur moyenne de l'énergie est 


1 
SÉSSRACRTESIET 


On en déduit l'énergie interne molaire 


dU 
Um = MA <E >= ART et Cm = pe = 4R 


c) L'énergie s'écrit 


le es ds ds 
E=-mXi+-mÿ+-mMm2 
2 1X] 2 1Y1 2 12] 


ee By 24 :2 
— MX =m — M2 
2 249 2 29 2 229 
1 5. 2, 1 .2 
+-m3X3 + =m + =m32z 
2 3X3 2 3)3 2 323 


l l 
+5 kM1M — Lo)? + 3 KM1M3 — Lo)? 


soit 11 termes quadratiques. Par application du théorème 
d’équipartition de l’énergie, la valeur moyenne de l'énergie 
est ï f 
<E>=11x =kBT=—Kk8T 
D 2 


On en déduit l'énergie interne molaire 


11 dUm ll 
Um=Mi<E>= —RT et Cyy = —— = —R 
m A 2 m aT 2 
d) L'énergie s'écrit 
E=-mxXT+-m + = M] À 
2 1X 2 BAT 2 12] 
+= MX + =m +=-mM)2 
2 2X) 2 29 2 22) 


ke re 241 : 
m3 x m m3 Z 
2 3X3 2 3)3 2 323 


l l 1 
+5 Mi M — Lo)? + 7 K(M2M3 — Lo)? + 7 M1 M3 — Lo) 


soit 12 termes quadratiques. Par application du théorème 
d’équipartition de l’énergie, la valeur moyenne de l'énergie 
est ïi 

<E>=12%x 2 FT = 6kBT 





a 


b 


Ras 


TZ 


c) 


a) 


b 


TZ 
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On en déduit l'énergie interne molaire 


dU 
Um = MA <E >= 6RT et Cm = 75 = 6R 


L'énergie mécanique est 


LL. > Le 5 dl. 
Em==mX+-my"+-m2 
2 2 2 


1 1 1 

2 2 2 2 

+= kLx + = ky y + = Kz 
2% 2 yY 22 


L'énergie mécanique de l’atome comporte donc 6 termes 
quadratiques indépendants. Par application du théorème 
d’équipartition de l'énergie, la valeur moyenne de l'énergie 
est 

<E>=6x SERT = 8kpT 


On en déduit l'énergie interne molaire 


au 
Um = Ma <E >= 8RT et Cm = ee = 3R 


ce qui forme la loi de Dulong et Petit avec f = 3. 


La relation entre la masse molaire, les capacités ther- 
miques massique et molaire est 


Cm =M:c 


Calculons ce produit pour les six métaux donnés (en pre- 
nant garde à exprimer la masse molaire en kg- mol 1) : 


Cm Ü-K-!:mol 1) 
Li 24,86 
Fe 24,80 
Cu 24,47 
Zn 24,84 
Hg 27,88 
Au 25,41 





La valeur donnée par la loi de Dulong et Petit est 
3R = 24,94J-K l.mol ! 


L'accord est donc bon, sauf pour le mercure (Hg), ce qui 
est normal car c’est un liquide à température ambiante, le 
modèle des ressorts n’est donc pas adapté. 


Il y a deux états possibles (K ou L) pour chaque maillon, il 
y a donc au total 2 états microscopiques possibles. 


Soit k le nombre de maillons dans l’état court. 


i)  Lalongueurest 


P=k(@-a)+(N-k)(L+ a) =NL+(N-2k)a 


477 


Chapitre 14 Thermodynamique statistique 


ii) Il y a autant d'états microscopiques possibles que de 
manières de choisir les k maillons dans l’état court 
parmi les N maillons, soit 

N N! 
(®) k = = —— 
(6 | k | K!(N — k)! 


iii) La formule de Stirling permet de donner une valeur 
approchée de l’entropie S(k) = 


KkgININN-N-kInk+k-(N—-k)In(N-k)+(N-k)] 





S(k) = kg [ININN + kin&k+(N-k)In(N-K)] 
À l'équilibre, l’entropie est maximale donc 


dS(k) _ 





AK 0 soit 
AO S  E ee 
n -—-In(N- — k): ——— | - 
- K N-K 
donc kg In =0 
N-Kk 
N 
donc k=N-K&donck= = 
On en déduit 
P0 = N£ 
c) La relation donne 
ds 
ds dk 
Fe ge lo 


kBInRËr KT. k 
TN = SB7 In —— 
—24a 2a N-Kk 

On élimine k au profit de Z : 


L-P 
24a 





N 
Æ#=+(N-2Hadonck=-- 


d f kBT, Na-2+% 
ON f = — 10 — 
2a Na+tL-% 
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d) Oninverse la relation : 


2 
et : Na-P+% 


Nat L-P 

2af af, af 
1-e7sT et ep FT 
RÉ RAENRE SON 
1+ef8t elBT+e Ant 

| af 

soit ? = Z5 +Nath—— 

kBT 


e) L'équivalent de la tangente hyperbolique dépend de la po- 
sition de 
- af 


U = 
kBT 


par rapport à 1, ou de celle de T par rapport à 


1-4 
kB 
e SiT >T-alors u 1 doncthu=uet 


Naf 
LP = P0 + 
KkBT 





kBT 
tf=(L-Z 
soit f = TS - 0) 


On reconnaît la loi de Hooke pour un ressort de lon- 
gueur à vide Z et de constante de raideur 


kBT 
KE 
Na? 


e SiT <T,-alors u > 1 doncthu=let 
L=P0+Na 


Le ressort est donc inextensible, figé dans la longueur 
maximale et dans l’état (LLL...L). 
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CHAPITRE 1 Li 


Thermodynamique différentielle, 
systèmes ouverts 


Thèmes abordés dans Les exercices 


Formulation infinitésimale des principes de la thermodynamique. 
Identités thermodynamiques. 

Système ouvert, système fermé. 

Bilan de masse. 

Bilan thermodynamique pour un écoulement stationnaire. 
Premier principe industriel. 

Travail massique utile. 

Diagramme pression, enthalpie massique. 


© © © © © © © © 


Points essentiels du cours pour la résolution des exercices 


© Utiliser le premier principe sous forme différentielle. 

+ Utiliser le second principe sous forme différentielle. 

© Faire un bilan local. 

+ Traduire et exploiter un bilan de masse. 

+ Traduire et exploiter un bilan thermodynamique énergétique. 
+ Traduire et exploiter un bilan thermodynamique entropique. 
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Les méthodes à retenir 


Utiliser le premier principe sous forme 
différentielle. 


Utiliser le second principe sous forme 
différentielle. 
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Entre un état initial et un état final d'équilibre, 

e la variation d’une variable ou fonction d'état X (pression P, tem- 
pérature T, volume V, énergie interne U, enthalpie H = U + PV, en- 
tropie S) ne dépend que de ces deux états, et pas du chemin suivi : 
elle s'écrit AX pour une transformation macroscopique et d4X pour 
une transformation infinitésimale ; 

+ la quantité d'énergie échangée Y (travail W, énergie thermique Q) 
dépend du chemin suivi et s'écrit Ÿ pour une transformation ma- 
croscopique et ÔY pour une transformation infinitésimale. 

Le premier principe s'écrit sous forme différentielle 


dU + dECrmacro = ÔW + ÊQ 
et pour un système macroscopiquement au repos 


dU = ÊW + 5Q 


Exemple : 


° Pour un système formé de n7 moles de gaz parfait, 
de rapport de capacités thermiques y , dU = CydT = 
2 aT et dH = CAT = FAT. ° Pour une phase 
condensée liquide ou solide incompressible indilatable, 
dU = dH = CaT = mcdT. * Pour un fluide ne recevant du 


travail que par des forces de pression, ÔW = —-PexdV. 








+ Exercice 15.1. 


Pour calculer la variation d’entropie subie par un système lors d’une 
transformation d’un état d'équilibre initial à un état d'équilibre final, 
on utilise la formule donnée par l'énoncé (c’est ce qu’on fait en pre- 
mière année) ou on intègre l’une des identités thermodynamiques 


AT1) : dU = -PdV +TdsS ou (IT2) : dH = VdP +Tas 


entre l’état initial (P1,V:,T1) et l’état final (P;, V2, T2). Le second prin- 
cipe est appliqué en second lieu pour calculer l’entropie créée qui 
mesure l’irréversibilité de la transformation : 


as = ÔSéchangée + OScréée 
ô de : ? ; : 
avec ÔSéchangée = — et ÔScréée > 0, irréversible si ÔScréée > 0, réversible 


Si ÔScréée = 0. On peut retenir que c’est l’hétérogénéité des grandeurs 
intensives qui crée l’irréversibilité. 
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Exemple : 


On place deux blocs solides de même capacité thermique 
C aux températures initiales T0 et T2 au contact l’une de 
l'autre dans une enceinte adiabatique. Dans l’état d’équi- 
libre final, ils sont à la même température T;. Le système 
{1,2} n’échange ni travail ni énergie thermique avec l’exté- 
rieur. On lui applique le premier principe et on utilise l’ex- 
tensivité de U : 


dU = dU; + dU; =0 
soit CaT: + CaT; = 0 
et en intégrant entre l’état initial et l’état final 
C(TF — T0) + C(TF — T20) = 0 


Tio + T20 

2 
L'entropie est extensive, donc AS = AS; + AS, et on calcule 
chacune d'elles grâce à la première identité thermodyna- 
mique : 


doncT} = 


CdT2 =0+T2dS2 ds, = C2 


es : ce 
T2 


et en intégrant 


T T T0 + T20)? 
AS =Cin£ + CIn£ = Cin 0+ 12) 
Tio T0 AT10T20 


La transformation étant adiabatique pour le système {1,2}, 
Se = 0 donc 
(T10 + T0)” 

AT0 20 


Une étude algébrique élémentaire permet de prouver que 
cette quantité est nulle si T19 = T29 auquel cas il n’y a pas de 
transformation et la réversibilité est immédiate, et qu’elle 
est strictement positive si T19 À T2 auquel cas l’évolution 
d'un état initial d’hétérogénéité de température vers un 
état final d'homogénéité est bien irréversible. 


S-=AS=CIn 








+ Exercices 15.2, 15.3. 
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Faire un bilan local. 
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Dans un phénomène de transport, un objet solide est caractérisé par 

une grandeur locale intensive G(M, f) dépendant de la position M et 

de la date f, cette grandeur variant sous l'effet d'entrée et de sortie 

de particules portant une caractéristique physique mesurée par une 

grandeur extensive C selon une loi du type _ = C. Pour faire un bilan 

local : 

°_ on délimite dans l’espace un objet de taille infinitésimale autour 
du point M, on note Gu(f) = G(M, P), 

- onidentifieles facettes de cet objet par lesquelles les particules por- 
teuses de C entrent et sortent, 

° on mesure les quantités entrantes dC, et sortantes dC, pendant la 
durée infinitésimale dt, 

° on mesure l’éventuelle quantité créée ou annihilé dC. au sein de 
l’objet pendant df, 

° on exprime le bilan local en écrivant 


Gu(t+ dt) — Gu(f) = dCe— ac; + dCe 


et on le simplifie en effectuant les développements limités au premier 
ordre 
X(t+dt)-X(t) : 0X X(x+dx)-X(x) . ÔX X(y+dy)-X(y) : ox 


dt Ôt” dx Ôx’ dy Ôy' 


X(z+4d2)-X(2) > ôX X(r+dr)-X(r) L ÔX X(6 +460) -X(0) L ox 


dz Ôz’ dr Ôr” d8 08 


On obtient ainsi une équation aux dérivées partielles spatio- 
temporelle, dans laquelle on doit prendre garde à l'exactitude des dé- 
veloppements limités : la présence parasite d’un terme différentiel 
dt, dx, dy, ...ne se simplifiant pas est toujours le signe d’une erreur 
dans l'écriture du bilan. 


Exemple : 


Dans les schémas suivants, les flèches épaisses repré- 
sentent les quantités entrantes et sortantes. 


dc, dc, dc, ax 
> AT, Ke 


z+dz Le 
SE 
x x+dx $ 
Lac, 




















> Exercice 15.4 
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Traduire la loi de conservation de la 
masse. 


Thermodÿynamique différentielle, systèmes ouverts Chapitre 15 


Pour un fluide en écoulement, le bilan de masse est effectué sur une 

surface fermée appelée surface de contrôle. La masse de fluide à l’in- 

térieur de cette surface varie dans le temps par le jeu des entrées 

et sorties. Deux formulations sont possibles pour la loi de conserva- 

tion : 

e la masse qui entre moins celle qui sort est égale à celle qui s’est 
accumulée ; 

e la masse finale plus la masse sortie est égale à la masse initiale plus 
celle qui est entrée. 

La masse contenue dans la surface de contrôle est 


ne [fr 


La masse entrante (ou sortante) pendant dt par une face est le flux 
du vecteur LD à travers cette face orientée vers l’intérieur (ou l’exté- 
rieur) multiplié par dt : 

dm=Dyndt 


où D, est le débit massique. Lorsqu'un fluide de masse volumique 1 
et de vitesse v uniformes se déplace dans une canalisation de section 
S, alors 

Dy=u:v"S 


Exemple : 


Un mascaret est une vague formant une marche entre 
l’amont et l’aval d’un fleuve. On note h, et h. les hauteurs 
de part et d'autre de la marche, L sa largeur, v, la vitesse 
de l’eau remontante d’un côté, v, = 0 de l’autre côté, et cla 
vitesse de déplacement de la marche. 


122% 


La surface de contrôle est la portion du fleuve de largeur 
2b de part et d'autre de la marche. Pendant df, la marche 
se déplace de dx, la masse entrante est dm,, la masse sor- 
tante dm, = 0 et l'accumulation de masse m(t+df)-m(r). 
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b b 
# Bt Lt 
Z 
dm , 
(t) 
dx 
—- 
® y 
(t+dt) 
la masse entrante est 
L_ rh 
dm.= dt | Hvodydz = hvoLhodt 
y=0 J z=0 


La masse sortante est dm, = 0. La masse dans la surface de 
contrôle aux dates f et (+ dt est : 


m(®) = HbLho + hbLh: 
m(t+ dt) = u(b+4dx)Lho + h(b-dx)Lh 


donc m(t+ dt) — m(t) = HL(ho — M)dx 
La conservation de la masse s'écrit 
m(t+ dt) -m(t) = dm, - dm, soit 
UL(ho — M)dx= pvoLhodt 
On en déduit la vitesse de la marche 


dx ho 
C= —=1 
dt ho — hi 











—> Exercices 15.5, 15.6, 15.7, 15.8, 15.9, 15.10. 


On parle de thermodynamique industrielle quand l'unité (lieu où 
une transformation thermodynamique est opérée) est alimentée à 
l'entrée et vidée en sortie de façon continue. En régime permanent, 
la masse entrante est égale à la masse sortante pendant df, ce qui re- 
vient à identifier débit massique entrant et débit massique sortant : 


Traduire et exploiter un bilan 
thermodynamique énergétique. 


dm am 
dm, = 4m, ou Dme =  — Dm 
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Traduire et exploiter un bilan 
thermodynamique entropique. 


Thermodÿynamique différentielle, systèmes ouverts Chapitre 15 


En notant avec l'indice e les grandeurs mesurées à l'entrée et s celles à 
la sortie, et avec des minuscules les grandeurs massiques, on énonce 
le premier principe industriel : 


Ah=h;-he 
Ah+Aec+A(g2) = w, + q avec Aec= ec; —eCe = ;V 
A(g2) = epps — ePPe = 825 — 82e 


1-2 1.2 
2Vs— 5e 


Le travail massique utile w, est celui produit par les pièces mobiles 
au sein de l’unité et exclut le travail des forces de pression à l'entrée et 
à la sortie. q est l'énergie thermique massique reçue au sein de l’unité. 
L'estimation des variations d’enthalpie massique peut être le résul- 
tat de calculs classiques (Ah = AT pour un gaz parfait, Ah = cAT 
pour un liquide incompressible indilatable) ou par utilisation d’une 
table ou d’un diagramme thermodynamique (P h), particulièrement 
adapté à l'étude des systèmes frigorifiques. 


Exemple : 


Un grand nombre d'unités fonctionnent en système ou- 
vert. Chacune opère une ou une combinaison de deux ou 
trois transformations fondamentales dont voici une liste 
et l'expression simplifiée correspondante du premier prin- 
cipe industriel. « Une conduite cylindrique horizontale ca- 
lorifugée parcourue par un fluide incompressible non vis- 
queux forme le cas trivial 0 +0 +0 =0+0. 

e Si cette conduite n’est pas horizontale, alors Ah + Aec + 
A(gz) = 0. 

° Dans une conduite cylindrique calorifugée munie d’une 
paroi poreuse, avec un écoulement très lent (détente de 
Joule-Thomson) Ah +0+0 = 0+0 + Dans une tuyère ho- 
rizontale calorifugée, Ah +Aec+0=0+0. 

- Dans une pompe de relèvement 0 +0+A(g2) = w, +0. 

e Dans la canalisation horizontale d’un chauffage central 
où circule de l’eau chaude, Ah +0+0=0+ g. 








— Exercices 15.11, 15.12, 15.13, 15.14, 15.15, 15.16. 


Le second principe en système ouvert et en régime permanent s'écrit 


ÀS = Séch + Ser 


L'intérêt de cette relation est la mise en évidence d’une irréversibilité 
dans le processus avec le calcul de l’entropie créée massique, c’est-à- 
dire rapportée à l'unité de masse du fluide traversant l’unité. 
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On rappelle ici deux principes importants qui permettent d’interpré- 

ter le résultat obtenu, ce qui conduit à améliorer le procédé : 

e c’est l'hétérogénité (de température, de pression, de composition) 
qui crée l’irréversibilité ; 

° quand un processus est irréversible, il est possible de changer le 
procédé physique pour récupérer de l'énergie. 


Exemple : 


Un mélangeur est un type d'unité à deux entrées et à une 
sortie, fonctionnant sans pièce mobile, adiabatiquement 
et de façon isobare. On peut aussi supposer que la varia- 
tion d'altitude et d'énergie cinétique est nulle. Le mitigeur 
d'un évier mélange de l’eau froide à 0, = 10 °C avec un dé- 
bit Qu = 0,10 L-s”-! avec de l’eau chaude à 6, = 50 °C avec 
un débit Qe = 0,05 L-s"!. La capacité thermique massique 
de l’eau vaut c=4,18KJ-K !-kg”!. 

Trois bilans se succèdent. 

(1) Le bilan de masse donne le débit massique sortant 


Qs = Qer + Qez = 0,15 L-s 7 
(2) le premier principe enthalpique pendant dt s'écrit 
Qsdt-h;—(Qudt-h1+Qedt:h2)=0 


En définissant une température de référence To pour la- 
quelle l’enthalpie massique de l’eau est A, par définition 
de la capacité thermique massique, A(T) — ho = C(T — To) et 
le bilan enthalpique donne 


QT = Qu T1 + QeT2 donc 


Ti + QT 
T,= LT QT 296,48 K= 23,33 °C 


Qe1 + Qe2 


(3) L'entropie échangée est nulle car le système est adiaba- 
tique et le bilan entropique s'écrit 


Qsdt:s,—(Qeidt:s1+Qedt:82) = QsScr 


La seconde identité thermodynamique donne 
dh = vdP +Tds soit 


aT T 
caT =0+Tds donc ds = CT donc s(T) — 50 = che 
0 
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Le bilan entropique donne donc 


eds IMT,-QalnT:-QelnT2 
Qe1 + Qe2 


Cette quantité est strictement positive, le mélangeur fonc- 
tionne donc de façon irréversible. On aurait pu changer 
de processus pour récupérer de l’énergie, par exemple en 
concevant une machine de Carnot dont l’eau chaude est la 
source chaude et l’eau froide la source froide, produisant 
ainsi du travail. 


=8,2J-K !-kg”! 


Scr nu 








+ Exercices 15.17, 15.18. 


Énoncés des exercices 


Démonstration de la loi de Laplace 


Un système formé de n moles de gaz parfait, dont le rapport des capacités ther- 
miques y est constant, subit une transformation adiabatique et réversible entre l’état 
initial (P1, V1, T1) et l’état final (P2, Vo, To). Établir la loi de Laplace PV} = PV) et les 
deux autres lois entre les deux autres couples de grandeurs. On rappelle que la réver- 
sibilité de la transformation implique son caractère quasi statique, par succession 
d'états d'équilibre. 


Démonstration des identités thermodynamiques. 


Un système thermodynamique ne recevant du travail que par l'intermédiaire des 
forces de pression subit une transformation infinitésimale entre un état d'équilibre 
initial et un état d'équilibre final très proche. 


a) Pourquoiles variations élémentaires dU et dS peuvent-elles être calculées en sup- 
posant la transformation réversible ? 


b) Sous cette hypothèse, justifier que Pext = P et Text = T. 


c) En combinant le premier et le second principe, en déduire la première identité 
thermodynamique. 


d) En déduire la deuxième identité thermodynamique. 


487 


Chapitre 15 Thermodynamique différentielle, systèmes ouverts 


488 


Irréversibilité créée par une hétérogénéité de pression 

Dans un cylindre calorifugé, on place n moles de gaz parfait monoatomique de rap- 
port de capacités thermiques y = 3, à la température To et à la pression Po, et on 
ferme l'enceinte par un piston lui aussi calorifugé, se déplaçant sans frottement, 
mais initialement bloqué. De l’autre côté du piston l'atmosphère forme un presso- 
stat à la pression constante P1 = Po. 


a) Donner l'expression de la température initiale To dans le gaz en fonction des don- 
nées. 


b) On libère le piston et on attend l'équilibre mécanique. Déterminer la pression 
finale Pr, le volume final VF et la température finale T ; du gaz. 


c) Calculer la variation d’entropie du gaz et justifier que la transformation est irré- 
versible. 


Bilan routier 


Sur une autoroute, chaque point est repéré par son abscisse kilométrique x. Dans 
le sens croissant des x, on note D(x, f) le débit de voitures au point d’abscisse x et 
à la date f, exprimé en voitures par seconde, et n(x, t) la densité d'automobiles au 
voisinage de l’abscisse x et à la date f, exprimée en voitures par kilomètres. Établir 
l'équation aux dérivées partielles vérifiée par ces deux grandeurs. 


Bilan dans un cylindre en régime non permanent 


Un tuyau cylindrique d’axe (O, z) a un rayon R et une longueur L. Il est muni de deux 
pistons étanches À en x = 0 et B en x = L. À £ = 0, l'air qui s’y trouve a une masse 
volumique uniforme p9 et une pression Po. À partir de cette date, À se déplace dans 
le sens des x croissants à la vitesse vo et B dans le sens des x décroissants à la vitesse 
2vo. Quelle est la masse volumique u(f) supposée uniforme de l’air à la date t ? En 
déduire la pression P(f) en assimilant la transformation à une compression adiaba- 
tique réversible d’un gaz parfait de rapport de capacités thermiques y = 1,4. 


Cheminée 


Une cheminée cônique de hauteur H a un rayon 2R en bas (z = 0) etR en haut (z2=H). 
La fumée est assimilée à un gaz parfait de masse molaire M. En bas, sa température 
est To, sa pression Py sa vitesse verticale vers le haut Do = voüz. En haut, sa tempé- 
rature est T1 = aTo, sa pression PQ. Exprimer sa vitesse v1 en fonction de vo eta en 
régime permanent. Commenter le résultat obtenu. 


Vitesse du front d’un bouchon routier 


Sur une autoroute à 3 voies, la circulation est fluide, les véhicules se répartissent 
sur les 3 voies, se suivent sur chaque voie à 200 mètres d'écart et se déplacent à 
30 m-s7l en moyenne. Un bouchon routier se forme subitement au point kilomé- 
trique D. Dans le bouchon, les véhicules sont à l'arrêt à raison d’un véhicule dans un 
espace de 10 mètres de longen moyenne. Déterminer la vitesse du front du bouchon, 
c'est-à-dire la vitesse d’un véhicule de sécurité qui se déplace pour rester à la hauteur 
des derniers véhicules arrêtés dans le bouchon. 
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Confluence 


L'eau est incompressible de masse volumique po uniforme et constante. Une rivière 
de débit massique D, et de vitesse v se jette dans un fleuve de débit massique 
D = 3D:, et de vitesse v = ©. Les hauteurs d’eau dans la rivière, dans le fleuve 
avant et après la confluence sont égales à H. La vitesse du fleuve après la confluence 
est 6: v, et la largeur du fleuve est la somme des largeurs des deux affluents. Quelle 
est la valeur numérique de 6 ? 


Forme d’une coulée d’huile 


Un bidon d'huile est muni d’un robinet sur sa face inférieure, dont l'extrémité est 
circulaire de rayon R de centre O. On définit l'axe vertical (O, z) dirigé vers le bas. On 
note &g = gü, l'accélération de la pesanteur. La masse volumique de l’huile est l0. Le 
débit massique sortant est noté D. À la cote z, la vitesse du fluide v(z)ü, est supposée 
uniforme. On pose vo = v(z = 0). La vitesse v(z) est prise égale à celle qu’aurait une 
bille en chute libre sans frottement lachée en z = 0 avec une vitesse Lo. 


a) Donner l'expression de v9 en fonction de lo, Det R. 
b) Établir l'expression de v(z). 


c) Déterminer le rayon r(2) du filet d'huile à la cote z en supposant que vo = 0 (on 
supposera cette approximation valable pour la fin de l'exercice). 


d) Le sol est à la cote H. Lorsqu'on ferme le robinet, quelle est la masse d'huile qui 
reste à se répandre sur le sol ? 


Distensibilité des artères 


Le sang dans les artères forme un fluide incompressible et homogène, de masse volu- 
mique lt. Les artères sont souples, distensibles, et leur section peut varier au passage 
du sang. Une artère cylindrique d’axe (O, x) et de section Sÿ au repos, a une section 
qui varie au passage du sang selon la loi S(x, f) = So + s1 (x, t). On note D = v1(x, f)üx 
le vecteur vitesse du sang à l’abscisse x et à la date f. 


a) Le débit volumique à travers l’artère n’est pas le même en toute abscisse. Est-ce 
en contradiction avec la loi de conservation de la masse ? 

b) Établir l'équation aux dérivées partielles reliant S(x, #) et v1(x, f). 

c) On effectue l’approximation suivante : les termes indexés par 1 sont du premier 


ordre par rapport à ceux indexés par 0 ; on néglige tous les termes d’ordre 2. En 
déduire l'équation aux dérivées partielles reliant 5 (x, f) et v1(x, #). 
d) La pression dans l'artère est P(x,f) = Po + p1(x,f). On admet l’équation 
Ôvi(x,t) _  Ôpilx,t) 
HOT Ge 6x 
e) La distensibilité d’une artère est 


. Quel est sa signification physique ? 


ds1(x, 
_ 1065 1 ED 


© 56 6P 55 RD 
Ôx 
Établir l'équation aux dérivées partielles vérifiée par vi (x, f). 
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Détente de Joule-Thomson 


Un fluide quelconque se détend dans une canalisation horizontale et calorifugée et 
à vitesse très faible, en traversant une paroi poreuse. 


a) Par application du premier principe industriel, montrer que cette détente est isen- 
thalpique. 


b) Sile fluide est un gaz parfait, quelle propriété obtient-on ? 


c) Pourquoi la détente de Joule-Thomson est-elle complémentaire de celle de Joule 
Gay-Lussac ? 


Machine frigorifique à fluide idéal 

Un fluide est utilisé dans une machine frigorifique du type pompe à chaleur, chargée 
de prélever de l'énergie thermique à l’eau d’un lac formant un thermostat et d’en res- 
tituer à l’air d’une pièce ou à l’eau d’une piscine. Le fluide caloporteur est supposé 
idéal, en ce sens qu’il est un corps pur, se comporte comme un gaz parfait à l’état de 
vapeur, de rapport de capacités thermiques y et qu’il est non visqueux, incompres- 
sible et indilatable à l’état liquide, de capacité thermique massique cg. On note M sa 
masse molaire et Avap h l’enthalpie molaire de vaporisation supposée indépendante 
de la température. Le fluide au point de rosée en A (PA, TA) subit une compression 
adiabatique réversible jusqu’au point B (Pg, Tg) à l’état de vapeur sèche. Il subit alors 
un refroidissement puis une liquéfaction isobare jusqu’au point d’ébullition C (Pc = 
Pg, To). Il subit une détente isenthalpique jusqu'au point D diphasé (Ph = PA, Tp) et 
revient au point À par une vaporisation isobare. Pour les applications numériques, 
on prend y = 1,40, R = 8,314 J-K-!-mol-!, M = 50,0-1075 kg-mol_!, Pp = 3P4, 
Ta = 280 K, Tc = 320 K, ce = 2,00 -10° J-K- kg”, AvanA(280 K) = 2,00: 10° J-kg”! 
et Avaph(320 K) = 1,43: 10° J-kg”!. On suppose les variations d'énergie potentielle 
de pesanteur et d'énergie cinétique négligeables devant les variations d’enthalpie du 
fluide. 


a) Donner la valeur de la température Ty et calculer T8. 
b) Donner les valeurs des titres massiques en vapeur xA et xc. Calculer xp. 


c) Tracer l'allure du cycle dans le diagramme de Clapeyron (P v) en faisant appa- 
raître la courbe de saturation (courbe d’ébullition et de rosée) et les différentes 
isothermes. 

d) Identifier l'énergie utile, l’énergie gratuite et l'énergie coûteuse. Calculer ces trois 
énergies par application du premier principe industriel. En déduire l'efficacité n 
de cette machine. 
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Machine frigorifique à fluide réel 


Voici le diagramme thermodynamique de Mollier (P h) d’un fluide réel. 
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Ce fluide effectue un cycle frigorifique dans une installation industrielle de surgéla- 
tion. En À, il est au point de rosée à T1 = 240 K. Il subit une compression isentropique 
jusqu’au point B à Tg = 320 K puis un refroidissement suivi d’une liquéfaction iso- 
bare jusqu’au point C, point d’ébullition. Il subit une détente isenthalpique entre C 
et D puis une vaporisation isobare de D à A. On suppose les variations d'énergie po- 
tentielle de pesanteur et d'énergie cinétique négligeables devant les variations d’en- 
thalpie du fluide. 


a) Tracer le cycle (A,B,C, D) et en déduire les pressions, températures, titres mas- 
siques en vapeur et enthalpies massiques de ces états. 


b) Déterminer la valeur de l'efficacité n de ce surgélateur. 


Pompe de relevage 


Le système suivant sert de pompe d'aspiration de l’eau, fluide incompressible de 
masse volumique po au fond d’un lac de profondeur H pour la remonter à l'altitude 
h avec un débit massique fixé Dy = Do. La section d'entrée et celle de sortie sont 
identiques : Se = Ss = So. La pompe ne cède aucune énergie thermique à l’eau et 
l'absence de forces de viscosité permet de supposer que l'énergie interne massique 
de l’eau ne varie pas. 


(Po) 





— "| 


Déterminer la puissance mécanique Z de la pompe par application du premier prin- 
cipe industriel. 


491 


Chapitre 15 Thermodynamique différentielle, systèmes ouverts 


492 


Sèche-cheveux 


L'air est assimilé à un gaz parfait diatomique de rapport de capacités thermiques y, 
de masse molaire M. On néglige les effets de la pesanteur. La section d'entrée S, est 
très grande devant la section de sortie S, =S et on peut considérer que la vitesse d’en- 
trée est négligeable devant celle de sortie : V, & V,. On impose un débit massique 
Dm, une température d'entrée T, = To et celle de sortie Ts = To + AT. La pression 
de l’air à la sortie vaut Po. Déterminer la puissance mécanique Zn et la puissance 
thermique Z,, du sèche-cheveux. 


Turbine 


L'air est assimilé à un gaz parfait de masse molaire M = 29-1075 kg-mol”_! et de 
rapport de capacités thermiques y = 1,4. On donne R = 8,314J-K !-mol !.Ilentre 
dans une turbine en A à la température TA = 290 K à la pression Pa = 1,0- 10° Pa avec 
un débit massique Dyn = 40 kg: s_!. Il subit une compression adiabatique réversible 
jusqu’à un état B avec Pp = 5PA, puis un échauffement isobare jusqu’à l’état C où 
Tc = 1 500 K. On note q l'énergie thermique massique reçue par l'air entre B et C 
grâce à la combustion du kérosène. Il subit une détente adiabatique réversible dans 
une turbine jusqu’à l’état D en lui fournissant un travail massique w4 (CD) qui est 
intégralement restitué au compresseur agissant entre À et B. Enfin, l’air se détend, 
toujours de façon adiabatique et réversible, dans la tuyère pour retrouver en E la 
pression Pg = Pa. À la sortie de la tuyère, on note VE la vitesse d’éjection de l'air. 
On suppose toutes les autres vitesses négligeables devant celle-ci, et on les prendra 
nulles pour les calculs. 
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a) Calculer les pressions et températures des cinq états non fournies par l'énoncé. 
b) Calculer la vitesse Vg. 


c) Calculer le rendement de cette turbine, la puissance cinétique produite et la puis- 
sance thermique consommée. 


Bilan entropique dans un détendeur 


Un gaz monte à vitesse constante le long d’un conduit de cheminée partiellement 
obstrué, formant une paroi poreuse entre l'altitude z1 où le gaz est à la pression P1 et 
à la température T] et l'altitude z2 où le gaz est à la pression P2 et à la température T2 
inconnue. Le gaz est assimilé à un gaz parfait de rapport de capacités thermiques y et 
de masse molaire M. On note D, le débit massique de gaz. Le conduit de cheminée 
est calorifugé. 


a) Déterminer To. 
b) Déterminer l’entropie massique échangée et l’entropie massique créée. 


c) Déterminer les quantités d’entropie échangée et créée par unité de temps. 
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Écoulement isentropique dans une tuyère 


Une tuyère est formée d’une canalisation horizontale à symétrie de révolution au- 
tour de l’axe (O, x), dont la section varie selon la loi S(x). On note P, la pression à 
l'entrée de la tuyère en x = 0, le fluide qui s’y écoule est assimilé à un gaz parfait de 
masse molaire M et de rapport de capacités thermiques noté y ; on note fig sa masse 
volumique à l’entrée. L'écoulement est supposé adiabatique réversible, donc isentro- 
pique et non visqueux. On note V = V(x)ä, le vecteur vitesse supposé uniforme à 


l’abscisse x. 


a) Établir la loi reliant P, pi, Po, bo et y. 


b) Établir l'expression de la vitesse V(x) en fonction de la pression P(x). On suppo- 
sera la vitesse d'injection Vo négligeable devant V(x). 


c) À l'extrémité de la tuyère, en x = L, on note P; = P(L) la pression et S1 = S(L) la 


section de la tuyère. On pose u = EL, Montrer qu’on peut écrire le débit massique 
0 


sous la forme 


1 1-1 
Dn=CuYVl-u ?Y 


d) Donner l'expression de la pression de sortie qui rend le débit maximum. 


Du mal à démarrer 


Le premier principe développé en utilisant les hypothèses et 


la loi des gaz parfaits conduit à une équation différentielle à va- 
riables séparables entre V et T qu’on intègre entre l’état initial et 
l’état final. 


Les deux principes se simplifient quand on identifie les 


grandeurs intensives extérieures et celles au sein du système, et 
conduisent à la première identité. La deuxième s'obtient à partir 
de la première en écrivant H =U +PV. 


La loi de Laplace n’est pas adaptée ici car au moment où on 


libère le piston, le piston n’est pas à l’équilibre, la transformation 
n'est donc pas quasi statique et donc pas réversible. Il faut reve- 
nir au premier principe pour calculer l’état final. Le calcul de la 
variation d’entropie se ramène à un calcul d’intégrale grâce à la 
première identité thermodynamique. 


La variation du nombre de voitures sur le tronçon [x,x+ dx] pen- 
dant dt est égale au nombre de voitures entrantes en x moins le 
nombre de voitures sortantes en x+ dx. 


La loi des gaz parfaits puis la loi de Laplace exprimées en pression 
et en masse volumique suffisent pour conclure. 


La conservation du débit entre le bas et le haut de la cheminée 
permet de calculer v1. 


Un bilan de voiture en régime non permanent dans un volume de 
contrôle qui s'étend de part et d’autre du bouchon permet d’écrire 
que l’augmentation du nombre de voitures accumulées dans le 
bouchon est égal au nombre de voitures entrées dans le volume. 





9 


Après avoir exprimé les trois débits en fonction des largeurs des 
lits, des hauteurs d’eau et des vitesses, la conservation du débit 
permet de conclure. 


La loi de l'énergie cinétique (par exemple) donne l’expression de 
v(z). La conservation du débit donne accès à r(z). La quantité 
d’huile dans la coulée est calculée par une intégrale sur z. 


L'équation reliant S et v1 nécessite un bilan de masse en ré- 


gime non permanent sur un tronçon de longueur dx de l’artère : 
à la date f, sa section est S(x, f), il entre une masse dm en x, il 
sort une masse dm, en x+4dx, et à la date + dt, la section de l’ar- 
tère est S(x, + dt). La réduction des deux équations aux dérivées 
partielles à une seule en v1 nécessite l’utilisation du théorème de 
Schwartz. 


Les hypothèses conduisent à l'élimination de presque tous 


les termes du premier principe industriel et le caractère isenthal- 
pique de la détente en découle. 


(a) La loi de Laplace permet le calcul de Tg. (b) La trans- 


formation (CD) est isenthalpique, on la décompose en un refroi- 
dissement à l’état liquide et une vaporisation partielle isobare iso- 
therme, on en déduit xp en utilisant le fait que l’enthalpie est 
une fonction d'état. (c) Le cycle se déploie à l’intérieur et au voisi- 
nage de la courbe de saturation. (d) L'énergie utile correspond à la 
transformation où le fluide reçoit de l'énergie thermique, l'énergie 
coûteuse correspond à la transformation où il reçoit du travail. 


Les données de l’énoncé et la position des points de rosée et 


d’ébullition suffisent pour placer les quatre points. Aucun calcul 
n’est nécessaire pour déterminer les énergies utile et coûteuse, la 
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lecture des valeurs de h permet de les déterminer par application 
du premier principe industriel. 


La relation H = U +PV permet d'exprimer la variation Ah en 
fonction de la différence de pressions. 

Le bilan d'énergie totale met en évidence l'énergie méca- 
nique et l'énergie thermique reçue par l’air. 


La loi de Laplace donne la plupart des relations utiles. L’écri- 


ture du premier principe industriel sur les transformations (AB) et 





(CD) permet de traduire la restitution de travail du détendeur vers 
le compresseur ; celle sur (BC) permet de calculer g et la puissance 
thermique consommée. 

(a) On applique le premier principe industriel. (b) On rap- 
pelle la seconde identité thermodynamique dh = vdP +Tds. (c) 
On utilise le débit massique. 

La loi des gaz parfaits, celle de Laplace et l'expression du dé- 


bit massique D = UVS conduisent à la loi de la question (c). La 
maximisation du débit nécessite un calcul de dérivée. 


Corrigés des exercices 


La transformation est adiabatique donc ôQ = O. Elle est 
quasi statique, le piston par lequel on agit sur le système 
est donc à tout instant en équilibre sous l’action de la pres- 
sion extérieure et de la pression intérieure, elles sont donc 
égales et ÔW = —-PdV. Le gaz étant macroscopiquement 
au repos, le premier principe s'écrit donc 


nR av 
—— ÀT = -PAV = -nRT — 
y-1 V 


Cette équation différentielle est à variables séparables : 


dt 
T' Ty 


on l’intègre entre l’état initial et l’état final : 


[° LEE [* dv 
Ti T Y Vi V 


FE V. 
soit In 2 : A-yin 2 
Ti Vi 
1 
. TV : 
soit = = —<— 
T; vi 


1 
y 1 y-1 
doncT2V, =TiV, 
La loi des gaz parfaits donne 


P2V2 _ PiVi 


T2 T1 


et en multipliant les deux égalités on obtient loi de Laplace 
PoVY = PivY 


puis la troisième relation en divisant cette dernière égalité 
par la précédente élevée à la puissance Y : 


Ypl=Y _rYpl=Y 
DEP, 
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TZ 


T 


TZ 





a) U et S sont des fonctions d'état, leurs variations ne dé- 


pendent donc pas du chemin suivi, et on peut faire le cal- 
cul en supposant que la transformation est réversible. 


La transformation est quasi statique, elle se fait donc en 
quasi-équilibre mécanique et thermique avec l'extérieur, 
donc Pext = P et Text = T. 


Le premier principe s'écrit donc 
dU = -PdV +5Q 


et la transformation étant réversible, GS. = 0 donc le se- 
cond principe s'écrit 


= +0 
T 


ds 


donc ôQ = TdS et en remplaçant dans le premier principe, 
on obtient bien (IT1) : 4U =-P4dV +Tds. 


Par définition, H = U +PV donc 
4H = dU +PdV +VdP = -PdV +TdS +PdV +VdaP 


soit (IT2) : dH=VdP +TadS. 


Par application de la loi des gaz parfaits : 


_ PoVo 
U nR 





0 


Il y a3 inconnues, il faut donc écrire 3 équations. La loi des 
gaz parfaits donne 


(1) PrVr = nRT 
Dans l’état final, le piston est en équilibre mécanique donc 


(2) PF =P; 
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La pression de l’autre côté du piston qui bouge est P, et la 
transformation est adiabatique ; le premier principe sous 
forme différentielle s’écrit donc 
nR 
5 
3-1 





dT =-P;dV +0 


En intégrant entre l’état initial et l’état final, on en déduit 
(3) - R(T f — To) = —-P1(Vr—Vo) 
Ln Pie = 
2 f—To 1(Vr-—Vo 


Dans le second membre de cette équation, en utilisant (1) 
et (2), on remplace 


3 3 
P\V=nRT" et P1Vo= =PoVo= -nRT 
1Vf FER SP 


3 3 
donc si — To) = —nRT + 2 RT0 


d’où après simplification par nRetréductionT ; = ST. On 
en déduit, d’après (1) : 


pVeah Idonc tv 
= =nR- oncVr=- 
Fe | ch F5 


c) La première identité thermodynamique dU = -PdV+TdsS 
donne, pour ce système : 


3 av 3dT dV 
—nRAT = -nRT— +TdS donc ds = nR [5 | 
2 V 2: T V 


En intégrant entre l’état initial et l’état final, on en déduit 


3 T V 
AS = nr (Ein l +2) 
2 To Vo 


3. 6 4 
_ LEE +In <) = 0,0507R 
5 à 


Le second principe s'écrit AS = Scr +0 car la transforma- 
tion est adiabatique donc Scr = 0,0507R > 0. La transfor- 
mation est donc irréversible : c’est l'hétérogénéité de pres- 
sion dans le gaz à l'instant où on libère le piston qui a créé 
de l’irréversibilité. 


Travaillons sur le tronçon routier situé entre les abscisses x et 
x+ dx et entreles dates ft et + dt. À la date f, ilyan(x,f-dx 
voitures sur ce tronçon, et à la date t+ dt n(x,t +dt):dx. La 
variation est due à l’entrée de 4N, = D(x, ft): dt voitures en 
amont du tronçon, et à la sortie de 4Ns = D(x+ dx, f): dt voi- 
tures en aval. On peut donc écrire 


n(x,t+dt)-dx-n(x,t):dx =D(x,t):dt-D(x+dx,t):dt 





En divisant par dx:dt, il vient : 


n(x,t+dt)-n{x,t) : D(x, t)-D(x+dx,t) 
dt : dx 


et en faisant le développement limité à l’ordre 1 : 


Ôn(x, t) : _6D(x, t) 
Ôt  Ôx 








La longueur du cylindre à la date t 
L(#) =L-vot-2vot=L-3vot 


Les deux cylindres se rejoignent à f1 = ET on suppose donc 
t< tj. La masse se conserve dans le cylindre à toute date, donc 


or R2L = p(HnR2(L- 3v0 t) donc Lt) = Ho =—— 
L—3vot 
La loi de Laplace s'écrit ici 
= t)\Ÿ 
PŒOu Y(n= Polo" donc P(f) = Po (He) 
0 


it P P > j 
soit Lt) = = 
( os) 


La loi des gaz parfaits s'écrit 


PoM = HoRTo 


HO 
donc ll = — 
PoM= RTi HT 


En régime permanent, il y a conservation du débit massique 
entre le bas et le haut de la cheminée, soit 


Ho vor (2R)? = viTR? 
a 
donc vi = 4avo. On constate l'effet accélérateur (facteur 4) de 
la réduction de la section et ralentisseur (facteur à < 1) du re- 
froidissement qui provoque une augmentation de la masse vo- 


lumique. 


Choisissons comme ligne de contrôle X un rectangle situé de 
part et d'autre du front. 
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Pendant dt, un véhicule entre dans ZX s’il est situé à moins de 
vdt du bord gauche. Comme il y a trois véhicules en moyenne 
dans un tronçon de 200 m d'autoroute avant le bouchon, le 
nombre de véhicules entrant est ÔNe = Seat, La différence 
entre le nombre de véhicules dans X à la date f et à la date 
t+ dt est égal au nombre de véhicules supplémentaires accu- 
mulés dans le bouchon. La ligne de front s’est déplacée de dx, 
ce qui représente dN = . véhicules. La loi de conservation 
du nombre de véhicules s'écrit ÔNe = dN, soit 





3vdt  3dx dx  v 
= — donc — = — 
200 10 dt 20 





soit v=1,5 m:s"l = 5,4 km-h71. 


Choisissons une surface de contrôle fermée coupant les deux 
affluents et le fleuve après confluence. 








En régime permanent, le débit sortant est égal à la somme des 
débits entrants donc D = D; +D2 = 4D,. En notant di et d2 les 
largeurs des affluents, on en déduit le système 


Di = Hov1 diH 
3D1 = Ho dH 
4D1 = HoBvi (di + d2)H 


En faisant le rapport des deux premières égalités, il vient d> = 
6d1 donc la troisième s'écrit 4D1 = 7hoBv1d\H. En divisant 
cette égalité par la première, on en déduit 5 = 3. 


a) Le débit mesuré à travers le disque de sortie du robinet 
vaut 





D = 110 -7R? donc v9 = 
Ho 0 Re 


b) La loi de l'énergie cinétique entre z= 0 et z s'écrit 


D z donc v(z) = v?+2gz 
2 20 74 pare 


c) Le débit se conserve sur toute section du tube de courant, 
donc 


D 


HT va +282 


D= uv(z)nr?(2) donc r(z) = 
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En supposant vo = 0, cette expression se simplifie en 


CENEERS 
r(2) = -Z 
ur 28 


d) La masse d'huile restant à se répandre est celle de la co- 
lonne, soit 





: H 2 : D H _1 
m= unr*(z)dz = —— 2 dz 
z=0 


V2 


D H 
en 


a) La section variant au cours du passage du sang, il n’y a pas 
de violation de la loi de conservation de la masse. 


Z 
z=0 


b 


TZ 


On fait un bilan de masse pendant dt pour la section d’ar- 
tère comprise entre x et x+ dx. Les masses entrante en x 
et sortante en x+ dx à { sont 


dmMe = hoS(x, f)vi(x, dt 
dms = HoS(x + dx, ?) vi (x + dx, t) 


Les masses dans le tronçon d’artère aux dates f et t+ dt 


sont 
m(t) = hoS(x, dx 
m(t+ dt) = hoS(x, (+ dt)dx 


Le bilan de masse s'écrit 
m(t+dt)-m(t) = dme-dms 
d’où, en divisant par Hodxdt 


S(x,t+dt)—S({x, ft) . 
dt : 


_S(x+ dx, vi (x+ dx, 0 —S(x, D vi (x, 
dx 


soit, en faisant les développements limités à l’ordre 1 en dx 


eten dt : 
ÔS(X, ft) : _ôISG, t) vi (x, t)] 


ôt Ôx 


c) En remplaçant S(x, f), on en déduit 


ÔISo+s1(x, 0] _ 8lSov1@, 0 +51 (x Ov (x D] 
Ôt _ Ôx 


Avec l’approximation demandée, on en déduit : 


Ôv](x, t) 
Ôx 


Ôs1 (x, f) . 


ôt F9 
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d) C’est la loi de la quantité de mouvement : l'accélération 


e) 


a) 


b 


TZ 


— 


GC 


a) 


de la tranche de fluide est provoquée par la différence de 
pression entre ses deux faces. 


La relation proposée donne 


Ôp1 —_ Ôs] 
ôx  So2 Ôx 


On peut donc éliminer ce terme avec l'équation méca- 
nique, d’où 
Ôv] 1 Ôs 
Ho = 


01 So x 

On écrit le système en (51, V1) : 
08 _ _gôvi 
CON ITES 

H0S0D Gr = 3x 
On dérive la première relation par rapport à x, la seconde 
2 

par rapport à t et on utilise le théorème de Schwartz Le = 


os PTE . 
15e pour éliminer s1, d'où 


dv] dv] 
So So 
DT 0x 
… Ov dv 3 : 
soit +7 - HoZ7 = 0. Cette équation importante est 


l'équation d’Alembert, qui régit les phénomènes de propa- 
gation d'ondes sans atténuation. 


Appliquons le premier principe industriel. La canalisation 
est horizontale donc A(gz) = 0. Elle est calorifugée donc 
q = 0. Elle se fait à très faible vitesse donc Aec = 0. La paroi 
poreuse ne présente aucune pièce mobile donc wy =0.On 
en déduit Ah = 0 ce qui prouve que la détente est isenthal- 
pique. 

Pour un gaz parfait, Ah = cPAT donc T; = Te, la détente 
isenthalpique est aussi isotherme. 


La détente de Joule Gay-Lussac (détente adiabatique dans 
le vide) est isoénergétique, et donc elle aussi isotherme 
pour les gaz parfaits. Un gaz parfait vérifie ainsi les deux 
lois de Joule : U et H ne dépendent que de la température, 
et les deux détentes de Joule permettent de tester expéri- 
mentalement ces lois. 


Entre D et A, le fluide est diphasé et reste à pression 
constante ; or c’est un corps pur donc l’isobare de vapo- 
risation est aussi une isotherme et Th = Ta = 280 K. Entre 
A et B, la vapeur forme un gaz parfait et subit une détente 
adiabatique réversible. La loi de Laplace donne donc 


1=YoY _ pl=YrY 
PA Ti =P3 TR donc 





En 


P 
Metal) * SK 
PB 


b) A est le point de rosée donc x4 = 1. C est le point d’ébul- 


c) 


d) 


lition donc xc = 0. La transformation (CD) est isenthal- 
pique. L'enthalpie étant une fonction d'état, on peut la dé- 
composer en (CC!) refroidissement à l’état liquide de Tc 
à Te = Tp puis (C/D) vaporisation partielle isobare et iso- 
therme. 

Ah = Ahcc: + Ahcrp = 0 soit 


(Ter - Tc) + Xp Avap h =0 donc 


__&@(Tc -Tp) 


XD = = 0,40 


Avaph 


On veille à respecter PB = 3PA et la position de D à 4 
dixièmes sur le palier de changement d'état conformé- 
ment au théorème des moments. 


AP 











L'énergie utile est l'énergie thermique apportée à l’air de 
la pièce ou à l’eau de la piscine donc -qgc. En appliquant 
le premier principe industriel entre ces deux points, et en 
décomposant la transformation en (BB'C) : 


BC = Ahgp/ LE Ahg'c = cp(Tp/ — TB) + Aiqñ 


La capacité thermique à pression constante d’un système 
A  ynR 
de n moles de gaz parfait est Cp = DS 1 donc 


_ Cp  _YyR 


= = = 5827.K l kg”! 
mM(y-D L 8 


L'enthalpie massique de liquéfaction est opposée à celle de 
vaporisation donc 


q8c = 582- (320 — 383) — 1,43-10° = —1,80-10° J-kg”! 


L'énergie gratuite est celle reçue par le fluide de la part de 
l’eau du lac donc 


qpa = Ahpa = (1- xD)hvap = 1,2: 10° J-kg”! 


L'énergie coûteuse est le travail reçu de la part du compres- 
seur (lui-même alimenté par une source électrique) donc 
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Wu (AB). Insistons ici sur le fait que wap Z wy(AB), le tra- 
vail total étant la somme du travail exercé par les parties 
mobiles du compresseur et des travaux des forces de pres- 
sion à l'entrée et à la sortie du compresseur. En appliquant 
le premier principe industriel : 


wu(AB) = Ahag = cp(TB — Ta) = 0,60-10° J-kg”! 

On vérifie que la somme des variations d’enthalpie mas- 
sique est nulle, conformément au caractère de fonction 
d'état de h. L'efficacité est le rapport entre l'énergie utile 
et l'énergie coûteuse : 


— {BC 


= ——— = 3,0 
Wy (AB) 


Elle est supérieure à 1, on a en effet une énergie utile supé- 
rieure à l’énergie coûteuse car on a bénéficié d’une énergie 
gratuite. 


a) Le point de rosée A est à l'extrémité droite du palier de va- 
porisation à 240 K. De À à B, on suit la ligne isentropique 
jusqu’à son intersection avec l’isotherme 320 K. DeBàcC, 
l'isobare est une horizontale et C est son intersection avec 
la courbe d’ébullition, à l'extrémité gauche du palier. De C 
à D, l’isenthalpique est une verticale. Comme (DA) est une 
vaporisation isobare elle est aussi isotherme et D est donc 
aussi sur l’isotherme à 240 K. Voici l'allure du cycle tracé 
sur le diagramme. 


À P (10 Pa) 


s=2,0 s=1,9  s=1,8 
ou ns 


_is=1,7 
GE 











W p üo-mo 

















h (kJ/kg) 
Lt 








nl 2 À 





1 1 À 
100 200 300 400 500 600 


On peut lire directement sur le diagramme les valeurs nu- 
mériques : 


A B (6 
IÉRBIRRUE 


[ao | er | 706 





b) L'énergie utile est l'énergie thermique reçue du système 
qu'on réfrigère : 


qpA = Ahpa = Ra — hp = 195 KJ-kg ! 


498 





L'énergie coûteuse est le travail utile reçu de la part du com- 
presseur : 


wu (AB) = Ahag = hp - ha =65kJ-kg”! 





On en déduit 


= -DA_ _ 3,0 
wu (AB) 


Appliquonsle premier principe industriel. Au = 0 et 
h=u+Pv donc 


AP 
Ah =Au+vAP = — 
mn 
La pression à la sortie est Ps = Po, et à l'entrée, si la vitesse 
reste faible, Pe = Po + HgH. On en déduit 
Ah = -gH 


La variation d'énergie cinétique est nulle car les sections 
sont égales et l’eau incompressible. Le premier principe 
s'écrit donc 


—gH +0 + g(h—(-H)) = wy +0 


Pendant dt, la masse traîtée par la pompe est dm = Dodt 
donc le travail fourni par la pompe est 


ÔW = dm- Wu = Doghdt 


On en déduit la puissance 


ôW 
P=—-=Dogh 
at 08 


Le débit d’air est 
Din = HsS Vs 


La loi des gaz parfaits s'écrit 


PM = URT d 
= onc = —— 
F TRE 


On en déduit que 


Dm …. 
SUs 


DnRTs 


Ve = 
u SPM 


Appliquons le premier principe en système ouvert entre l’en- 
trée et la sortie : 
eCs — ECe+ePs—ePeths-he=Wut+q 


- La vitesse à l'entrée est presque nulle et elle vaut V, à la sor- 
tie. 
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- Les altitudes sont les mêmes donc ep; = epe. 
+ L'air étant assimilé à un gaz parfait : 


Cpm 


hs—he = Cp(Ts-Te) = M AT 





- Le travail utile est wy = _ et l'énergie thermique mas- 


sique q = — : 


On en déduit que 











VC Pm+ P 
Ts à Pm AT = m th 
2 M Dm 
_ DmV£ 
= 
donc _ DaCpm — YRDm à 
th — M = DM 


a) L'air assimilé à un gaz parfait subit une compression adia- 
batique réversible entre A et B donc la loi de Laplace donne 


I=YY LI=YY 
PA Ti = P3 TR donc 
1=Y 

P\ + 

Te =ra[?s)  2459Kk 
PB 

L'échauffement (BC) est isobare donc 
Pc = Pg = 5Pa =5,0-10° Pa 


Le travail utile récupéré par la turbine entre C et D étant in- 
tégralement restitué au compresseur, en appliquant le pre- 
mier principe à ces deux unités : 


Wu (AB) + wy (CD) = 0 & Ahag + Ahcp = 0 soit 
Cp [TB - Ta) + (Tp -Tc)] =0 donc 
Tp =Tc- (TB -Ta) = 1331 K 
La loi de Laplace entre C et D donne 
Y 
Tc\T+ 
Pp=Pc HS) Ÿ 2 3,29-10° Pa 

To 

La loi de Laplace entre D et E donne 


IY 


P 
Te=Th| 2] * =947Kk 
P 
E 


b) Le premier principe industriel appliqué à la transforma- 
tion (DE) dans la tuyère donne 


l 
hp +0 = hE + 3 VE donc 





c) 


a) 


b) 


VE = V2Ahgp = V2cp(Tp -TE) 


La capacité thermique à pression constante d’un système 


de n moles de gaz parfait est Cp = — donc 
C R 
2 LU :,00K.K-!-kg ! 
m M(y-l 


On en déduit VE = 876 m-: s71 (environ deux fois la vitesse 
du son). 

Le rendement est l'énergie utile, c’est-à-dire l'énergie ci- 
nétique du gaz expulsé par la tuyère, divisée par l'énergie 
coûteuse, c’est-à-dire l'énergie thermique reçue par le gaz 
entre B et C. En appliquant le premier principe industriel à 
cette transformation 


g8c = Ahgc = (Te - TB) = 1,04 MJ-kg”! 


Ly2 
SV, : 4 4 
donc p = Cr = 37 %. Les puissances sont égales aux éner- 


gies massiques multipliées par le débit massique : 
l 
Pin = Dm: Ve = 15,3 MW 


Piherm = Dm: q8c = 41,6 MW 


Par application du premier principe industriel, la variation 
d'énergie cinétique est nulle, le travail utile est nul car iln'y 
a pas de pièce mobile et il n’y a pas de transfert thermique 
donc 


(ho — h1) + g(z2 — 1) = 0 soit cp(T2 — T1) + g(22 — 1) = 0 
La capacité thermique molaire à pression constante du 
: yR ue : 
gaz parfait est Cpm = I donc sa capacité massique est 
Cp = Sn d’où 


_ Mg -2) 
yYR 
Y-I 


T2 =T: 


L'entropie échangée est nulle car le transfert thermique 
est nul. L'entropie créée est donc égale à la variation d’en- 
tropie. Par application de la seconde identité thermodyna- 
mique : 


adT 
dh = vdP +Tds donc ds = PT — rdP 


La loi des gaz parfaits donne 


RT 
PV = nRT = Pv= M donc 


En intégrant entre les deux états 


YR T2 R, P2 


Scr = AS = ——— ]n — n 
M(y-1) T1 M PP 
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c) L'entropie créée par unité de temps est 


$ = D: Scr 


a) La loi de Laplace s'écrit 
PUY =Pou" 


b) Par application du premier principe industriel entre l’abs- 
cisse 0 et l’abscisse x, la tuyère étant horizontale, sans par- 
tie mobile et adiabatique : 


[h(x) — h(0)] + =0 





l. L- 
—V£ (x) - -V, 
3 Go) Va 





La capacité thermique molaire à pression constante du 


gaz parfait est Cpm = — donc sa capacité massique est 


Cp = Sr donc, en négligeant Vo devant V(x) : 


yR 


_1,% 
My T(x)) = d (x) 


La loi de Laplace permet de relier pressions et tempéra- 


tures : 
= 
Y 





_ P 
TYPIY 2 TPS Y doncT = Tor 
Y 
Po 


On en déduit 
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©) 


d) 


De plus PoM = HoRTo donc 





On a Dm = HL)S(L)V(L). D’après l’énoncé, S(L) = S1. De 
plus, L(L) est donné par la loi de la première question : 


L 

p} L 

UE) = ho — = hou 
PS 


La vitesse s'exprime elle aussi en fonction de y grâce au ré- 
sultat de la deuxième question : 


2 P ei 
vues Var 
Y—1 Ho 
En posant C = H6S11/ — . Fe on obtient bien la formule 


donnée par l'énoncé. 


On dérive l'expression par rapport à u et on écrit qu’elle 
est nulle lorsque D, est maximal. On obtient, après cal- 


1 
2-1 1 
culs uY = L= donc 


Y 


+117 
r-n[ ' 
2 
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CHAPITRE jl 6 


Transferts thermiques 


Thèmes abordés dans les exercices 


Différents modes de transfert thermique. 
Vecteur densité de flux thermique. 

Loi de Fourier. 

Équation de la diffusion thermique. 
Modèle des résistances thermiques. 
Rayonnement thermique. 

Corps noir. 

Loi de Wien. 

Loi de de Stefan. 


© © © © © © © © © 


Points essentiels du cours pour la résolution des exercices 


+ Faire un bilan thermodynamique local sans ou avec terme de source. 
© Établir une équation aux dérivées partielles en T. 

+ Exploiter les lois du rayonnement thermique. 

© Traduire et exploiter les conditions aux limites. 

+ Définir et utiliser le modèle des résistances thermiques. 
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Les méthodes à retenir 


Faire un bilan thermodynamique local Pour une évolution à volume constant, un bilan thermodynamique 

sans ou avec terme de source. est l'application du premier principe dU = ôQecn + ÔQinr pendant un 
intervalle de temps dt pour un élément infinitésimal de volume d7T 
défini autour du point M : 

e dU = udtc(T(M,f+ dt) -T(M, t)) où pt est la masse volumique et 
c la capacité thermique massique ; 

e ÔQecn est l'énergie thermique échangée par dt avec l'extérieur ; 
dans le cas de la conduction thermique, celle qui traverse une paroi 
as délimitant dt est jen - ds - 

+ Qi est l'énergie thermique générée au sein de dt par création 
interne, par réaction chimique ou nucléaire ; dans le cas d’une 
source interne de puissance volumique #, elle vaut Zadtdt. 

On obtient ainsi une équation aux dérivées partielles reliant T(M, #) 

et les termes de transfert et de création d'énergie thermique. 


Exemple : 


On se limite au cas unidimensionnel. Les trois éléments 
fondamentaux de volume correspondent alors aux trois 
systèmes habituels de coordonnées : « cartésien (tranche 
prismatique de section S comprise entre x et x+ dx de vo- 
lume d7 = Sdx) + cylindrique (espace compris entre les cy- 
lindres de hauteur H et de rayons r et r + dr de volume 
d7 = 2rrHdr) + sphérique (espace situé entre les sphères 
de rayons r et r + dr de volume dT = Arr’ dr). 























> Exercice 16.1. 


La loi de Fourier j = -\grad T, où À est la conductivité thermique 
combinée au bilan local thermodynamique conduit à une équation 
aux dérivées partielles en T. Sa résolution, difficile dans le cas général, 
est guidée par l'énoncé. 


Établir une équation aux dérivées 
partielles enT. 
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Exploiter les lois du rayonnement 


thermique. 


Transferts thermiques Chapitre 16 


Exemple : 


L'équation de la chaleur est celle vérifiée par T dans un 
matériau indéformable de masse volumique h, de capa- 
cité thermique massique c, de conductivité thermique À 
et sans terme de source. Les deux équations reliant T(M, f) 
et jh (M, ©) sont le bilan local thermodynamique (voir exer- 
cice 16.1) et la loi de Fourier : 


ÔT 
donc pc— — AT =0 
Ôt 


po + div jh = 0 
jh =—]gradT 


où AT = div gradT est le Laplacien scalaire de T. 








— Exercices 16.2, 16.3, 16.4. 


Le rayonnement du corps noir est une émission d'énergie sous la 
forme de photons par tout corps chaud. Elle est régie par la loi de 
Planck : la densité spectrale du rayonnement du corps noir est une 
fonction de la longueur d'onde À du rayonnement, paramétrée par la 
température de surface T du corps. Voici les allures de la courbe repré- 
sentative pour différentes températures. Sur le graphe de gauche, les 
trois courbes sont tracées pour T = 5 800 K, T = 5 000 K, T = 4000K; 
sur le graphe de droite, les trois courbes sont tracées pour T = 700 K, 
T=600K, T=500K. 





/ 50-05 | \ 
40-05 
3-05 


20-05 














o HT de 0T de EN À CRE DRE 








lambéa lambéa 














On constate que plus le corps est chaud, plus la courbe est haute, et 
plus son pic est déplacé vers les basses longueurs d'onde. En particu- 
lier, les corps dont la température est de quelques milliers de kelvins 
émettent dans le domaine visible, ceux dont la température est de 
quelques centaines de kelvins émettent dans le domaine infrarouge. 
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Les deux lois citées par le programme officiel sont des corollaires de 
la loi de Planck (les exercices 16.9 et 16.10 donnent des éléments de 
démonstration). 
e La loi de Wien indique que la longueur d'onde À,, correspondant 
au maximum de la densité spectrale et la température T du corps vé- 
rifient la relation 

Am: T = 2,898-107° m-K 


e La loi de Stefan indique que la puissance surfacique totale (intégrée 
sur toutes les valeurs possibles de pulsation) rayonnée par le corps 


noir est _. 
Ps = = oT* 


où 6=5,67:10 8 W:m ?-K-“ est la constante de Stefan-Boltzmann. 
L'exploitation de ces lois s'articule autour des axes suivants. 





a) La loi de Wien permet d'expliquer la disymétrie entre les lon- 
gueurs d'onde du maximum de rayonnement de deux corps de 
températures distinctes. On peut ainsi expliquer qualitativement 
l'effet de serre. 


b) L'étendue spectrale couvre globalement l'intervalle [2e BA]. On 


TZ 


peut en déduire le domaine radiatif de rayonnement des corps 
chauds. 


c) La loi de Stefan donne l'expression de la puissance surfacique 
rayonnée, c’est-à-dire du flux thermique sortant du corps. Cette 
loi donne donc une condition aux limites utile pour la résolution 
complète de l'équation de diffusion thermique au sein du corps 
(voir paragraphe suivant). 


d 


TZ 


Lorsqu'un corps À est au contact radiatif d’un autre corps B, on 
peut déterminer par des considérations géométriques l'énergie 
thermique incidente sur un élément de surface de A de la part de 
B. On doit ensuite déterminer l'énergie thermique absorbée par À 
en utilisant le coefficient d'absorption a. 


Exemple : 


L'atmosphère terrestre est pratiquement transparente 
pour le rayonnement solaire incident, centré sur la lon- 
gueur d'onde À = 600 nm. Une partie de ce rayonnement 
est absorbé par la Terre et une partie est réfléchie par la 
surface terrestre. Le coefficient de réflexion est À qu’on 
nomme l’albedo, (terme dans lequel on trouve la racine 
alba, blanc, car les surfaces blanches, la neige et les ban- 
quises en particulier, réfléchissent bien la lumière). 
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Traduire et exploiter les conditions aux 
limites. 
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La température moyenne de la surface de la Terre est envi- 
ron T = 288 K. Elle se comporte donc comme un corps noir 
dont la longueur d'onde moyenne est donnée par la loi de 
Wien 

__ 2,898: 10° 
| 288 


Elle est située dans l’infrarouge et les molécules de l’atmo- 
sphère, particulièrement le gaz carbonique et le méthane 
absorbent une fraction a de l'énergie de ce rayonnement 
Le bilan thermique pour la surface terrestre prend donc la 
forme suivante. 


= 10 im 


m 


atmosphère 


Soleil 





V 
a®, 


À l'équilibre thermique, le flux thermique incident ve- 
nant du Soleil est égal au flux sortant du système 
{Terre, atmosphère}, soit 


D;=AD;+(1-a)®, 


où ®, est le flux émis par la surface terrestre, lié à la tempé- 
rature de surface par la loi de Stefan. L'exercice 16.8 donne 
le détail numérique du calcul. 








— Exercices 16.5, 16.6, 16.7, 16.8, 16.9, 16.10, 16.11. 


Au sein d’un objet solide indéformable, les seuls transferts ther- 
miques sont conductifs. Les conditions aux limites sont écrites sur 
les parois extérieures de l’objet étudié. On note M un point de la paroi 
et ñ le vecteur unitaire normal en M à la paroi dirigé vers l'extérieur. 
e Au contact d’un thermostat, T(M € paroi, f) = Thermostat: 

e Au contact d’un fluide dont la température loin de la paroi est T, 
le flux convectif est donné par la loi de Newton 


JM, à) = h (TIM, P) — Too) fi 


où h le coefficient de convection ; par application de la loi de Fou- 
rier, la loi de Newton impose une condition aux limites sur la dérivée 
spatiale de la température. 
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Définir et utiliser le modèle des 
résistances thermiques. 
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e Un transfert radiatif est aussi possible et donné par la loi de Stefan. 
La paroi rayonne vers l’extérieur : 


re émis (M, t) = oT* (M, t) ñ 


où 6 = 5,67:10 8 W:m ?.K-“ est la constante de Stefan-Boltzmann. 
La paroi reçoit aussi l'énergie thermique rayonnée par l’environne- 
ment extérieur à la température To : 


_ _. 
Jrad absorbé (M, ?) = -OT 


Exemple : 


Au contact d’un fluide à la température T, = T, proche 
de T(M), on peut regrouper les transferts convectifs et ra- 
diatifs. En effet, le vecteur densité de courant thermique 
s'écrit 
Jen (M, 9 = jev(M, © + Jrad émis (M, ©) + Jrad absorbé (M, 0) 
= [h(TM, 9 - To) +6 (T*(M, 0 -Ti)]ñ 


En posant T = To + ÔT et en considérant que ÔT « To, le 
développement limité au premier ordre donne 


T*(M, t) — T4 = TG + 4TS8T(M, t) — To = 4TS (T(M, t) — To) 


donc (M, ) = [h+40T$] (T(M, #) — To) 


qui est analogue à la loi de Newton en notant h' = h+40T$, 
coefficient convecto-radiatif. 








+ Exercices 16.12, 16.13, 16.14, 16.15. 


En régime stationnaire ou quasi stationnaire, pour un objet de lon- 
gueur L, de section S et de conductivité À, siège d’une conduction 
thermique unidirectionnelle, avec les températures T; et T; à ses ex- 
trémités, le flux thermique conductif ® dirigé de T, vers T, et la diffé- 
rence thermique T; — T2 vérifient la loi d'Ohm thermique 


L 
T: = T — Rh®P avec Rth = 1S 
Ce modèle permet de modéliser les échanges thermiques d’un sys- 
tème en régime permanent en associant en série ou en parallèle les 
résistances thermiques des cloisons qui le séparent de l'extérieur. 
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e Si l'énergie thermique doit traverser une paroi puis une autre, les 
résistances sont en série. 

e Si l'énergie thermique peut traverser une cloison ou une autre 
entre deux enceintes, les résistances sont en parallèle. 

e Les lois d'associations des résistances thermiques sont les mêmes 
que celles des résistances électriques. 

e La présence d’un thermostat se modélise par un générateur de ten- 
sion imposant une température constante. 

+ La présence d’un système de chauffage (ou de climatisation) dans 
une enceinte se traduit par un générateur de flux apporté égal à la 
puissance du système. 


Exemple : 


Un appartement au dernier étage est séparé 

e de l’appartement inférieur à la température T; = 290 K 
par une dalle de béton d'épaisseur e = 10 cm, de surface 
S = 25 m° et de conductivité thermique 


À=0,92 W-K !-m ! 


e de l'air extérieur à la température T, = 270 K par un pla- 
fond formé d’une couche d’'isolant d'épaisseur e! =5,0 cm, 
de surface S et de conductivité thermique 


À = 0,040 W-K !-m ! 


et d’une dalle de béton d'épaisseur e de surface S et de 
conductivité thermique À 
e et de l'air extérieur par une baie vitrée de résistance ther- 
mique 

Ry = 0,020 K-W°! 


On veut maintenir constante la température T = 292 K à 
l'intérieur de l’appartement grâce à une source d'énergie 
thermique de puissance ? ; les appartements voisins sont 
à la même température T. 
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Voici le schéma équivalent du système. 





dalle plafond 











isolant 

















D baie 


dalle plancher () | 


Hi) 
NUE 




















A 


La résistance thermique équivalente de l'association série 
isolant-dalle plafond est 


e! 


e 
Rp=—+—=54,35.10 ° K-W° 
F NS AS 
La résistance thermique équivalente de l'association paral- 
lèle plafond-baie est 


R;-Ry 
E Rp + Rp 





= 14,62-10 ° K-W°! 


e 


La loi des nœuds s'écrit 


T-T;, T-T 
P=D,+Di = —— + 2 
is e 





— Exercices 16.16, 16.17, 16.18, 16.19. 
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Énoncés des exercices 


Équation de diffusion thermique dans un solide sans terme de source 


Un solide de masse volumique pi, de capacité thermique massique c et de tempé- 
rature T(x, 7, z, t) est le siège de transferts thermiques purement conductifs en tout 
point M intérieur à l’objet. On note jGx, y, 2, t) le vecteur densité de courant ther- 
mique conductif. En faisant le bilan thermique sur l’élément de volume 


[x,x+ dx] x [y,y+dy]x[z,2+ 42] 


établir l'équation aux dérivées partielles reliant T et Î. 


Aïlette cylindrique siège d’une conduction axiale et d’une perte latérale. 


Une ailette cylindrique d’axe (O, 2) et de rayon a est formée d’un matériau indéfor- 
mable de masse volumique pi, de capacité thermique massique c et de température 
T(z, t) est le siège de transferts thermiques purement conductifs en tout point M in- 
térieur à l’objet. On note j(z, f)ü, le vecteur densité de courant thermique conductif. 
Sur sa paroi latérale, on observe un transfert thermique convecto-radiatif latéral di- 
rigé de l’ailette vers l'extérieur : son flux élémentaire à travers un élément de surface 
ds est 


d® = f(T(z, f) — To): dS 


En faisant le bilan thermique sur la tranche comprise entre z et z+ dz, établir l’équa- 
tion aux dérivées partielles reliant T(z, #) et j(z, f). 


Prise en compte du métabolisme dans un tissu biologique 


Un animal à sang chaud est modélisé par une bille sphérique de rayon R, solide de 
masse volumique li, de capacité thermique massique c et de température T(r, f) en 
coordonnées sphériques. On note j(r, t)ü- le vecteur densité de courant thermique 
conductif. Le métabolisme cellulaire produit une énergie thermique dont la puis- 
sance volumique est @. En faisant le bilan thermique sur l’espace situé entre les 
sphères de rayon r et r + dr, établir l'équation aux dérivées partielles reliant T(r, f) et 
ji, 0. 
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Conducteur ohmique cylindrique calorifugé à ses deux extrémités (E3A 
PSI(2) 2012) 


Un conducteur ohmique cylindrique indéformable, d’axe (O, z) de longueur L et de 
rayon a possède une masse volumique 1, une capacité thermique massique c, une 
conductivité thermique À et une conductivité électrique y (on rappelle que la ré- 
sistance électrique d’un conducteur prismatique de longueur £ et de section S est 
R= LS). Il est parcouru par un courant d'intensité i constante. Il est calorifugé à 
ses deux extrémités planes. Sur sa paroi latérale, on observe un transfert thermique 
convecto-radiatif dirigé vers l'extérieur : son flux élémentaire à travers un élément 
de surface dS est dD = B(T(z, #) —- To): ds. 


a) Grâce à un bilan thermodynamique sur une tranche située entre zet z+dz, établir 
l'équation aux dérivées partielles suivante : 


2 


ÔT OT j 
ucr a? — = Ana? —> — 2BralT — To) + | 
ôt ôz? yra? 





b) On note T(f) = JTE, t)dz et O(f) = Tm(tf) —- To. Commenter ces notations, 


montrer qu’on peut écrire 


de 
— +6 =86, 
LL oo 


en précisant les expressions de + et de 6. En déduire T}n(f). 


Rayonnement fossile 


Le bruit de fond du rayonnement cosmique, découvert par hasard par des radio- 
astronomes, a une longueur d'onde À» = 1,063 nm. Quelle est la température du 
cosmos assimilé à un corps noir ? 


Couleur vraie des corps chauds 


La couleur usuelle des corps est celle observée par notre œil lorsque ces corps sont 
éclairés par la lumière blanche. En l'absence de source extérieure d'éclairage, la cou- 
leur vraie d’un corps est celle associée au spectre d'émission de ce corps assimilé à 
un corps noir à l'équilibre thermique. Par application de la loi de Wien, quelle est la 
couleur vraie du corps humain ? Comment évolue la couleur vraie d’un morceau de 
métal avec sa température ? 


Température d'équilibre du sol lunaire 


La température de surface du Soleil vaut Ts = 5 778 K et son rayon Rs = 6,957: 106 m. 
La distance Soleil-Terre est r = 1,496: 1011 m et la distance Terre-Lune TL = 3,85: 
10° m. On assimile la surface de la Lune à deux hémisphères aux températures ho- 
mogènes respectives T j (jour) et T} (nuit). Lorsqu'elle est éclairée par le Soleil, on 
néglige la puissance réfléchie par la surface de la Lune devant la puissance absorbée. 
On suppose T, « T;. Déterminer la puissance radiative totale émise par le Soleil et 
donner une estimation de la température d'équilibre T;. 
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Effet de serre 


La température de surface du Soleil vaut Ts = 5 778 K et son rayon Rs = 6,957: 106 m. 
La distance Soleil-Terre est r = 1,496: 101 m. On modélise l'atmosphère terrestre 
par une couche gazeuse transparente dans le visible (correspondant à l'essentiel du 
rayonnement solaire) mais opaque dans l’infrarouge. Le coefficient d'absorption cor- 
respondant vaut a = 0,45. On note A = 0,34 l’albedo terrestre (albedo de Bond, tenant 
compte de la position polaire des glaces), coefficient de réflexion de l’énergie solaire 
incidente par le sol. On suppose Tjour © Tnuit- 


a) Déterminer la température moyenne du sol terrestre. 


b) On suppose que la quantité de gaz carbonique dans l’atmosphère diminue beau- 
coup. Quelle grandeur serait modifiée ? Quelle serait la conséquence sur la tem- 
pérature de l'atmosphère puis sur celle du sol ? Quelle serait la conséquence sur 
les océans ? Quelle serait la conséquence sur l’albedo ? Le phénomène climatique 
irait-il alors en s’amplifiant ou en s’atténuant ? 


c) On suppose que la quantité de gaz carbonique dans l'atmosphère augmente 
beaucoup. Quelle grandeur serait modifiée ? Quelle serait la conséquence sur la 
température de l’atmosphère puis sur celle du sol ? Quelle serait la conséquence 
sur les banquises ? Quelle serait la conséquence sur l’albedo ? On estime qu’un ré- 
chauffement des sols gelés favoriserait le relargage dans l'atmosphère de grosses 
quantités de méthane emprisonné dans le sol. Le phénomène climatique irait-il 
alors en s’amplifiant ou en s’atténuant ? 


De la loi de Planck à la loi de Wien (Mines-Ponts MP 2009) 


Voici l'énoncé de la loi statistique de Planck. La densité spectrale, rapport entre 
l'énergie volumique du rayonnée par un corps noir à l'équilibre thermique, dans un 
intervalle de pulsation [w,w + dw], et la largeur dw de cet intervalle, s'écrit 


26) du fu 1 
D)= — =. ——— 
dw  n2c exp À 


où À = k, h = 6,62. 10734 J.s est la constante de Planck, c = 3,00: 108 m-s_1 la 
R 


célérité de la lumière et kp = & — 1,38-10723 J.K-1 la constante de Boltzmann. 


a) En utilisant la relation & = 2e, établir l'expression de la densité en longueur 


d'onde 
du 


dx 


: du dw 
![dw dX 


D(N = 











b) On donne : l’unique solution de l'équation e* +0,2x — 1 est x = 4,9651. En dé- 
duire la relation de Wien. 


511 


Chapitre 16 Transferts thermiques 


512 


De la loi de Planck à la loi de Stefan 


Voici l'énoncé de la loi statistique de Planck. La densité spectrale, rapport entre 
l'énergie volumique rayonnée par un corps noir à l’équilibre thermique, dans un in- 
tervalle de pulsation [w, w + du] et la largeur dw de cet intervalle, s'écrit 


in du ho 1 

DD) = — = ——> + —————— 
2.3 

do nc exp £a 1 


où À = 2, h = 6,62: 10734 J.s est la constante de Planck, c = 3,00: 108 m-s71 la 
célérité de la lumière et kp = — = ],38- 10723 J-K-! la constante de Boltzmann. 


Un corps noir, par définition, ne réfléchit aucun photon : un photon incident est 
absorbé, maïs ce corps rayonne de l’énergie et il émet donc des photons. 


a) L'énergie d’un photon dont la pulsation est dans l'intervalle [w,w + dw] est e = hw. 
Au voisinage d’un élément dS de surface d’un corps noir, à une distance cdt de 
cette surface, on trouve dN photons dont la pulsation est dans cet intervalle. Jus- 
tifier que 

_ du-cdt:ds 


aN 
how 


b 


TZ 


On prend un modèle simple dans lequel les photons émis et les photons absor- 
bés se déplacent exclusivement perpendiculairement à dS, avec une vitesse +cüz 
(pour ceux qui s’éloignent) ou —-cü, (pour ceux qui se rapprochent). Combien de 
photons dNe peuvent être considérés comme ayant été émis par la surface dS de 
ce corps noir ? 

c) On passe du modèle unidimensionnel (ÿ = +cü,) au modèle tridimensionnel en 
prenant le nombre de photons émis corrigé d’un facteur 2 : dN!, = Ne. En dé- 
duire l'expression de l’énergie d& des photons émis par dS pendant dt et dont la 
pulsation est dans l'intervalle [w,w + dw] et vérifier que la puissance surfacique 


correspondante est 


dé ra 
dPs = = —--%{(w)dw 
. dt-aS 4 Se 


+00 x3 nr 
——— dx= — 
x=0 e*-1 15 
En déduire la loi de Stefan en calculant la puissance surfacique totale (intégrée 
sur toutes les valeurs possibles de pulsation) 





d) On donne 


+0 € 
Ps =. 3 ?W)du 
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Modèle d'expansion de l’univers 


Un ensemble de N photons est piégé dans une cavité cubique de côté a, dont les 
parois sont constituées de miroirs parfaits. Ces photons ont tous même fréquence 
f, même longueur d'onde À = £ et même énergie e = hf, c désignant la célérité 
de la lumière dans le vide et h la constante de Planck. On assimile dans un premier 
temps le gaz de photons à un ensemble de photons homocinétiques se déplaçant à 
la vitesse c dans la seule direction horizontale x de l’espace, et rebondissant sur les 
deux miroirs verticaux de même aire S = 42. Le vecteur quantité de mouvement d'un 
photon quelconque est donc à 

f à 


B= + x 


a) On assimile l'énergie totale &; à l'énergie interne U du gaz de photons. Donner 
l'expression littérale du nombre total N de photons dans l'enceinte en fonction 
de U, het f. En déduire celle du nombre v = È de photons par unité de volume 
dans l'enceinte. 


b) Pendant une durée infinitésimale dt, un certain nombre 4N de photons va frap- 
per le miroir de droite : justifier que ce sont la moitié de ceux situés à une distance 
maximale c-dt du miroir. Exprimer dN en fonction de U, c, dt,a,het f. 


c) Chaque photon qui frappe le miroir de droite arrive avec une quantité de mouve- 


. . es 1] A LA 2 : 
ment incidente ÿ; = La üx et repart avec une quantité de mouvement réfléchie 


_ hf > , : se je spé 
Pr=- h£ üx. Donner l'expression de la variation de quantité de mouvement pour 


un photon unique 
5p= bb; 
En déduire celle dÿ pour les 4N photons 


d) En déduire la force exercée par la paroi sur les photons 


dp 


fi miroir— photons — dt 


e) En déduire l'expression de la pression P,, appelée pression de radiation exercée 
par le gaz de photons sur le miroir en fonction de U et a. La pression P- s'exerce 
sur les miroirs de gauche et de droite, d’aire totale 242. La surface réelle totale des 
6 miroirs de l'enceinte est 6a2. Quand on abandonne le modèle unidimensionnel, 
pour un gaz de photons homocinétiques en norme, mais sans direction de dépla- 


cement privilégiée, on admet donc que l'expression de la pression est P = Er. 


f) Le volume de l'enceinte est V. Déduire de ce qui précède l’équation d'état du gaz 
de photons 


U 
P= À avecu= — 
3 V 


g) L'univers est assimilé à une sphère de rayon R remplie d’un gaz de photons de 
pression P, à la température T et d'énergie volumique u. En assimilant le sys- 
tème à un corps noir à l'équilibre, un corollaire de la loi de Stefan permet d'écrire 
u = aT*, où a est une constante. Lors de l'expansion de l'univers, ce gaz subit une 
détente quasi statique et adiabatique. Montrer que le produit R-T est constant. 
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Résolution de l'équation de la chaleur en régime permanent dans un bar- 
reau cylindrique. 


Un barreau solide indéformable de conductivité thermique À a la forme d’un cylindre 
de longueur L et de section S. Il est calorifugé sur sa paroi latérale et au contact d’un 
thermostat à la température To en x = 0. On se place en régime permanent et on 
cherche l'expression de la température sous la forme T(x). 


a) Établir l'équation différentielle vérifiée par T(x) et en déduire son expression en 
fonction de deux constantes d'intégration A et B. 


b) En x =L, on impose successivement plusieurs contraintes thermiques. Détermi- 
ner dans chaque cas les constantes A et B, en déduire le flux thermique ® traver- 
sant le barreau. 


i) Le bout du barreau est au contact d’un thermostat à la température 
T(L) =T1 


ii) Le bout du barreau est au contact d’un fluide à la température Ts = T1 eton 
note h/ le coefficient convecto-radiatif de la loi de Newton : 


Pbarreau—fluide = h' (TL) -T1)S 


iii) Le bout du barreau est dans le vide spatial à une température proche du zéro 
absolu, il émet un flux thermique radiatif donné par la loi de Stefan 


Drad = OT (L)S 
où 6 = 5,67 1078 W:m_2-K-4 est la constante de Stefan-Boltzmann. On 
donne L = 1,0 m, À = 0,567 W-!.K-l.m°1!, To = 300 K, S = 1,0 m° et les 
graphes de À — —107.A et de A — (A+ 3004 : 


1 7.109) 
16.109 


+ 5.100 





7 4.109 


3.109 


+.2.109 


+ 1.100 











J J 
—500 —400 —-300 —-200 —100 0 





L 
—600 
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Transfert thermique dans un anneau (Fourier, 1806) 


Un anneau torique de rayon moyen R et de section carrée de côté £  R est constitué 
d’un matériau solide indéformable de masse volumique 1h, de capacité thermique 
massique c et de conductivité thermique À. 


l Az 








Un point M de l’anneau est donc repéré par 


£ n 
re|R- 5'R+ 2 |: ze(0,{Jet0e [0,27 








Partie 1 : étude avec pertes latérales. L’anneau est soumis à une perte latérale 
convective au contact de l’air de température loin de l'anneau T, selon la loi de New- 
ton : sur une surface dS centrée sur un point M de la paroi, le flux thermique sortant 
du matériau est dy = h(T(M, f) - Te)dS. On suppose que la température s'écrit 
T(6,#. 


a) En faisant un bilan thermique sur la tranche [0,0 + dO], établir l'équation aux dé- 
rivées partielles suivante : 


HcÔT 1 OT 4h 


——=—— + —(Te-T 
NC TS IS 
b) On se place en régime stationnaire. On pose a = / . et on utilise un système 


de chauffage en 6 = 0 qui impose T(8 = 0) = T,. Déterminer complètement T(0). 
Tracer l'allure du graphe de cette fonction pour 0 € [0,2x. 


c) En déduire le flux (0) traversant la section carrée en 8 et tracer l’allure du graphe 
de cette fonction pour 8 € [0,2x[. Commenter la valeur de (x). 


d) Dans le domaine [0,7], on pose ÔT(0) = T(0) -T:, on choisit un angle 60 quel- 
conque et un écart angulaire 60 > 0. Montrer que la quantité 
_ ÔT(60 — 68) + ÔT (00 + 60) 
L ôT (0) 
ne dépend que de 68, R et a. Comparer aux résultats expérimentaux obtenus par 


Fourier : R = 16,0 cm, {= 3,30 cm, À=81W-K-l:m l,h=10W-m 2-K-letil 
a mesuré 


à TI 5 37 o o 
Ts= 1767 C, T(5)= 66,00 cr) 50.67 C, T (m) = 44,00 °C 
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Partie 2 : étude en régime variable. On place l’anneau dans du sable, excellent iso- 
lant thermique. 


a) Donner l'équation aux dérivées partielles vérifiée par T(6, #) dans ce cas. 


b) On cherche une solution sous la forme T(6, #) = K+ f(8)-g(#). Montrer que l’équa- 
tion aux dérivées partielles s'écrit sous la forme 


ue 1 dg(f 1 1  d?f(6) 


À g() dt  R2 f(6) de2 





En déduire que ces deux membres sont égaux à une même constante réelle qu’on 
notera (1. 


c) Justifier que Q < 0. On note désormais Q = — En déduire g(f) et f (0) en suppo- 
sant que c’est une fonction paire. 


d) Déduire de ce qui précède que d est quantifié : d = R où ñn est un entier naturel 
non nul et qu’on peut écrire 


œ t 
T(,5 =Tm+ ÿ_ Ancos(nô)e 7n 
n=1 


Cette étude est à la base de la théorie mathématique des séries de Fourier. 


Modèle des ondes thermiques 


L'onde thermique est une solution particulière de l’équation de la chaleur unidirec- 


tionnelle 
ÔT(x, 1)  O2T(x,t) 
C———— - }—— =0 


ôt ôx2 


lorsque le matériau est soumis à une excitation sinusoïdale du type 
T(x= 0, ) = Tocos(wi+4) 


On passe en formalisme complexe et on cherche une solution complexe sous la 


forme 
T(x D =T eitwt-Ex) = Taeitwt-Ex+0) 
EM: 4 


T,= Taeï est l'amplitude complexe, w est la pulsation imposée par l'excitation (on 
est en régime sinusoïdal forcé) et k = kü, est le vecteur d'onde complexe. La partie 
réelle k/ de k correspond à la propagation de l’onde thermique, la partie imaginaire 
k!' correspond à l’atténuation de l’onde. 
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a) 
b) 


c) 
d) 
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Établir l'équation de dispersion. vérifiée par le nombre complexe k. 


En utilisant la relation 
.81\2 . 
[vre! 1) = re 
déterminer la solution k dont la partie réelle est positive. 


Définir une distance caractéristique d’atténuation est ô. 

Application numérique. On donne 1 = 1 000 kg-m 5, c=4200 J-K_l kg”! et 

À =0,500 W-m !.K 1. 

i)  L'excitation thermique journalière pendant l'été a pour valeur moyenne 
25 °C et une amplitude de 10 °C. Donner les valeurs de Tm, To, w, 6 et la 
profondeur à laquelle on peut considérer que la température reste pratique- 
ment constante pendant la journée. 


ii)  L'excitation thermique annuelle, corrigée des variations journalières, a pour 
valeur moyenne 15 °C et une amplitude de 10 °C. Donner les valeurs de Th, 
To, w, à et la profondeur à laquelle on peut considérer que la température 
reste pratiquement constante pendant la journée. Pourquoi parle-t-on dans 
ce cas de « théorie des caves » ? 


Onde thermique progressive, stationnaire 


Un matériau est le siège de réactions chimiques dont la vitesse de réaction, confor- 
mément à la loi d’Arrhenius, augmente avec la température. Ces réactions sont exo- 
thermiques, et on modélise leur action par l'existence d’une puissance thermique 
volumique proportionnelle à la température, soit y = PT. On étudie la propagation 
d’une onde thermique unidirectionnelle selon l’axe y. On note u la masse volumique, 
c la capacité thermique massique et À la conductivité thermique du matériau. 


a) 


b) 


c) 


En faisant un bilan thermique sur la couche de surface S comprise entre y et 
y+ dy, établir l'équation aux dérivées partielles vérifiée par T(y, #). 


On cherche une solution progressive qui s'écrit, en grandeurs complexes 
T(y, à) = FT etor-Ey ), Établir l'équation de dispersion vérifiée par £ et montrer 
que l’onde qui se propage dans le sens des y croissants (la partie réelle de k est 
positive) se propage en s’atténuant quelle que soit la valeur de f. 


On cherche une solution stationnaire qui s'écrit, en grandeurs réelles 
T(y, 0 = Tue sin(ky) 


avec k > 0. L'objet étudié est une plaque d'épaisseur L et on impose 
T(y=0, 8) =T(y=L, tf) =0. Montrer que k = _. et que selon la valeur de f, il est 
possible d'observer une atténuation ou une amplification dans le temps de la 
température. 
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Isolation extérieure ou intérieure ? (CCP MP (2) 2016) 


Un mur de surface S = 10 m, d'épaisseur E = 30 cm, de conductivité thermique 
A=1W:-m°l.K-l, de capacité thermique massique C = 500J-K-! kg”! et de masse 
volumique M = 2000 kg-m°3, est isolé avec un isolant thermique de même surface 
S, d'épaisseur e = k, de conductivité thermique À = À, de capacité thermique mas- 
sique c = £ et de masse volumique pi = ï. La température intérieure à la maison est 
T; =290 K, la température extérieure est Te = 270 K. 


a) Calculer les résistances thermiques R du mur et r de l’isolant. 


b) Justifier qu’en régime permanent, la position de l’isolant, sur la face intérieure ou 
sur la face extérieure du mur, ne change pas la valeur du flux thermique allant de 
l’intérieur vers l'extérieur. Calculer sa valeur. 


c) Calculer la température T; au point d'interface entre le mur et l’isolant dans 
chaque cas. 


d) ÀÂt=0,la température du mur et de l’isolant est uniforme égale à Te. Donner 
l'ordre de grandeur de la durée du régime transitoire. Calculer l'énergie ther- 
mique reçue par le mur et par l’isolant entre l’état initial et le régime permanent 
dans les deux cas. Conclure sur la différence entre les deux cas. 


Circuit RC thermique 


Un aliment assimilé à un solide de température homogène à tout instant T(#f), de 
température initiale T(0) = To et de capacité thermique C, est placé dans un réci- 
pient de capacité thermique négligeable par rapport à C, et formant, entre l’intérieur 
et l'extérieur, une résistance thermique R. Le récipient est placé dans une pièce for- 
mant un thermostat à la température T1 = To(1 +€) avec 0 < € 1. On effectuera les 
développements limités à l’ordre 2 en €. 


a) Donner le schéma électrique équivalent du dispositif, comportant un résistor, un 
générateur de tension et un condensateur. En déduire l’équation différentielle vé- 
rifiée par T(#) et la résoudre. 


b) Déterminer la variation d’entropie de l’aliment, celle du thermostat et montrer 
que la transformation est irréversible. 


Résistance thermique cylindrique 


Une tour cylindrique est délimitée par un mur d'enceinte de rayon intérieur a] et de 
rayon extérieur 42. Un appartement dans la tour est de hauteur H, la température 
sur la paroi intérieure est T1, celle sur la paroi extérieure T2. Les appartements aux 
étages supérieur et inférieur sont à la même température et le transfert thermique 
est purement radial. On se place en régime permanent et pour un point M du mur 
repéré par son rayon r € [aj,42], on pose T(M) =T(r) et jh = j(r)ür. 

a) Par un bilan thermique entre r et r + dr, établir l'équation différentielle vérifiée 

par T(r). 
b) Résoudre cette équation et en déduire T(r) et iQ). 
c) En déduire que le flux à travers un cylindre de rayon r et de hauteur H est indé- 


pendant de r et exprimer la résistance thermique cylindrique du mur d'enceinte 
de l’appartement. 
d) On suppose que a2 = ai +e avec 0 < € a. En effectuant un développement 


limité, montrer qu'on retrouve l'expression de la résistance thermique unidirec- 
tionnelle. 
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Gel de l’eau d’un puits (résolution de problème) 


Un puits cylindrique contient B = 1,50 m d’eau. Celle-ci atteint 0 °C à l’intant # = 0. 
La température de l’air extérieur est supposée constante et vaut —10 °C. Une couche 
de glace commence à se former. À l'instant f, son épaisseur est b(t). Déterminer la 
durée totale t pour que l’eau gèle complètement. On donne la masse volumique de 


l'eau pe = 1 000 kg-m°, la conductivité thermique de la glace Ag =2,1 W-K=l:m 


-1 


et l’enthalpie massique de fusion de la glace hfus = 334 KJ-kg”!. 


Du mal à démarrer 


Un bilan sur chacune des facettes, et une association deux 


à deux des flux (devant-derrière, dessus-dessous, gauche-droite) 
conduit à l’expression de la divergence de j en coordonnées carté- 
siennes. 


L'élément considéré est délimité par trois parois : un disque 


en z et un disque en z+ dz de surface égale na? à travers les- 
quelles on observe des flux conductifs régis par j et une paroi 
latérale cylindrique de surface 2radz à travers laquelle on ob- 
serve un flux convecto-radiatif. La variation d'énergie interne de 
la tranche est égale à la somme des trois énergies thermiques cor- 
respondantes. 


La variation d'énergie interne de l’espace intersphérique 


considéré est égale à la somme des énergies thermiques transfé- 
rées par conduction à travers les sphères interne de surface 4rr? 
et externe de surface 4n(r + dr)? et de l'énergie thermique pro- 
duite par métabolisme dans cet espace dont le volume est 4nr/dr 
(par un développement limité à l’ordre 1). 


Le bilan fait apparaître les deux termes de conduction à tra- 


vers les disques de surface ra? le terme de convection sur la pa- 
roi latérale de surface 2radz et l’énergie thermique créée par ef- 
fet Joule dans la tranche de longueur £ = dz et de surface ma. 
L’équation de la deuxième question est le résultat de l'intégration 
de celle de la première question entre z = 0 et en z = L où le flux, 


donc le courant thermique, donc la dérivée n est nulle. 


C’est une application immédiate de la loi de Wien. 


La loi de Wien permet de déterminer la longueur d'onde du 


maximum d'émission radiative et d’en déduire la couleur vraie du 
corps. 


La loi de Stefan donne les expressions des puissances rayon- 


nées par la sphère solaire et par la demi-sphère lunaire la plus 
chaude. La principale difficulté est le calcul de la puissance solaire 
reçue par la face de la Lune qui est exposée. On pourra considé- 
rer que la Lune prélève une fraction de la puissance solaire totale, 
rapport entre l’aire d’un disque de rayon RL et celle d’une sphère 
de rayon r. À l’équilibre thermique, la puissance reçue est égale à 
la puissance émise. 


La loi de Stefan donne les expressions des puissances rayon- 


nées par la sphère solaire et par la sphère terrestre. La principale 
difficulté est le calcul de la puissance solaire reçue par la face de 
la Terre qui est exposée. On pourra considérer que la Terre prélève 
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une fraction de la puissance solaire totale, rapport entre l’aire d’un 
disque de rayon Rr et celle d’une sphère de rayon r.. À l’équilibre 
thermique, on utilisera le schéma donné dans l’exemple du cours 
pour écrire la relation entre les flux. 


Cet exercice est un pur exercice de calcul de dérivées. On 


= -hc 
pourra poser x = NT 





Les questions a) à d) sont parfaitement guidées. le calcul de 


l'intégrale nécessite le changement de variable x = —. Il faut 
B 


quelques efforts pour aller au bout des calculs, et en déduire l’ex- 
pression théorique de la constante de Stefan-Boltzmann. 


Les questions a) à f) sont parfaitement guidées et s’appa- 


rentent à la théorie cinétique des gaz parfaits éventuellement vue 
en première année. La question g) est beaucoup plus difficile et 
nécessite l’écriture du premier principe en traduisant les deux hy- 
pothèses, quasi statique donc Pe = P, et adiabatique donc ôQ = 0. 


L’équation différentielle est la forme simplifiée de l’équation 


de la chaleur en régime permanent et en diffusion unidirection- 
nelle selon x. Sa résolution est immédiate. La prise en compte des 
conditions aux limites conduit à deux relations entre A et B, avec 
un niveau de difficulté croissant entre les trois questions. 


L'établissement de l'équation aux dérivées partielles néces- 


site beaucoup de précision pour estimer la surface latérale de l’élé- 
ment étudié, à travers laquelle se déploient les transferts convec- 
tifs. En régime permanent, la solution peut être exprimée avec des 
fonctions exponentielles, mais il est plus élégant et plus efficace 
pour les calculs de l’exprimer grâce aux fonctions hyperboliques 
(ch et/ou sh) ; la quatrième question nécessite beaucoup d’habi- 
leté algébrique, on rappelle que ch(a+ b) = chachb +shashb. En 
régime variable, le recours à une solution stationnaire conduit à 
deux équations différentielles distinctes, du premier ordre pour 
g(f) et du second ordre du type oscillateur harmonique pour 
f(@). La quantification résulte de la condition aux limites T(0, t) = 
T(27, 0. 


Les opérations de dérivation en grandeurs complexes se ra- 


mènent à des opérations de multiplication par iw pour la dériva- 
tion par rapport à f, par —ik pour la dérivation par rapport à x. 
La période de l'excitation thermique est de un jour dans la pre- 
mière question de un an dans la deuxième. Les valeurs de à sont 
calculées à partir de la formule du cours. 
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L’équation aux dérivées partielles est une équation de la 


chaleur modifiée par le terme de source associé à Zy. Dans la 
deuxième question, l’équation de dispersion est obtenue comme 
dans le cas du cours, et c’est une analyse fine de cette équation en 
nombres complexes qui donne le signe de la partie imaginaire de 
k et qui permet de conclure. Dans la troisième question, la valeur 
de k est calculée à partir des conditions aux limites et de la posi- 
tivité de la température ; le comportement dans le temps dépend 
du signe de «, obtenu à partir de l'équation aux dérivées partielles. 

Les calculs de flux et de température d'interface sont de 
simples applications des lois du cours. Pour la quatrième question, 
les durées sont obtenues à partir de la traduction de l’équation de 
la chaleur en ordres de grandeur, et les énergies thermiques par 
calcul d’intégrale sur x en évaluant celle reçue par chaque tranche 
[x, x + dx]. 


Le premier principe appliqué à l’aliment conduit à une équa- 





tion analogue à celle d’un condensateur et à assimiler la capacité 
thermique C à la capacité du condensateur. Le circuit électrique 
obtenu est alors d'étude très classique. La variation d’entropie est 
calculée grâce à la seconde identité thermodynamique. 


Le bilan traduit l’égalité des flux entrant en r avec une den- 


sité jo) à travers une surface 2rrH et sortant en r + dr avec une 
densité jœ + dr) à travers une surface 2x(r + dr)H. La résolution 
de l’équation du second ordre obtenue nécessite une double pri- 
mitivation, les deux constantes d’intégration sont calculées grâce 
aux deux conditions aux limites en a1 et en &. 


La couche de glace forme une résistance thermique à tra- 


vers laquelle l’énergie thermique à = Dadt est perdue par l’eau 
pendant dt. L’équation différentielle en b(f) est obtenue en consi- 
dérant que la perte de ôQ correspond au changement d’état (gel) 
d’une couche d’eau d'épaisseur db. 


Corrigés des exercices 


À travers la paroi x, l'élément de surface sortant de l’élé- 
ment de volume est dS = -dydzü, donc le flux entrant 
est 

d®x=-j@7,20-(-dydzûx) = j:(@x, 7,2, 0dydz 
De même à travers la paroi x + dx, le flux entrant est 


dPyrax = —jx(x+ dx, 7,4, dydz 


En raisonnant de même pour les parois y, y + dy, z et 
z+ dz, le bilan thermique s'écrit 


du = |d®x + dysax + dOy+dDyray + dDa + dD+a:| di 


Le terme de gauche s'écrit 
dU = ndxdydzc(T(x, y,z,1+ dt) -T(x, 7,2, 0) 
En divisant l'identité par dxdydzdt et en faisant les déve- 


loppements limités aux premiers ordres en x, y, z, f, on 
obtient 


Ôt Ôx Ôy Ôz 


Tee Ôjx(x, 7,2, Ôjy(x,7,& 0  Oj,(x, 7,2, D) 


soit pce + div ja, 7,2, 0) =0. 


La tranche possède trois parois : en z un disque de vec- 
teur surface sortant -Ta2 ü,, en z+ dz un disque de vec- 
teur surface sortant ra ü,, et une paroi latérale formant 
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une languette de surface dS = 2radz. À travers les deux 
disques, le flux total entrant est 


d®Pz+d®,:4z= it, Dra - j&+dz, Dra? 
Le flux convecto-radiatif sortant par la paroi latérale est 
d® = $(T(z, 1) -To)-27nadz 
Le bilan thermique s'écrit donc 
pra? dzc(T(z,t+dt)-T(z, t)) = 


iC, Dna dt j(z+ dz, Pna? dt-B(T(z, f) -To)-2radzdt 


En divisant cette égalité par na dzdt et en effectuant les 
développements limités aux premiers ordres en z et f, on 
obtient 


ÔT(Z,) _ Ôj(z,0) 26 L 
nee ns 


L'élément de volume entre les deux sphères possède 
une paroi sphérique interne de rayon r et une paroi sphé- 
rique externe de rayon r + dr à travers lesquelles on ob- 
serve deux flux conductifs radiaux, de flux total entrant 


dr + d®,4gr = j(, 0 -4nr2 - j(r + dr, t) -An(r + dr)? 
L'énergie thermique interne créée par le métabolisme est 
ÔQint = À + Anr?drdt 
Le bilan thermique s'écrit donc 


panrdre(T(r,t+ dt) -T(r, 0) = 
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a) 


b) 


ji, 0 Anr?dt- j(r +dr,d-an(r + dr} dt+@.anr?drdt 
En divisant cette égalité par Andrdt, les deux premiers 
termes du membre de droite deviennent 
[G+dr) j(r+dr,0]-[r?j(,0] _ ôfr/j(r0] 
dr : Ôr 


L'équation complète est donc 


fr? j(r,t 
2010 _ [r£j(r, 0] 2 
ôt ôr 


La tranche [z,z+ dz] échange de l’énergie thermique par 
conduction sur ses deux faces planes d’aire na? en z et 
en z+ dz, de l'énergie thermique par convection et radia- 
tion sur sa face latérale d’aire 2radz, et est le siège d’une 
création d'énergie thermique par effet Joule de puissance 
PF = Er i?. Le bilan thermique s'écrit donc 


era? dz (T(z, t+ dt) —T(Z, t)) = 


ra? j(z, thdt na j(z+ dz,t)dt 





dzdt ,» 
—$B(T(z, 0 -To)2radzdt + Zi 
yTa 


En divisant par dzdt et en effectuant les développements 
limités au premier ordre, on en déduit 
2 
20T ôj 


Le 0 L ! 
— Ta SZ 2Bra(T(z, t) TT 





HCTa 


La loi de Fourier en projection sur l'axe donne 
Ï(, 0 = AT et en remplaçant dans l’équation précé- 
dente, on obtient l’équation donnée par l'énoncé. 

Tm(®) est la température moyenne (spatiale) du conduc- 
teur à la date f. O(#) est l'écart entre Ty(f), température 
moyenne du conducteur et To, température de l'air exté- 
rieur. On intègre l'équation différentielle entre z = 0 et 
z = L. Pour le membre de gauche, d’après le théorème de 
Schwartz, on peut permuter l'intégration sur z et la dériva- 
tion temporelle : 


L'ÔT 
Î 3 
z=0 Ôt 


Pour le premier terme du membre de droite, on a 


L GT 
Î az 
z=0 Ôz? 


Or les deux faces extrêmes du conducteur étant calorifu- 
gées, le flux thermique par conduction y est nul, donc par 
application de la loi de Fourier : 


d f£ da 
Z= | T(z, )dz = L 
dt z=0 dt 


a] 7 


(L, (0,0 
0z]o Ôz | Ôz ” 





Vi, j(0,5 =j(L,0 =0d une 60 
JUS IGEE S ONCE SUN 
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Le deuxième terme du membre de droite s'intègre en 


Es 
2pra | (T(z, ©) — To)dz = -2BnaL(Tym(t) — To) 
z=0 


= —-2fraL0 


Le troisième terme du membre de droite s'intègre en 


L 2 2x. 
Î dz= — 
z=0 Ta? yra2 








L'équation intégrée devient donc 


iL 





d8 

2 

L— =0-2f$raLe + 
DE dt 11e yra2 


d8, 2% Î2 
dt  pca | yucr2a4 


En régime permanent, quand f — +00, 


i2 


0= 0% = ——> 
: 2Byr? a 


ca : 2 : 2 
et en posant T = Fr on obtient l'équation donnée par 
l'énoncé, qui se résout aisément en 


b= 6 + Oo =b00)e + 


où 0 est l'écart entre la valeur moyenne de la tempéra- 
ture du conducteur à l'instant initial et To. On en déduit 
Tm(0 = To +0( 


Par application directe de la loi de Wien 


2,898: 107 
T — 


= =2,73K 
1,063: 1073 


La température du corps humain est T = 273 +37 = 310 K. La 
loi de Wien donne la valeur de la longueur d'onde du maxi- 
mum de rayonnement : 


__2,898-10 


= = 9,35 um 
dé 310 # 


On est donc dans le domaine des infrarouges. Pour notre œil, 
le corps humain est noir, mais un capteur sensible aux in- 
frarouges peut convertir ces radiations en fausses couleurs ; 
c’est le principe des caméras thermiques. Lorsqu'on chauffe 
un morceau de métal, il rayonne d’abord dans l’infrarouge à 
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température ambiante To = 310 K. Le rayonnement a une do- 
minante rouge lorsque 

2,898-107Ÿ 
1600 107% 


À 
LE = 800 nm soit T1 = 


= 1 800K 

On dit dans ce cas que le métal est chauffé au rouge. Le 
rayonnement couvre tout le spectre du visible et paraît blanc 
lorsque 


2,898: 107 


600-109 FU 


Àm = 600 nm soit T1 = 
On dit dans ce cas que le métal est chauffé à blanc. Remar- 
quons que dans le cas du fer, cette température est supérieure 
à la température de fusion (1 811 K). Dans ce cas, le modèle 
d'émission par incandescence est plus adapté que celui du 
corps noir. 


La puissance totale rayonnée par la surface du Soleil est don- 
née par la loi de Stefan, intégrée sur la surface sphérique du 


Soleil : 
Psoleil = oT$ ‘ATRÉ = 3,84- 1026 W 


La distance Terre-Lune est négligeable devant la distance 
Soleil-Terre donc la distance Soleil-Lune vaut 


r =1,496-10!1 m 


Depuis le centre du Soleil, la Lune est vue sous la forme d’un 
disque de rayon Ry à la distance r. 


‘ Soleil , 





La puissance solaire incidente à la surface de la Lune est une 
fraction de la puissance solaire totale 


Pi = PPsoleil 


où $ est le rapport entre l’aire du disque lunaire et celle de la 
sphère sur laquelle se dilue la puissance solaire : 


2 
L aR 
Arr? 
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L'énoncé propose de négliger la puissance solaire réfléchie par 
la surface éclairée de la Lune. La puissance absorbée est donc 
2 
TR 
ND, 4) 
Pabs = P; = pue) OT -ATRS 
Les puissances rayonnées par chaque hémisphère sont don- 
nées par la formule de Stefan intégrée sur une demi-sphère : 


._ nr. 972 
Pj=0T; 27R; 
Pn = OTF -2TRŸ 


L'hypothèse T, « T; donne y « P\;. À l'équilibre ther- 
mique, la puissance rayonnée est égale à la puissance absor- 
bée, donc 


TR? 


pd à 09 ds 29 
Pre OTS ATR =0oT; 27Rf 


R2 
doncT;=Ts/—S =279K 
oncT;=Ts TS 


a) Adoptons les notations du cours, rappelées par le schéma 
suivant. 


atmosphère 


Soleil 





V 
a®, 
La puissance totale rayonnée par la surface du Soleil est 


donnée par la loi de Stefan, intégrée sur la surface sphé- 
rique du Soleil : 


Psolei = OT -ATRÈ = 3,84- 1026 W 


Depuis le centre du Soleil, la Terre est vue sous la forme 
d’un disque de rayon Rr à la distance r. 
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b 


TZ 


c) 


Le flux solaire incident est une fraction de la puissance so- 
laire totale 


D; = PFSoleil 


où f est le rapport entre l’aire du disque terrestre et celle 
de la sphère sur laquelle se dilue la puissance solaire : 


R2 


T 
di 
B = 
4 


donc 
nr 





TR? 
T 4 A 
D; =—— :0T<-47R 
; arr? S S 


Le flux radiatif émis par la Terre est donnée par la formule 
de Stefan intégrée sur la sphère : 


De = 0T4-47R? 


À l'équilibre thermique, le flux thermique incident ve- 
nant du Soleil est égal au flux sortant du système 
{Terre, atmosphère}, soit 


d;=A®D;+(1-a)De soit (1—A)®; = (1-4)De 


aR£ 
soit (1 NS T4 -47RÈ = (1— a)0T4 -47RÈ 


soit Tr = Ts 





soit 19 °C. Cette valeur est légèrement surestimée, il fau- 
drait prendre en compte la réflectivité des nuages, mais 
elle donne quand même une excellente estimation de la 
valeur réelle, proche de 15 °C. 


Si la quantité de gaz carbonique diminue, le coefficient 
a d'absorption du rayonnement infrarouge par l’atmo- 
sphère diminue, donc T diminuerait. Une partie des 
océans gèlerait, devenant blanche. Donc l’albedo A aug- 
menterait, ce qui ferait encore diminuer T. Le phénomène 
climatique s'amplifierait. 


Si la quantité de gaz carbonique augmente, le coefficient 
a d'absorption du rayonnement infrarouge par l’atmo- 
sphère augmente, donc T augmenterait. Une partie des 
banquises, blanches, fonderait. Donc l’albedo A diminue- 
rait, donc T augmenterait encore plus. Le relargage du mé- 
thane augmenterait encore plus la valeur de a. Le phéno- 
mène climatique s’amplifierait donc dangereusement. No- 
tons que ce modèle simplifié ne prend pas en compte l’aug- 
mentation des pluies, donc celui des nuages, blancs, qui 
augmentent l’albedo (avec un effet modérateur), et les ef- 
fets secondaires provoqués par l'augmentation de l'acidité 
de l’océan (acidifié par le gaz carbonique) ou le dévelop- 
pement plus rapide des forêts, capteurs importants de gaz 
carbonique. 





a) 
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On calcule la dérivée 


dw 2Tc 


EU 


et on substitue À à &w dans la loi de Planck, d’où 


2rc. AC c 


NZ Ce 
Z(N = À —- c 
EXP ET — L 
8x} l 
Ge: 


5 he _1 
À EXP Tr — l 


b) La fonction Z(À) passe par un maximum lorsque 


a) 





C 
D =X 
ane 1 
est minimal, donc lorsque sa dérivée est nulle, soit 


hc 5 —hcC hc 
1] + —— exp —— = 0 
AkeT LRBT AkBT 





5\4 [exp 


: Eu 4 hc_. 
soit, en divisant par 51° exp HT : 





l —hc hc . 

— EXP — - ——— = 
PET SAT 

et en posant x = Tr | 


1-e *-0,2x=0soite *+0,2x-—1 =0 
D’après l'énoncé, l'unique solution de cette équation est 


hc hc 
= 4,9651 donc À» °T 


x = 4,9651 soit a 
ÀAkBT 4,9651 kB 





soit An: T = 2,898-1073 m-K 


qui est bien la loi de Wien. 


Par définition, du est l'énergie volumique dans l'intervalle 
de pulsation considéré. Le volume considéré est un cy- 
lindre de base dS et de hauteur cdt, donc de volume 


dr = cdt:ds 


L'énergie dans l'intervalle de pulsations [w,w + dw] est 
donc 
dE = du-dr=du:cdt:ds 


Le nombre de photons correspondant est donc 


_d_ du:cdt:dS 


aN 
e how 
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b) 


c) 


d) 


a) 


b) 


En moyenne, un photon sur deux se déplace vers la sur- 
face (il va la frapper dans l'intervalle de temps dt à venir), 
un photon sur deux vient d’être émis. On en déduit 


aN du-cdt-dsS 
Ne = — = ——— 
2 2hw 


On a 
du:cdt:dS 


d& = aN!, - iw = . 


La puissance surfacique est donc 


d& cdu 


APs = = — = — 
dt-dS 4 


Or, par définition de la densité spectrale 
du = 2(w)dw donc dPs = è -D(w)du 
L'intégrale s'écrit 


a - [© Ro 1 


+ —— dw 
= 2 2 h 
w=0 AT<C exp HT — 1 





On fait le changement de variable 


h 
x= ee donc dw = LL 
kBT h 


On en déduit 


44 
gs = 81 Î à 
arch Jx=0 e* —-1 


45 
2kg7m | 
15c2h5 
On obtient donc bien la loi de Stefan et on exprime la 
constante de Stefan-Boltzmann 


soit s = É 


4 5 
2k 7 


o=—B _-5,67.10 8 W.m 2.K 4 
15c2h3 


Le nombre de photons est le rapport 





N 
No d 
e a hfa 


Les photons qui vont frapper la surface pendant dt sont 
situés à une distance inférieure à cdt de cette surface, et se 
déplacent vers la droite. Sur la figure suivante, on a entouré 
les photons qui sont dans ce cas. 
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c) 


d 


T 


e) 


f) 


8) 





miroir 
C'est donc la moitié des photons situés dans le volume 
dr = cat: a?. Par définition de v, il yen a donc 


aN = D 
2 2hfa 


La variation de quantité de mouvement pour un photon 


est 
2h 





Ôp =- üx donc 


Udt 
dj = dN-ôp=-—üx 
a 
La force est donc 


; dj U . 
Se = — = ——|{ 
miroir— photons dt a 


On en déduit, par application de la troisième loi de Newton 


fphotons—miroir == f miroir—photons — " Ux 


et par définition de la pression 





LU 
HET 
dd a 
La pression est 
Pr; U U u 
pate = 7 
3 3a3 3V 3 


Le premier principe s'écrit 
dU = -PedV +5Q 


La transformation étant quasi statique, P, = P et adiaba- 
tique, ÔQ = 0, donc 


d av 
dU = -PdV donc =-P— 
dR dR 
L'univers étant assimilé à une sphère, et en utilisant l’équa- 
tion d’état du gaz de photons, 


_4-p3. 
Le TR° -u ie 


V= 3TR 
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a) 


b) 


2. 4  3du u 2 _. du au 
ARR u + =nR — = -— "ARR soit — = -— 
3 dR 3 dR R 
Or u= aT* donc 
3 dT _ 4aT* dT T 
AT — donc — =-— 
FT R dR R 


soit RAT = -TAR soit RAT +T4R= 0 soit d(R-T) =0 


doncR-T=cste 


On est dans les conditions d'application de l'équation de 
la chaleur ; en régime permanent, s = 0 et dans cette géo- 
2 
métrie unidirectionnelle, AT = +. l'équation est donc 
d'T 
TE Ax + B. 
x 

La condition aux limites en x = 0 donne à chaque fois 
B=To. 

i) La condition aux limites T(L) = T1 se traduit par 

AL+B = Ti soit AL= Ti To donc A= HET et 


= 0 qui se primitive en — = À puis T(x) = 


TT dT À 
T(x) = Lit donc j(x) = -\— = —(To-Ti) 
dx L 
On en déduit le flux 
. ÀS 
D=jS= 7 Ton) 


Remarque : c'est le modèle des résistances thermiques. 


ii) Le flux dans le barreau dans le sens des x croissants 
est uniforme : 


aT 
D=-1S— = -A\SA 
dx 


D'autre part T(L) = AL+B =AL+T, donc la condition 
aux limites donnée par l'énoncé s'écrit 


HET 
-ASA= h/(AL+ To - T1)S doncA= — — 
L+; 





On en déduit le flux 


ÀS 


À 
L+ 


D = 





(To —T1) 


ii) Le flux et la température T(L) s'expriment comme à la 


question précédente et la condition aux limites s'écrit 
—\SA= © (AL+To)*S soit — AA = o (AL+To)* 


Avec les valeurs numériques fournies, cette équation 
s'écrit —10? : A = (A + 300). Les deux solutions sont 
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donc les abscisses d’intersection des deux graphes, 
soit Ay = 575 K-m°! et A2 = —115 K-m !. La tem- 
pérature à l'extrémité du barreau vaut T(L) = AL+To. 
Avec A1, on obtiendrait T(L) = —-275 K, valeur néga- 
tive absurde. La seule solution acceptable est donc 
A2 = —-115, elle donne T(L) = 185 K et on vérifie la vali- 
dité de cette valeur en vérifiant que le flux conductif à 
l'extrémité du barreau est bien égal au flux radiatif : 


= SA» = oT*(L)S = 66 W 


Partie 1. 


a) La tranche étudiée possède six faces. Sur les deux faces car- 


b 


TZ 


rées en 0 et 0 + 46, le transfert est conductif : 
dDea = +j(0,0-€2 - j(8+d0,r)- 22 


Les quatre autres faces sont assimilées à des rectangles de 
surface totale 





£ 
dS=2%x eRao+e[R- ;) ao+e[r+> de = 4{Rd0 
Le flux convectif sortant est donc 
dev = A(T(6, r) - Te) -4€/Rd0 


Le bilan thermique s'écrit donc 
uc£ RdO(T(6, + dt) -T(6, 6) = d®egdt- d®cydt 


En divisant par dtd0 et en effectuant les développements 
limités à l’ordre 1 en 6 et en f, on en déduit 


ÔT _ Ôj 


L2R— 
ESS 56 


—AR{h(T -Te) 
Or la loi de Fourier j = —-Agrad T se traduit dans cette géo- 
métrie cylindrique en j = -ÀÀ + donc 


ÔT 
uc£R— 


1 OT 
=\®- 
ôt 


R 30 — AR£h(T -Te) 


et en divisant par AR on obtient bien l'équation propo- 
sée. 

En régime permanent, la dérivée par rapport au temps est 
nulle, l'équation s'écrit donc 


ae? (a 


d?T ) 
a 


R\2 
r=-[) Te 
a 


La solution particulière est Te et l'équation homogène se 
résout en résolvant l'équation caractéristique 
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dont les racines sont z1 = - et Z2 = &. La solution géné- 
rale est donc 


RG _Rp 
T(8)=Aez"+Be a °+Te 


Les conditions aux limites sont T(0) = T4 et T(2x) = T+.On 
en déduit A et B en résolvant le système et on obtient 


R 27R R 
a0+e a e a 


ea +e a 
T(B)=Te+ TR (Te-Te) 
l+e a 
ch{(x-0à) 
T(6) = Te + (Te -Te) 


ch{rË) 


Cette fonction présente un minimum en 60 = r et voici l’al- 
lure du graphe : 





F. 
(9) 
= 
0 T 2T 
c) Le flux vaut 
ÔT 
D(8) = -AL? — 
(6) 30 
AC2R sh{(x-0) à) 
DO) = — (Te Te) —— 
a ch {x i) 
Voici l'allure du graphe : 
oo) 
T 27 U 





| | 
d) On déduit de ce qui précède que 


ÔT(0) = ken[(r-0# 





avec K = de En utilisant les lois de la trigonométrie 
a 
hyperbolique : 


ÔT (69 — 60) = Keh (0) ch [+ 50) — 
Ksh{(x-00 +) sh[ 60) 
a a 
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R R 
ÔT (60 + 80) = Ken (00%) cn [+60 + 





R R 
Kah (x — 60) :) sh( 760) 
a a 
On en déduit après simplifications que 
R 
q=2ch | — 50) 
a 


L'application numérique donne a = 0,2585 m, 4théo = 2,24 
et exp — 2,26, ce qui est en très bon accord. 


Partie 2. 


a) Il suffit de prendre h = 0 dans l'équation initiale : 


ucôT 1 OT 
À Ôt R2 002 


2 
b) Ona ol = f@-{#0 et dr = CID (D. Eninjectant ces 


c) 


expressions dans l'équation, puis en divisant par f(60):g(#), 
on obtient l'équation de l’énoncé. Le membre de gauche 
ne dépend que de ft, celui de droite ne dépend que de 6, ils 
sont donc égaux à une même constante notée Q. 


L'équation en g(f) s'écrit 


dg(D  ÀQ 
dt To 


dont la solution générale est 


10 
gt) =A'euc" 


Si Q était positif, g(f) tendrait vers l'infini quand ft — +oo, 
ce qui est physiquement impossible (nécessité d’une éner- 
gie infinie). Q = 0 conduirait à une solution constante dans 
le temps, ce qui est aussi rejeté. On en déduit que Q < 0. Le 


second membre est homogène à L, donc Q est l'opposé 








R2’ 
de l’inverse d’une longueur caractéristique d : Q = 7. 
On écrit donc 
y 2 cd? 
g(Ü =Ae Tavect= x 
L'équation en f(@) s'écrit 
d2f(0) R2 
+ — f(6) =0 
de? d2 fe 


C'est une équation du type oscillateur harmonique et 
comme l'énoncé indique que f est paire, 


R 
f (6) = A!! cos| 20] 
d 
On peut fusionner les deux constantes A’ et A/ en posant 


A=A/A!! et 
LL R 
T(6,/)=K+Ae + cos +0] 
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d) On peut écrire la condition aux limites Vf, T(0, #) = T(27, f) 
donc 
. ) 
cos0 = cos| — 
d 
donc —— = n:27 où ñ est un entier naturel non nul, soit 


a) 


b) 


c) 


d= £ et la solution stationnaire associée est 


ucR? 


re 
=Ky+Ane T“n cos(n) avec Ty = —— 
An 


Th(6, 5) 
L'équation aux dérivées partielles étant linéaire, toute 
somme de solutions est elle-même solution (principe de 
superposition) donc en sommant sur ñ, la solution propo- 
sée par l’énoncé convient, en notant 


Tm = > Kn 


la température moyenne. 


Dériver par rapport au temps la fonction complexe spatio- 
temporelle revient à la multiplier par iw, la dériver par rap- 
port à x revient à la multiplier par -ik. L'équation de la 
chaleur unidirectionnelle s'écrit donc 


iwpcT — (—-ik)2AT = 0 
d'où l'équation de dispersion 
.HCw 
k2= 2 


On peut écrire 


Le 


En injectant la valeur de k de partie réelle positive et en 
prenant la partie réelle, on en déduit la solution onde ther- 
mique progressive dans le sens des x croissants et atté- 
nuée : 


T(x, f) = Be(T) = Let cos{(wt-Kk/x+0) 


EE 


avec k! = : = . La pseudo-période spatiale (lon- 


gueur d'onde) est — = 2nû et la distance caractéristique 
d'atténuation est ô. 
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d) Application numérique. 


i) On identifie la température moyenne Ty, = 298 K 
et l'amplitude thermique To = 10 K. L'excitation 
thermique journalière est périodique, de période 24 
heures, soit T = 86 400 s, donc w = — = 7,27: 
107% rad-s-!, D'après la formule du cours, 


2À 
Ô = 1) —— 
co 


= 5,7 Ém 


À une profondeur de l’ordre de 56 = 30 cm, le facteur 


z ; ; 
exponentiel e & vaut moins de 1 % et la fluctuation 
thermique journalière est donc inférieure à 0,1 K. 


ii) De même, T» = 288 K, To = 10 K. Lexcitation 
thermique journalière est périodique, de période 
1 an=365,25 jours, soit T = 31,56- 105 s, donc & = = = 
1,99: 1077 rad-s-1. D'après la formule du cours, 


2À 
Ô=1/—=1,1m 
co 


À une profondeur de l’ordre de 56 = 4 m, le facteur 
exponentiel e7$ vaut moins de 1 % et la fluctuation 
thermique annuelle est donc inférieure à 0,1 K. Dans 
une cave à 4 mètres de profondeur, la fluctuation ther- 
mique entre les saisons est donc négligeable. 


a) Le bilan thermique s'écrit 


uSdyc(T(y,t+dt)-T(y,f)) = 


jG,0Sdt-j(y+4d7,0Sdt+fT-Sdy:dt 


En divisant par Sd ydt et en faisant les développements li- 
mités au premier ordre, on en déduit : 


OT __ 0j 0 
CT  — 7 ôy. +PT(y, , t) 


La loi de Fourier donne j(y, f = -1=—=— SG D eten injectant 
cette relation dans l'équation en on en déduit 


l'équation aux dérivées partielles : 


ÔT(y,0  , OT(y,0) 
= À —— 2 +BT(y,f 
or PU 
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b) Dériver par rapport au temps revient à multiplier par iw, 


c) 


dériver par rapport à y à multiplier par —-ik. L'équation de- 
vient donc 
ipcoT = A(-HOT + PT 


et en simplifiant par T on obtient l'équation de dispersion 


e--;næ 8 
= À À 


Sous forme exponentielle, le second membre, de partie 
réelle positive et de partie imaginaire négative, peut être 
écrit re! V avec r > 0 (module) et y € ]-3,0[. On a alors 


-W 12 | 
[Vrei | = re" 


;v 
et + € ]-7,0[. Le complexe Vre'7 a donc une partie 
réelle positive et une partie imaginaire négative, et c’est la 
solution qui convient : 


;W 
k=Vre'z? =k'+ik 
On en déduit 
Ty, 0 =T eiwt-k'y-ik"y) Te Veitwt-K'y+0) 
20 za 
et en passant à la partie réelle 
k!"'y ! 
T(y, 0) =Tae” * cos(wt-k' y+0) 
qui est l'équation spatio-temporelle d’une onde qui se pro- 


page dans le sens des y croissants (k' > 0) en s’atténuant 
(k! <0). 


En remplaçant dans l'équation aux dérivées partielles, on 
obtient 


ucaeY? sin(ky) = _Ak2e°! sin(&y) + pett sin(ky) 
donc la solution proposée convient si 
pca = -\R +$ 
Les conditions aux limites imposent 


ne donc KL= nT 


sin(KL) = 0 
où ñ est un entier naturel non nul. On en déduit que 


T0 = ae sin 


Cette fonction s’annule bien en y = 0 et y = L mais si 
n > 2, elle s’annule au moins une fois en changeant de 
signe entre ces deux valeurs ; la température pourrait alors 
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a) 


b 


TZ 


c) 


d) 


prendre des valeur négatives, ce qui est absurde. On en dé- 
duitquen=1etk= TL puis en remplaçant dans la relation 
précédente on en déduit à : 


2 


T 
BAS 
pc 


x = 





2 
Si B = AD; a = 0 et le profil de température est constant 
2 
dans le temps. Si B < AT, a<0etVye [0,L], T(y,f) — 0 
quand f — +c : il y a décroissance exponentielle de tem- 
2 
pérature. Si B > A; a > 0 et Vy €]0,L[, T(y,) — +oo 
quand f — +c : il y a croissance exponentielle de tempé- 
rature. 


Par application des formules du cours : 


E 
E Li 
R= — =0,03K-W°1, r=-5 =0,10K-w°! 
AS Às 


Les résistances sont associées en série, la résistance équi- 
valente est donc R+ r = 0,13 K: W-! quelle que soit la posi- 
tion relative du mur et de l’isolant. Par application de la loi 
d'Ohm thermique : 

Ti-Te 


D = =154W 
R+r 





Si l’isolant est sur la face intérieure du mur, le dispositif est 
modélisé ainsi : 








e r © R 
à ne 1h 























On peut appliquer la loi du diviseur de tension : 


R 
Ti -Te= en Ta 


R 
donc Ti =Te+——:(T; -Te) =274,6K 
r+R 


De même, si l’isolant est à l'extérieur : 


L 
Ti=Toe+ ——:(T;-Te) =285,4K 
T e TIR i e 
En traitant l'équation de la chaleur en ordres de grandeur, 
en notant L la distance caractéristique de diffusion ther- 
mique et + le temps caractéristique : 





T T 
Le 
Her I 
Luc 
d = 
oncT x 
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Pour le mur ou pour l’isolant, L s’identifie à l'épaisseur et 
l’ordre de grandeur du temps d'établissement du régime 
permanent est 57. On en déduit les durées 





2 

Émur = SEM = 5,2 jours 

2 

Éisolant Je = 7 heures 
L'ordre de grandeur est le plus grand des deux, soit environ 
5 jours. En régime permanent, la température dans le mur 
ou dans l’isolant est une fonction affine de x, abscisse me- 
surée perpendiculairement à la paroi : en notant les tem- 
pératures Tienx=0etT2enx=EL, 


TG@=Ti+(T-TOE 


La tranche [x, x+ dx], de capacité thermique 1Scdx subit 
donc un échauffement (T(x) - Te), il reçoit donc une éner- 
gie thermique 


5Q = pSc{(T1 Te) + (T2 -Tn?) dx 


En intégrant sur la largeur totale du mur, on obtient 


Gén TT 


Dans le cas de l’isolant intérieur : 


290+274,6—-2-270 
2 


274,6+270—-2-270 
2 
donc Q = Qisolant + Qmur = 7,515 M) 


Dans le cas de l’isolant extérieur : 


285,4+270—-2-270 
2 


290 +285,4—-2:270 
2 
donc Q = Qisolant + Qmur = 53,485 MJ 


On dépense donc beaucoup plus d'énergie quand l’isolant 
est extérieur car il faut chauffer le mur à une tempéra- 
ture proche de celle de l'air intérieur. Mais une fois que 
ce mur est chaud, il offre une inertie thermique nettement 
plus importante, et les fluctuations de température à l’inté- 
rieur de la pièce à vivre seront nettement plus faibles que 
si l’isolant est à l’intérieur. De plus, sur une année com- 
plète de fonctionnement, le mur en hiver garde l'énergie 
thermique qu’il a accumulée pendant l’été, et il est très 
peu probable que les murs aient pu atteindre une tempéra- 
ture aussi froide (—2 °C) que celle initiale de l'énoncé. C’est 
pourquoi la tendance actuelle est l'isolation intérieure plu- 
tôt qu’extérieure (l'étude est analogue et révèle un effet cli- 
matiseur en été). 


Qisolant = HSeC =615K 


Qmur = MSEC = 6,90 MJ 


Qisolant = HSeC = 385 kJ 


Qmur = MSEC = 53,1 M] 


TZ 





Transferts thermiques Chapitre 16 


a) Le bilan thermique pour l'aliment s’écrit 


at 
CAT =®D:dt soit D =C— 
dt 
qui est l’exact analogue de la loi d’un condensateur en 
électricité. Le thermostat est l'équivalent d’un générateur 
de tension qui charge un condensateur à travers la résis- 
tance : 

















R 


(D —_— 


CT 

















L'équation différentielle s'écrit donc 
adT 
T1 =RD+T=- AÈe +T 


En posant t = RC, cette équation différentielle du premier 
ordre s'intègre sans difficulté en 


TO = TEST 


Appliquons la première identité thermodynamique à l’ali- 
ment : dU = -PdV+TdS donc CdT = 0+TdS et ds = C4 
qu'on intègre entre T(0) = To et T(co) = T1 : 


D dT T: 
AS = C— =CIn— 
To T To 


Or ni = 1+e donc on peut faire le développement limité 
0 


2 
n(l+e)=e-f$ et 


AS4=C Le 
Li 2 


Le thermostat a une capacité thermique infinie et une va- 
riation de température nulle, on doit donc calculer sa varia- 
tion d'énergie interne en appliquant le premier principe : 


dUih = ÔQth + ÔWih = —0Q} = -CaT 


La première identité thermodynamique appliquée au ther- 
mostat donne donc 
at 
—CdT =T1dS# donc dStn = ns 
1 
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a) 


b) 


c) 


T1 To 
T1 
+ 
sf 
l+e 


me. 2 
me l-Eet+e donc 





donc AS;n = -C 


soit AS4p = C 





Le développement limité donne 
. 2 
ASth = C(-e+e ] 
L'entropie est extensive donc pour le système tout entier : 


Ce? 
AS = ASh + ASg = = 
Le système ne recevant pas d'énergie thermique de l’exté- 
rieur, le second principe s'écrit 


Ce? 
AS =0+Scer donc Ser = EE >0 


La transformation est donc irréversible. 


En régime permanent, l'énergie thermique entrant en r est 
égale à celle sortant en r + dr, soit 
2rrHj(r)=2n(r+dr)Hj(r+dr) 


(r+dr)j(r+dr)-rj(r) 
CE ———————————— ©" À) 


d 
dr 








donc dej) = 0. Par application de la loi de Fourier, 
j(r) = Ad donc T(r) vérifie l'équation différentielle 
d | dT 
4. r Fe =0 
En primitivant deux fois, on en déduit : 
ne = À donc el L 2: 
d d 


doncT(r) =Alnr+B 


Les conditions aux limites donnent 





= T2=T1 
Aln a; +B=T 7 M2 
à 1 donc me a] 
Aln a +B=T2 B= Tilna-T2lna 
s n aä2—În a; 


On en déduit j(r) =-AË = (T1 -T2) er. 
a 
Le flux thermique à travers le cylindre de rayon r est 
. 27H 
®(r)=27xrHj(r) = (Tj =D) 
Da 

Il est bien indépendant de r et on peut écrire la loi d'Ohm 
thermique : 





In 2 
a 
T1 -T2 = 
17 27 2xHA 
et la résistance thermique cylindrique est donc Roy = 
In 2 
ai 
27H" 





d) Le développement limité du logarithme donne 


a] 


a) € 
n—=In|1+— 
a a 





€ 
doncRy = —— 

271a1HÀ 
On reconnaît au numérateur l'épaisseur € de la paroi et au 
dénominateur la surface intérieure S1 = 27a1H donc on 
retrouve l'expression unidirectionnelle Ry = ET 


À l'instant f, le système est formé d’une couche de glace 
d'épaisseur b(f) et de surface S surmontant une colonne d’eau 
liquide à 0 °C de hauteur B— b(f). Le processus est certaine- 
ment lent (on le vérifiera à la fin) et on peut considérer qu'on 
est en régime quasi stationnaire, on peut donc appliquer le 
modèle des résistances thermiques pour la couche de glace. 


Sa résistance est 
b(f) 


th 
ÂgS 


Le flux thermique traversant cette courche est dirigé de l’eau 
vers l’air extérieur, l'écart thermique est de 10 °C donc de 10 K 
et ® = RD Pendant une durée dt, la quantité d'énergie ther- 
mique ÔQ = ®:dt quitte donc l’eau liquide, ce qui provoque 
le gel d’une couche supplémentaire de glace (à l'interface eau- 
glace) d'épaisseur db. On suppose que la transformation se 
fait à pression constante et le premier principe enthalpique 


appliqué à cette couche d’eau qui gèle s'écrit dH = —-ôQ, soit 


AgS 
HeSdb-: gel — T7: Lu 


Or hgel = — fus donc b vérifie l'équation différentielle 





On intègre cette équation à variables séparables entre = 0 et 
t=7 à droiteet entre b = 0 et b =B à gauche : 











B 
D? _ 10Àg (A 
2 Hehfus 
B2 10À 
donc — = - 
2 Hehfus 


et T = = 17,9: 106 s, soit environ 200 jours. Il est donc 


be AifusB? 
20Àg 

impossible de constater le gel complet de l’eau d’un tel puits 

dans un pays tempéré, où 200 jours de gel à —10 °C ne sont 


jamais observés. 


Septième partie 


Chimie 
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CHAPITRE 1 7 


Thermochimie 


Thèmes abordés dans Les exercices 
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Points essentiels du cours pour la résolution des exercices 
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Écriture algébrique d’un équilibre chimique. 
Grandeur de réaction. 

Enthalpie standard de formation. 

Entropie molaire standard. 

Loi de Hess. 

Température de flamme adiabatique. 
Constante d'équilibre. 

Quotient de réaction. 

Loi d'action de masse. 

Combinaison linéaire d’équilibres chimiques. 
Réactions d’oxydoréduction. 

Formule de Nernst. 

Relation et loi de Van ‘*t Hoff. 

Loi de modération de Le Châtelier. 
Déplacement d'équilibre. 


Calculer l’enthalpie et l’entropie standard de réaction à partir de valeurs tabulées. 
Calculer une température de flamme adiabatique. 


Calculer une constante d'équilibre. 


Calculer la constante d'équilibre d’une réaction composée. 
Calculer la constante d'équilibre d’une réaction d’oxydoréduction. 
Déterminer l’état final à partir de la constante d'équilibre. 

Étudier l'effet d’une variation de température sur un équilibre. 


Étudier le déplacement d’un équilibre. 
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Les méthodes à retenir 


Calculer l’enthalpie et l’entropie 
standard de réaction à partir de valeurs 
tabulées. 
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Avoir des bases saines en thermochimie nécessite de différencier 

- l’enthalpie standard de formation A;H° en J-mol }, l’enthalpie 
standard de réaction A,H° en J:mol !, et la variation d’enthalpie 
AH en ] ; 

* l’entropie molaire standard S!°, en J-K-!-mol !, l’entropie stan- 
dard de réaction A,S° en J-K !-mol !, et la variation d’entropie 
ASenJ-K'!. 

On calcule les grandeurs de réaction à partir des coefficients stœchio- 

métriques : pour une réaction chimique qui s'écrit sous forme algé- 

brique 0 = Y'; a;X; (les coefficients a; sont positifs pour les produits, 
négatifs pour les réactifs), alors la loi de Hess s'écrit 


A-H°=Y;a;A;H° 
0 0 
AS = ;diSim 
Ces grandeurs de réaction sont molaires, rapportées à la variation de 
l'avancement d’une mole. Deux remarques peuvent être exprimées. 


a) Si une enthalpie standard de formation semble manquer dans les 
données, c’est sans doute que le produit ou le réactif est un corps 
pur dans l’état de référence, et que son enthalpie standard de for- 
mation est nulle. 


b) On obtient un bon ordre de grandeur de l’entropie standard de 
réaction en multipliant 200 J-K-1-:mol ! par la variation des coef- 
ficients des éléments en phase gazeuse. 


Lorsque la réaction a lieu, il y a variation de l'avancement, entre l’état 
initial (1, presque toujours nul) et l’état final (ér) et les variations 
d’enthalpie et d’entropie du système s'expriment ainsi : 


AH = (ér — é) -A;-H° 
AS = (ër — En) : A,S° 


Exemple : 


On étudie la synthèse de l’éthanol : 
CHi(g) + H0(g) = C>H60O(g) 


Les données sont 


CIRE 0 GRO 
CRU) | 525 [206] 251. 





CSEUKT mo] 26 [887 | 27 | 
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Calculer une température de flamme 
adiabatique. 


Thermochimie Chapitre 17 


Les grandeurs standard de réaction sont 


A,H° = -235,1—52,5+ 241,8 = —-45,8kJ:mol ! 
A,S9 = 282,7 —219,6— 188,7 =-—125,6J-K !:mol ! 


On introduit dans une enceinte n = 10 mol d’éthène et 
n = 10 mol d’eau à l’état gazeux. 

Si la réaction était totale, l'avancement final serait égal à 
l'avancement maximal &; = 10 mol. Si la réaction est équi- 
librée, l'avancement final vaut 6; =a-:10 avec0<a=<let 


AH = -(a-— 1):450:10ÿ 
AS =-(a—1)-1,256:10° 








<= Exercice 17.1. 


Cet exercice extrêmement classique se ramène à un exercice d’al- 
gèbre si on respecte scrupuleusement la méthode suivante. 

(a) Dans l’état initial, on introduit dans une enceinte un mélange ré- 
actionnel et d'éventuels corps spectateurs dans des états physiques 
donnés. On dresse un tableau complet de l’état initial (1) indiquant 
les quantités de matière et les états physiques (solide, liquide ou gaz) 
de tous les constituants ainsi que l'avancement initial &, (presque tou- 
jours nul) et la température initiale T1. 


ri, mol de X, (s, ! ou g) 
ñ21 mol de X, (s, ! ou g) 


m mol de Y; (spectateur) 


&r = 0 
T; =298K 








(b) On dresse un tableau d'avancement, on calcule l'avancement fi- 
nal (égal à l'avancement maximal si la réaction est totale, ou l’avance- 
ment à l'équilibre si la réaction n’est pas totale) et on détermine l’état 
final en calculant les quantités de matière des produits et réactifs 


Nip = Ni + di (6r — Ë) 


Les quantités de matière des corps spectateurs ne varient évidem- 
ment pas. 
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(c) On dresse un tableau complet de l’état final (F) indiquant les quan- 
tités de matière et les états physiques (solide, liquide ou gaz) de tous 
les constituants dans l’état final ainsi que l'avancement final &F et la 
température finale Tr. 


mr molde X, (5, / ou g) 
mr mol de X (5, / ou g) 


m mol de Y; (spectateur) 


&k calculé 
Tr inconnue 








(d) La transformation étant isobare et adiabatique 
AH=0 


L'enthalpie étant une fonction d'état, on peut décomposer la trans- 
formation en plusieurs étapes. Dans le cas le plus simple qui est aussi 
le plus fréquent, on opère successivement : 

e la réaction chimique à la température initiale de 298 K ; 

e l’échauffement isobare du mélange réactionnel après réaction. 

On dresse un tableau complet décrivant l’état intermédiaire (M) 


mr molde X, (5, / ou g) 
mr mol de X, (5, / ou g) 


m mol de Y; (spectateur) 


&k calculé 
T, =298K 








(e) La température de flamme adiabatique T£ est la solution de 
l'équation algébrique 


AH + AHue = AH = 0 soit 


Gr DA" (298 À + | mirCpm; + 2 MjCpam; | (Tr — I) = 0 
L J 


Le calcul peut être étoffé 

e dans le cas où l’enthalpie standard de réaction n’est pas donnée à 
la température initiale de 298 K (on doit alors ajouter une étape de 
préchauffage du mélange initial) ; 

e et dans le cas où certains corps subissent, entre T. et Tr, un chan- 
gement d'état (on doit ajouter un terme d’enthalpie de changement 
d'état, et distinguer la capacité thermique dans un état et dans un 
autre lors des échauffements). 


Thermochimie Chapitre 17 


Exemple : 


On donne : 


MAT ET TEE TEE UE 





CO mon [ 204 [291 [on À %66 | 


On considère la réaction d’oxydation du dioxyde de soufre, 
supposée totale : 


2502 (9 + O@ — 2503 (% 


dont l’enthalpie standard de réaction à 298 K vaut 
A,H° = -197,6 kJ:mol !. La réaction se fait dans un réac- 
teur adiabatique et isobare dans lequel on introduit 1 mole 
de SO; et 4 moles d’air constitué de 20 % de O; et 80 % de 
N>, le tout à 298 K. 

On dresse le tableau d'avancement de la réaction. 


(mol) 2S0: (g)+ | O2(g) — | 2803 (g) || (N2(g)) 
intl 10 | O0 | 0 | 220 
C8 LE 


ëf=0,5 0,30 1,00 3,20 





On peut ainsi décrire l’état initial I, l’état intermédiaire M 
et l’état final E 
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AH = 


AHme = 056; 














I M F 
1,0 SO; 0,3 O> 0,3 O> 
0,8 O> 1,0 SO3 1,0 SO; 
3,2 N> 3,2 N> 3,2 N 
ë = 0 ër=0,5 || ër=0,5 
T;, =298K || T, =298K Tr? 


(O2) + 1,0C£ 


(Er — n -A,H°= 


p,m 


(SO3) + 3,2C£ 


L'enthalpie est une fonction d'état. On peut donc décom- 
poser la transformation. 
+ Oxydation à la température To = 298 K : 


—98,8-10° J 


- Échauffement isobare du mélange final de Ti = 
température finale Tr : 


p,m 


AHue = 178,54 (Tr — Ti) 





(N2) | (Tr — Ti) 





Chapitre 17 Thermochimie 


Calculer une constante d'équilibre. 
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La réaction d’oxydation est isobare et adiabatique donc 
AH = 0 soit AHim + AHue = 0 


98,8: 105 
donc Tp = Ts + ————— =851K 
178,54 








+ Exercices 17.2, 17.3. 


Il existe deux méthodes de calcul d’une constante d'équilibre. 
(a) À partir des grandeurs standard de réaction. On calcule 
l’enthalpie libre standard de réaction 


A,G°(T) = A,H°-TA,S° 


en supposant, selon l’approximation d’Ellingham, que l’enthalpie et 
l’entropie de réaction ne dépendent pas de la température. On en dé- 
duit 
0 _A760m 

K’=e " 
(b) À partir de la relation de Van ’t Hoff. On intégre la relation de 
Van ’t Hoff 

dinK°(T) _A;H° 
dT RIT? 

entre deux températures, T; à laquelle on connaît la constante d’équi- 
libre, et T> à laquelle on la cherche 





-A,H 1° 
In K°(T ee 
[in ( |, RT 





Ti 


Exemple : 


Dans la synthèse de l’éthanol : 
CHi(g) + H0(g) = C>H60O(g) 


on a calculé dans un exemple précédent de ce chapitre les 
valeurs des grandeurs standard 


A,H° = -235,1-52,5+ 241,8 = —-45,8kJ-mol ! 
A,S=282,7-219,6- 188,7 =—-125,6J-K !-mol ! 
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Calculer la constante d'équilibre d’une 
réaction composée. 


Thermochimie Chapitre 17 


(a) On en déduit la constante d'équilibre à T; = 298 K 


A,G°(298) = A,H° —298-A,S° = -8,371 kJ-mol”! 
0 
K0(298) = e-R2r — 29,3 
(b) On peut ensuite calculer la constante à 400 K, connais- 


sant celle à 298 K par intégration de la relation de Van ‘t 
Hoff 





K° (400) A,H° | 1 1 
D ——— = — — — 
K0(298) R |400 298 
donc K°(400) = K°(298)e +7! = 0,263 








+ Exercices 17.4, 17.5, 17.6, 17.7. 


Une réaction chimique dite composée peut être la combinaison li- 
néaire de réactions fondamentales. Il en est ainsi pour les réac- 
tions entre un acide et une base et pour tous les cas de compé- 
tition entre les réactions acido-basiques, précipitation-dissolution, 
oxydation-réduction. On peut exprimer la constante d'équilibre de la 
réaction composée connaissant celles des réactions fondamentales. 
Considérons un équilibre (E) combinaison linéaire des équilibres (E:) 
de constante K° et (E2) de constante K° : 


(E) = &:1 (E:) + 2 (B2) 


Les deux méthodes de calcul suivantes. 


a) L'enthalpie libre standard de réaction de (E) est combinaison li- 
néaire de celles des deux réactions 


A,G° = A, GS + @A,GS 


On en déduit 
0 _ArG0 
K=eT 


b) En exprimant chaque constante d'équilibre comme le quotient de 
réaction à l'équilibre, on distingue dans l'expression de K° une 
combinaison multiplicative des deux constantes 


œ œ 
RER AR 
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Exemple : 


La réaction acido-basique entre l’ammoniaque et l’acide 
propanoïque est une combinaison des réactions fonda- 
mentales suivantes 


(E1) : NH} (aq) + H20 = NH: (aq) + H30* (aq) 
(E) : C3H60O> (aq) + H0 = C3H50; (aq) + H30* (aq) 


dont les constantes d'équilibre respectives à 298 K sont les 
constantes d’acidité Ka, = 107°%# et K4, = 107%? et dont 
les enthalpies libres standard respectives à T = 298 K sont 


A,G°=-RTInKA, = 52,71 kJ-mol ! 
A,G2=-RTInKA4, = 27,78 kJ-mol ! 


La réaction composée est 
(E) : NH (aq) + C3H6O2 (aq) = NH} (aq) + C3H50, (aq) 


soit (E) = —(E1) + (E2) 


a) La combinaison linéaire des enthalpies libres de réac- 
tion est la même que celle des équations : 





A,G° = —A,G + A,G£ = 24,93 KJ-mol ! 


a 0 
donc K°=e- "#7 =4,27-10 5 = 10 47 
b) La constante d'équilibre est égale à l'avancement à 
l'équilibre 


K° = [C3H50,; eq [NH leq soit 
INH3leq lC3H6O]leq 


0 _ [C3H50; leg [H3O* eq - [NH leq 


[C3 H6çO2]eq INH3 lea H3O* eq 

NH JeqlH30* C3H50, JeqlH30* le 

or Ka, = [ Es leq et Ka, = [ 3T15 2] q[ 3 ] q 
INH; leq [C3 H6O2]eq 


KA = 
2 10 4,87+9,24 107 
A1 





donc K, = 


On remarque que pKo = —logKo = pKa, — PKa,. 








— Exercices 17.8, 17.9. 
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Calculer la constante d'équilibre d’une 
réaction d’oxydoréduction. 


Thermochimie Chapitre 17 


L'enthalpie libre standard de réaction de la demi-équation rédox est 
proportionnelle au potentiel standard 


Red=Ox+ne : A.G=nSFE! 
où nñ est le nombre d'électrons cédés et Z le Faraday 
F = Ne = 96 500 C-mol ! 


Un cas particulier important du paragraphe précédent est celui de 
la réaction d’oxydoréduction, combinaison linéaire des deux demi- 
équations rédox qu'on écrit sous forme synthétique 


Red; 
Ox + me” 
mRed; + Ox 


Ox +me x (72) 
Red; x (1) 
MOX + nm Red» 


L'équation-bilan est une combinaison linéaire des deux demi- 
équations ; son enthalpie standard de réaction est donc elle-même 
la combinaison linéaire : 


A,G°= mA,GT+mA,G = nr [M PE] +m[-mPFE] = nF(EŸ-ES) 


où ñ = mm est le nombre total d'électrons échangés. On en déduit 


20 _p0 E0 _ 0 
d _ ArGO _ n4BT-E) Lie 
K'=e A =e RT 10 "0 








en prenant T = 298 K. 


Exemple : 


Voici les potentiels standard des couples de l'aluminium et 
du cuivre : 


E° = E°(AÏ* (aq) /AI(s)) = -1,66 V 
ES = E°(Cu’* (aq)/Cu(s)) = 0,34 V 


La règle du gamma indique qu’une réaction quantitative 
se produit entre le plus fort oxydant Cu?* et le plus fort ré- 
ducteur Al. 


\E° 


Cu?) Cu 


Al B+ | 
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Déterminer l’état final à partir de la 
constante d'équilibre. 


542 


On écrit donc la réaction rédox par combinaison linéaire 
des deux demi-équations 


Al(s) = Al*(ag)+3e- x2 
Cu?*(ag)+2e7 = Cu(s) x3 
3Cu** (aq) +2Al(s) = 3Cu(s)+2A/F* (aq) 


La constante d'équilibre de la réaction est 


[A+]? 
= [Cu?2+]$ 


0 


À l'équilibre, il y a égalité des potentiels de Nernst (expri- 
més ici à 298 K) des deux couples 














0,059 Cu?* 0,059 A+ 
pus nel LME she! ï 
0,059 0,059 
soit Ef + = log[Cu?*]* = E; + log[A* |? 
6 -E, APP 





= lo 
0,059 P[Cup 
et on obtient bien l'expression de la constante d'équilibre 
donnée plus haut 


0 _K0 
CE; -E;) 


K°=10 5 = 10% 


La valeur prouve que la réaction est totale. 








+ Exercices 17.10, 17.11, 17.12. 


Connaissant les quantités de matière initiales des différents corps (ré- 
actifs et/ou produits), les propriétés physiques du système (pression, 
volume, température) et la valeur de la constante de réaction dans les 
conditions de la réaction, on cherche à déterminer l’état final, c’est-à- 
dire les quantités de matière dans l’état final. 

La loi d'évolution ou loi d'action de masse énonce que le quotient de 
réaction tend vers la constante d'équilibre. À l'équilibre 


(EO) : Q,;=K°(T) 
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Voici les trois cas qu’on peut rencontrer. 


a) 


b) 


C) 


La relation (EQ) donne une équation à une inconnue, l’avance- 
ment final ër, et une de ses solutions conduit à un état final dans 
lequel toutes les quantités de matière finales sont positives ou 
nulles. L'état final est un état d'équilibre. 


Si la ou les solutions érQ de (EQ) conduisent toutes à un ta- 
bleau d'avancement final avec une valeur négative de l’un des 
constituants, alors l’état final n’est pas un état d'équilibre. Il y 
a disparition du constituant en question, on en déduit l’avan- 
cement final et les quantités finales de tous les autres constituants. 


Dans le cas particulier où la constante d'équilibre est supérieure 
à la valeur conventionnelle de 10“, on peut considérer que la ré- 
action est totale. Il y a disparition du (ou des) réactif(s) limitant(s). 
L'avancement final est égal à l'avancement maximal. On en déduit 
le tableau d'avancement final, en notant e la quantité résiduelle de 
réactif limitant. On peut calculer € grâce en considérant que c’est 
l’inconnue de l'équation (EQ). 


Exemple : 





On considère la réaction de dismutation : 
4 CuO(s) = 2 CwO(s) + O:(g) 
La constante d'équilibre vaut 
K°(1 000 °C) = 0, 122 


(a) Dans une enceinte initialement vide de volume 
V=10,0-10-m°, on introduit 0,100 mol de CuO, 
0,010 mol de Cu: et n, = 0,010 mol de O;. On maintient 
l'enceinte à 1000 °C et on cherche l’état final. Dressons le 
tableau d'avancement 


mol ACuO(s) = | 2CwO(s)+ 0: (9) 





initial || 0,100 0,010 0,010 
date r || 0,100—4€ | 0,010+2£ | 0,010+E 


final || 0,100 —48r | 0,010+2ër | 0,010 +ëér 
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À l'équilibre, (Q;)e = K°(1273) donc 
Po, = 0,122 P° = 12 200 Pa 
Par application de la loi des gaz parfaits : 


Po, V 


0,010 + ër = = 0,0115 donc ëêr = 1,5 mmol 





On en déduit les quantités finales : nF(CuO) = 94 mmol, 
nr (Cu20) = 13,0 mmol et ñr(O>2) = 11,5 mmol. 

(b) Prenons une quantité initiale de O: est n7 = 0,020 mol. 
Le tableau d'avancement est alors 


mol ACuO(s) = | 2CwO(s)+ 0: (9) 





initial || 0,100 0,010 0,020 
date £ |] 0,100—48 | 0,010+2& | 0,020+E 


final || 0,100—4ër | 0,010+2Er | 0,020 +Er 
À l'équilibre, (Q;)e, = K donc 
Po, = 0,122 P° = 12 200 Pa 
Par application de la loi des gaz parfaits : 


Po,V 





0,010 + ër = = 0,0115 donc ër = -8,5 mmol 
Cette valeur est négative, ce qui indique une évolution 
dans le sens rétrograde. Mais pour ër = —8,5 mmol, le ta- 
bleau d'avancement indique que la quantité restante de 
CuO(s) serait négative (0,010 + 2ër = —0,007), ce qui est 
impossible. L'équilibre ne peut pas être atteint, l’oxyde 
de cuivre CO est donc en défaut et disparaît com- 
plètement, donc &F = 5 mmol. On en déduit les quan- 
tités finales nF(CuO) = 110 mmol, nF(Cu20) = 0 mmol et 
nr (O2) = 15 mmol. 

(c) La réaction suivante a pour constante d'équilibre, dans 
les conditions de l'expérience, K° = 10/2 


Cu”* (aq) + 4 NHa(aq) = Cu(NH3){* (aq) 


On introduit dans un bécher des quantités d'ions cuivre 
(ID et d’ammoniaque avec les concentrations initiales 


[Cu?* (aq)], = 1,0-1073 mol-L-! 
[NH (aq) |, = 10,0:107* mol-L”! 





© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit. 


Étudier l'effet d’une variation de 


température sur un équilibre. 
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Voici le tableau d'avancement en concentration 


mmol:L-! Cu*+ | ANH3 | = Cu(NH3)f* 





ml { Lo [100 | 0 
der [ro-sfi0-a) + 
XE= Link =: E 6,0 1,0 
À l'équilibre 
Q=Kk°e 7 107 0e 
ex 6,0-103 


donc e =8,4-10  mol-L ! 








+ Exercices 17.13, 17.14. 


À partir d’un équilibre chimique, on cherche à prévoir l’effet d’une 
variation de température sur l’évolution du système. 
À l'équilibre, il y a égalité Q,; = K°(T). La relation de Van ‘t Hoff 


dinK°(T)_A,H° 
dT  RT? 





indique qu’une variation de T entraîne une variation de K° et pro- 
voque une rupture d'équilibre. Le système va donc évoluer dans le 
sens qui permet à Q, de rejoindre la nouvelle valeur de K°. 

e Si A,H° > 0, K(T) est une fonction croissante de T. 


a) Si T augmente, K° augmente, devient supérieure à Q,. Q; doit 
donc augmenter, la réaction évolue dans le sens direct. Ceci est 
conforme à la loi de Van ’t Hoff : la réaction étant endothermique, 
elle évolue dans le sens direct afin de consommer de l'énergie ther- 
mique et s'opposer ainsi à l'augmentation deT. 


b) SiT diminue, K° diminue, devient inférieure à Q,.. Q, doit donc di- 
minuer, la réaction évolue dans le sens indirect. Ceci est conforme 
à la loi de Van ‘*t Hoff : la réaction étant endothermique, elle évo- 
lue dans le sens indirect afin de produire de l'énergie thermique et 
s'opposer ainsi à la diminution deT. 








évolution évolution 
sens direct sens indirect 
Q D FN Q: 
| - 
! augmente | T diminue ! 
= 8 2 == 
K° K° 


545 


Chapitre 17 Thermochimie 


e Si A,H° < 0, K°(T) est une fonction décroissante de T. 

a) Si T augmente, K° diminue, devient inférieure à Q,. Q, doit 
donc diminuer, la réaction évolue dans le sens indirect. Ceci est 
conforme à la loi de Van *t Hoff : la réaction étant exothermique, 
elle évolue dans le sens indirect afin de consommer de l’énergie 
thermique et s'opposer ainsi à l'augmentation deT. 

b) Si T diminue, K° augmente, devient supérieure à Q,. Q; doit 
donc augmenter, la réaction évolue dans le sens direct. Ceci est 
conforme à la loi de Van ‘*t Hoff : la réaction étant exothermique, 
elle évolue dans le sens direct afin de produire de l'énergie ther- 
mique et s'opposer ainsi à la diminution deT. 











évolution évolution 
sens indirect sens direct 
NT . FE a" 
En | - 
|Taugmente | | | diminue 
RS = A Re à 
K 0 K° 


Exemple : 


La synthèse de l’éthanol : 
CHi(g) + H0(g) = C2H60O(g) 


est exothermique : A,/H° = -45,8 kJ-mol !. Sa constante 
d'équilibre à 400 K a été calculée dans un exemple précé- 
dent de ce chapitre les valeurs des grandeurs standard : 
K°(400) = 0,263. On introduit 1,0 mol de chaque réactif 
dans un réacteur maintenu à la pression atmosphérique 
P = P, et à la température constante T = 400 K. Voici le ta- 
bleau d'avancement. 


mol || C>H4(g)+ | H20(g) = | C>H60(g) gaz 





initial 2,0 
date? uses uns «| Z0-x 
final 1,0 — XF 1,0— Xe 2,0 — Xe 


À l'équilibre, (Q;)e, = K donc 


= 0,263 soit 1,263x° — 2,526x + 0,263 = 0 


donc x = 0,1102 ou x = 1,8898 
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Étudier le déplacement d'équilibre 
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La seconde solution est supérieure à la quantité de réac- 
tif, on garde donc xr = 0,1102. On en déduit les quantités 
finales ñnr(C2H4) = 0,8898 mol, ñ7r(H20) = 0,8898 mmol et 
ñnr(C>2H60) = 0,1102 mmol. 

Étudions qualitativement l'effet d'une augmentation de 
la température de ÔT = +10 K. À l'équilibre à 400 K, 
Q; = A;H° = 0,263. Or A,H° < 0, donc d’après la relation 
de Van ‘t Hoff, K° est une fonction décroissante de T. K° va 
donc diminuer et K°(410) < K°(400) soit K°(410) < 0,263. 
On a donc 

Q,; = 0,263 > K°(410) 


La réaction va donc évoluer dans le sens indirect. Ceci 
est conforme à la loi de Van *t Hoff : pour s'opposer à 
l'augmentation de température, le système évolue dans le 
sens endothermique, c’est-à-dire dans le sens indirect car 
elle est exothermique. 

Ceci est confirmé par le calcul de l’état final à 
410 K : K°(410) = 0,1878 et nr (C2H4) = 0,9175 mol, 
ne (H20) = 0,9175 mmol et n;(C2H60) = 0,0825 mmol. 





> Exercice 17.15. 


La loi de Van ‘t Hoff énoncée dans le paragraphe précédent est une loi 
de modération, qui peut être généralisée : le système évolue dans le 
sens qui tend à s'opposer à la modification aportée. Voici les princi- 
paux cas rencontrés. 


a) 


b 


TZ 


C) 


Une variation de température à pression constante provoque une 
variation de K° à Q, constant et le système évolue dans le sens 
endothermique si T augmente, dans le sens exothermique si T di- 


minue (loi de Van ‘t Hoff, voir paragraphe précédent). 


Une variation de pression à température constante provoque une 
variation de Q,; à K° constant et le système évolue dans le sens 
qui tend à diminuer le nombre de moles gazeuses si P augmente, 
dans le sens qui tend à augmenter le nombre de moles gazeuses si 
P diminue : c’est la loi de modération de Le Châtelier 


Il est aussi possible d'étudier l'effet d’un autre paramètre sur un 
équilibre chimique en étudiant mathématiquement la variation 
de Q, ou celle de K°(T) avec le paramètre modifié. On peut ainsi 
être amené à étudier le signe (voire la valeur) de la dérivée de Q, 
ou de K° par rapport à ce paramètre. 
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Exemple : 


Considérons l'équilibre en phase gazeuse 
2CO(g) + O2 (g) = 2CO: (9) 


Le système évolue à pression constante P et à température 
constante T fixées, elle est exothermique. Dressons le ta- 
bleau d'avancement pour des quantités initiales de réactifs 
dans les proportions stœchiométriques. 


mol || 2CO(g)+ | O,(g) = | 2CO, (g) gaz 





gel] 20 | 10 | 0 {| 20 
ee et à 0e 
final 1,0—Ër | 1,0—Er 2,0—&6r 


À l'équilibre, (Q;)eq = K°(T) (donnée de l’énoncé) donc 


2 
f P 2 0 
TE D 62—8n)P 
Ë = | = K°(D) soit LE 2 KT) 
C2) (Ep) PoNE 


Si on connaît les valeurs numériques de K(T) et de P, une 
résolution numérique de cette équation du troisième de- 
gré fournit l’unique solution acceptable &;, et on en déduit 
les quantités finales de chaque composé. Étudions deux 
déplacements d'équilibre. 

(a) Si on augmente la pression à T constante, K° ne varie 
pas et Q,; diminue car P figure au dénominateur dans l’ex- 
pression ci-dessus. Q, se trouve alors inférieur à K° et la 
réaction évolue dans le sens direct. 

(b) Si on augmente la température à P constante, Q, ne 
varie pas et K° diminue car la réaction est exothermique, 
donc A,H° < 0, donc K° est une fonction décroissante de 
T d’après la relation de Van ’t Hoff. Q, se trouve alors supé- 
rieur à K° et la réaction évolue dans le sens rétrograde. 








—> Exercices 17.16, 17.17, 17.18, 17.19, 17.20. 
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Énoncés des exercices 


Synthèse du soufre 


On donne : 


produit] S2@ | H0@ | HS@ | So 





CRAN RUEmOT || -2066 [208 | 206 [uns 


a) Écrire l'équation de la réaction de synthèse du soufre par action du dioxyde de 
soufre sur le sulfure d'hydrogène. 


b) Calculer son enthalpie stantdard de réaction A; H° à298K. 


Combustion de l’éthyne 


On considère la réaction de combustion de l’éthyne (ou acétylène), supposée totale : 
C2H2 (@) + 5/2 O2 @ — 2CO> @ + H 0 


dont l’enthalpie standard de réaction à 298 K vaut AFH° = -402 kJ-mol”!. Les capa- 
cités thermiques molaires à pression constante exprimées en J- K_l.mol ! sont 


L'enthalpie molaire de vaporisation de l’eau à 373 K est AvapH = 40,7 k: mol”!. La 
réaction se fait dans un réacteur adiabatique et à la pression constante de 1,0 bar, 
dans lequel on introduit les réactifs dans les proportions stæœchiométriques à 298 K. 
Déterminer la température finale T f du système. 


Vérification de l’approximation d’Ellingham 


On étudie la réaction de grillage suivante : 


3 
PbS(s) + 302 (g) = PbO(s) + SO: (g) 


PbS(s) | PbO(s) | O2(g) | SO2(g) 





on (298 K) (kJ-mol””) | —100,4 | —-217,4 —296,8 


CP 0-K_!-mol !) 49,5 45,8 | 29,4 | 39,9 


a) Calculer l’enthalpie standard de réaction à 298 K. 
b) Calculer l’enthalpie standard de réaction à 1 223 K et vérifier l’approxiamtion d’El- 


lingham (en l’absence de changement d’état, A;H° ne dépend pratiquement pas 
de la température) sur cet exemple. 


Détermination expérimentale d’une constante d'équilibre 


On introduit, dans une enceinte de volume V constant, ñn1 = 3,0 mol de H: et 
n2 = 1,0 mol de N> à la température fixée 200 °C. La réaction se fait en phase ga- 
zeuse et conduit à la formation de l’ammoniac. Quand l'équilibre est atteint, on me- 
sure P = 1,0 bar et on constate que le mélange contient 15,3 % de NH: en volume. 
On donne R = 8,314 J- K-l-mol !. Calculer V et la constante d'équilibre K(200 °C). 
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17.6 


17.7 


17.8 


Action de l’eau sur le monoxyde de carbone 


On considère la réaction en phase gazeuse 
CO(g) + H20(g) = H2(g) + CO2(g) 


On mesure la constante d'équilibre pour deux températures distinctes 
K® (1 000 °C) = 0,67 et Kÿ,(1 273 °C) = 1,24. On donne R = 8,314 J-K_!-mol |. 
Calculer A; H° pour cette réaction et commenter son signe. 


Dismutation de l’oxyde de cuivre (II) 


On considère la réaction de réduction de dismutation : 
4 CuO(s) = 2 Cu2O(s) + O2(g) 
À l'équilibre, on mesure les pressions gazeuses à deux températures distinctes : 


(T1 = 1223 K, P1 = 4 660 Pa) 
(T2 = 1323 K, P;: = 29 610 Pa) 


On suppose que A;H° et A;S0 ne dépendent pas de la température et on donne 
R=8,314J-K-l.mol !. Calculer A;H° et A,S0. 


Aspect thermodynamique de l’autoprotolyse de l’eau 


On relève le pH de l’eau pure à différentes températures : 


8 (°C) 0 18 25 50 100 
pH 7,47 | 7,12 | 7,00 | 6,63 | 6,12 


a) Calculer A;H° et A,S° de la réaction d’autoprotolyse de l’eau. 


b) Pourquoi mélanger de l’acide chlorhydrique et de la soude concentrés nécessite 
beaucoup de précautions expérimentales ? 


Dissolution du sulfure de cobalt 


Le sulfure de cobalt CoS forme un précipité solide. On donne : 
Ks(CoS) = 107204, pKa(H2S/HS-)=7,0, pKa2(HS /S27) = 13,0 
a) Calculer la solubilité de CoS(s) dans l’acide chlorhydrique de concentration 


co = 0,05 mol-L”!. 


b) Calculer la solubilité de CoS(s) dans un mélange d'acide chlorhydrique de 
concentration cp = 0,05 mol-L-l et de sulfure d'hydrogène HS de même concen- 
tration cp = 0,05 mol-L-|. 


© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit. 


Thermochimie Chapitre 17 


Formation du tartre 


Dans la cavité bucale, la salive contient des ions calcium Ca2* à la concentra- 
tion [Ca?*] = 3-1072 mol-L-!. Le pH de la salive vaut pH = 6,75. La pression par- 
tielle moyenne du gaz carbonique dans l’haleine est Pco, = 4,0 kPa qui donne, 
par équilibre des phases gazeuse et aqueuse une concentration dans la salive 
[CO2(aql = 2,0: 107$ mol-L_!. Le dioxyde de carbone participe aux équilibres sui- 
vants : 

-_acido-basique : pKa (CO2(ag)/HCO3) = 6,4, pKa2 (HCO; /COS) = 10,3 ; 

* précipitation sous forme de tartre (carbonate de calcium) CaCO3çs avec 
K, = 10784, 

a) Montrer que le tartre se forme naturellement sur les dents. 


b) Pourquoi ce phénomène est-il plus marqué chez les fumeurs ? 


Médiamutation du manganèse 


On donne les potentiels standards : 


E\(MnOy (ag)/MnO; (s)) = 1,70 V 
ES (MnO;(s)/Mn?+ (aq)) = 1,23 V 


et la masse molaire Mn = 54,9 g- mol”!. 


a) Écrire la réaction de médiamutation (inverse de dismutation) de MnO2 observée 
à pH=0 et calculer sa constante d'équilibre. 
b) Déterminer la valeur du potentiel standard à (MnO; / Mn?+). 


c) On mélange V1 = 10,0 mL de solution de sulfate de manganèse et V2 = 10 mL de 
solution de permanganate de potassium toutes deux à c1 = c2 = 0,100 mol-L-!. 
Déterminer la masse de solide formé. 


Quantités résiduelles dans une pile 


On donne les potentiels standard : EQ (Zn?* /Zn) = -0,76 Vet É2 (Ag*/Ag) = +0,80 V. 
On considère la pile schématisée par 


Ag | Ag*(o 11 Zn*(c') | Zn 


avec c = 0,18 mol-L-l et c/ = 0,30 mol-L-!. Le compartiment de gauche a un vo- 
lume V = 100 mL, celui de droite V/ = 250 mL. 


a) Déterminer la force électromotrice de cette pile ; écrire la réaction de fonctionne- 
ment. 


b) Déterminer la composition de la pile lorsqu'elle ne fonctionne plus. 


Rétrodismutation 


On met en présence, dans 1,0 L d’eau pure, 0,10 mol de Cu(NO3)2 (sel soluble), 
0,30 mol de NaC£ (sel soluble) et 0,10 mol de cuivre solide Cu(s). On donne 
pKs(CuC{(s)) = 7,0 et les potentiels : EV(Cu?*/Cu*) = 0,16 V et Ef(Cu*/Cu(s)) = 
0,52 V. 


a) Écrire la réaction (dite de rétrodismutation) se produisant quand les trois espèces 
sont mises en présence. 


b) Calculer sa constante d'équilibre. 


c) Calculer le potentiel de Nernst à l'équilibre. 
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Carbonates 


Le carbonate de calcium et le carbonate de magnésium se décomposent selon les 
réactions jumelles : 
CaCO3(s) = CaO(s) + CO(g) 
MgCO3(s) = MgO(s) + CO)(g) 
Les constantes d'équilibre à 820 °C sont respectivement Ke. = Ki = 0,20 et 
KMg = K2 = 0,40. Dans un cylindre de très grand volume, on introduit 1,0 mol de 


CaCO3(s), 1,0 mol de MgCO;(s) et 3,0 mol de CO. On ferme par un piston, et on di- 
minue progressivement le volume en appuyant sur le piston, en maintenant la tem- 
pérature constante à 820 °C. Tracer la courbe d'évolution de la pression P dans le 
cylindre en fonction du volume V, en supposant les volumes des phases solides né- 
gligeables devant ceux de la phase gazeuse. 


Équilibre de Boudouard 


On étudie la réaction suivante à 819 K : 
C(s) + CO2(g) = 2CO(g) 


On donne K° (819 K) = 1,32: 1072, Dans un récipient de volume V = 22,4 L, on intro- 
duit 0,1 mol de carbone solide et 1 mol de dioxyde de carbone à 819 K. 


a) Calculer la composition du système et la pression à l'équilibre. 


b) Pour quel volume la phase solide disparaît-elle à 819 K ? 


Dismutation de l’oxyde de cuivre (1) 


On considère la réaction de dismutation : 
4 CuO(s) = 2 Cu2O(s) + O2(g) 


À l'équilibre, on mesure les pressions gazeuses à deux températures distinctes : (T1 = 
1 223 K, P1 = 4 660 Pa) et (T2 = 1 323 K, P> = 29 610 Pa). On suppose que A-H° et A,S0 
ne dépendent pas de la température et on donne R = 8,314 J-K-l:mol-!. 


a) Calculer ArH° et AS. 


b) Dans un récipient de volume V = 10,0 L, à T = 1 273 K, on introduit 0, 100 mol de 
CuO, 0,010 mol de Cu20 et 0,010 mol de dioxygène. Calculer la composition du 
système à l'équilibre. 

c) À partir de l’équilibre obtenu, on fait varier T de ÔT = +1 K, tous les autres para- 
mètres étant maintenus constants. Comment évolue le système ? 


Déplacement d'équilibre par ajout d’un composé inerte 


On considère la réaction de dismutation : 
2 NaHCO3(s) = Na2CO3(s) + CO2 (9 + H0( 


La réaction a lieu dans une enceinte de volume V = 50 L qui contient initialement 
n = 2,0 mol de NaHCO3 (s) (la pression initiale est donc nulle). 


a) À 47°C, la pression d'équilibre vaut 0,033 bar. Calculer K°(47 °C). 
b) À 77°C, la pression d'équilibre vaut 0,265 bar. Calculer A-H° et AS. 
c) Donner l’état final à 107 °C. 


d) On ajoute du diazote dans l’enceinte. Que se passe-t-il ? 
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Déplacement d'équilibre par changement de pression 


Écrire la réaction de combustion du méthane puis celle de l’éthane dans le dioxy- 
gène. Ces réactions sont de constante d'équilibre très grande devant 1. Comment 
évolue, dans chaque cas, l’équilibre si on augmente, toutes choses égales par ailleurs, 
la pression ? 


Déplacement d'équilibre par dilution 


Le pKa de l'acide éthanoïque vaut 4,8. Dans cet exercice, on négligera l’autropro- 
tolyse de l’eau, c’est-à-dire qu’on négligera la quantité de H30* apportée par cette 
réaction devant celle apportée par la dissociation de l'acide éthanoïque. 


a) Écrire la réaction d’équilibre de cet acide en solution aqueuse. 


b) Calculer le pH etles concentrations des différents solutés pour une concentration 
introduite co = 1,0-107% mol-L-!. 


c) On dilue la solution, c’est-à-dire qu’on ajoute du solvant H20. Comment la réac- 
tion évolue-t-elle ? 


d) Justifier qu’on dise qu’un acide faible très dilué se comporte comme un acide fort. 


Déplacement d'équilibre par ajout de gaz 


a) Écrire la réaction de synthèse de l’ammoniac à partir du diazote et du dihydro- 
gène, tous trois en phase gazeuse. 


b) Dans une enceinte se trouvent les quantités respectives a, b et c moles de N>, H2 
et NH3 correspondant à une situation d'équilibre. La température reste constante 
dans tout l'exercice. 


i) Quelle relation peut-on écrire entre a, bet c ? 


ii) En conservant la pression totale constante, on introduit une petite quantité 
de NH3. Comment l'équilibre évolue-t-il ? 


iii) En conservant la pression totale constante, on introduit une petite quantité 
de H2. Comment l'équilibre évolue-t-il ? 


iv) En conservant la pression totale constante, on introduit une petite quantité 
de N>. Peut-on savoir comment l'équilibre évolue ? 


v) En conservant la pression totale constante, on introduit une petite quantité 
d'hélium He. Comment l'équilibre évolue-t-il ? 


553 


Chapitre 17 Thermochimie 


554 


Déchloration du pentachlorure de phosphore 


On étudie la réaction 


PCt5(g) = PCl3(g) + Cl(g) 
PCés(g) | PCl3(g) | Cl(g) 





nu (KkJ-mol 1) | -374,9 | -287,0 0 
S%, U-K-mol !) | 364,5 311 223 
a) Calculer K°(500 K). 


b) Sous P = 3,0 bar, on mélange 0,15 mol de PC£5 (g), 0,40 mol de PC£3 (g) et 0,10 mol 
de Cl (g). 


i) Dans quel sens évolue le système ? 
ii) Déterminer la composition à l’équilibre. 
c) À partir d’un équilibre, comment évolue le système si : 
i)  onaugmenteT à P constante ? 
ii) on augmente P à T constante ? 
iii) on augmente T à V constante ? 
iv) onintroduit, à T et P constantes, 
i. du pentachlorure de phosphore ? 
ii. dutrichlorure de phosphore ? 
ii. du dichlore ? 


iv. del’hélium ? 
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Du mal à démarrer 


On utilise la loi de Hess après avoir équilibré la réaction. 


On dresse le tableau d'avancement avec des quantités ini- 


tiales ñn et 2,5n d’éthyne et de dioxygène. L'eau étant à l’état li- 
quide à 298 K et certainement à l’état vapeur à la température 
de flamme, il faut décomposer la transformation adiabatique et 
isobare (donc isenthalpique) en prenant en compte la réaction, 
l’échauffement de l’eau liquide jusqu’à 373,15 K, sa vaporisation 
isobare à cette température, son échauffement final de 373,15 K à 
Tr et l’échauffement du dioxyde de carbone. 


En imaginant deux chemins distincts pour la transforma- 


tion menant, à pression standard, des réactifs à 298 K aux pro- 
duits à 1 223 K, on peut déterminer A/H0( 223 K) connaissant 
A-H0(298 K) et les capacités thermiques. 


Le tableau d'avancement permet d’exprimer le pourcentage 


molaire (donc volumique) en ammoniac gazeux et de calculer 
l’avancement à l'équilibre. La loi des gaz parfaits donne V et la 
loi d'action de masse donne K. 


L'intégration de la relation de Van ’t Hoff entre les deux tem- 
pératures permet le calcul de A;H°. 


La définition du quotient de réaction permet de calculer la 


constante d'équilibre à partir de la pression d’équilibre. On en dé- 
duit les enthalpies libres standard aux deux températures, d’où un 
système de deux équations à deux inconnues A-H° et A,S0. 


Grâce à un tableau d'avancement, on obtient K, = 1072PH, 


On en déduit A;G0 aux différentes températures puis AH° et 
ArS° grâce à un graphe ou à une régression linéaire. 


Le sulfure S2— libéré par dissolution du CoS(s) est trans- 


formé en H2S par les deux réactions acido-basiques successives 
en présence de H30*. On en déduit la réaction chimique bilan, on 
calcule sa constante d'équilibre en combinant les trois constantes 
données par l'énoncé. Le tableau d'avancement est dressé en écri- 
vant que la solubilité est la concentration de sel introduite condui- 
sant, à l’équilibre, à un unique cristal résiduel. 


Il faut vérifier que le quotient de réaction est supérieur à la 


constante de l’équilibre de précipitation du tartre. 


La réaction de médiamutation est la combinaison linéaire 
des deux demi-équations rédox, traduisant la réduction de MnOy 
et l'oxydation de Mn2* en MnO». On peut calculer sa constante 
d'équilibre par identification des potentiels de Nernst des deux 
couples. La demi-équation du couple MnO; /Mn?* est elle aussi 
une combinaison linéaire des deux demi-équations et on en déduit 
EQ en utilisant la méthode décrite dans le cours. 


La force électromotrice de la pile est égale à la différence 


entre les potentiels de Nernst des deux couples. On dresse ensuite 
un tableau d'avancement et on écrit qu’à l'équilibre, les deux po- 
tentiels doivent être égaux. On en déduit l’avancement final. 
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La réaction cherchée est la combinaison linéaire de la ré- 


action de rétrodismutation produisant 2Cu* et de la réaction de 
précipitation de cet ion avec le chlorure. On calcule la constante 
de l’équilibre en combinant les constantes des deux équilibres ; 
celle de rétrodismutation peut être obtenue à partir de l'égalité 
des potentiels de Nernst à l'équilibre. 


Les deux équilibres ne peuvent être réalisés simultanément. 


Il y a donc 5 étapes disctinctes, 2 pendant lesquelles l’un des équi- 
libres est réalisé et où on a présence simultanée du carbonate et 
de l’oxyde, et 3 pendant lesquelles on a disparition complète des 
deux carbonates, de l’un seulement et de l’autre oxyde, ou des 
deux oxydes. La loi des gaz parfaits permet à chaque fois de déter- 
miner l’évolution de la pression en fonction du volume. 


Le volume étant fixé, la loi des gaz parfaits permet d’expri- 


mer la pression dans le quotient de réaction. Le tableau d’avan- 
cement et la loi d’action de masse conduisent à une équation du 
second degré dont on déduit l’avancement à l'équilibre. 


L'utilisation des données à deux températures distinctes 


conduit à un système de deux équations en AFH° et A;S0. On 
en déduit ces deux grandeurs, puis A-G0 et K0 à 1 273 K. Le ta- 
bleau d'avancement et la loi d’action de masse permettent d'écrire 
ensuite l’équation vérifiée par l'avancement à l'équilibre. 


La constante d'équilibre à 380 K se calcule par les méthodes 


habituelles de thermochimie vues dans les exercices précédents. 
On utilise ensuite la loi des gaz parfaits pour déterminer les quan- 
tités à l’équilibre et l’effet d’un ajout de gaz inerte. 


On dresse le tableau d'avancement et on exprime le quo- 
tient de réaction à l'équilibre en fonction de l'avancement final & ; 


et de la pression P. À l'équilibre, Q; = K°. On en déduit la relation 
entre ëf et P et on observe l’effet d’une variation de P sur ëf en 
raisonnant sur les croissances ou décroissances des fonctions. 


On dresse un tableau d'avancement en concentrations et 


on écrit la loi d'action de masse pour calculer le PH à l’équilibre. 
L'étude du déplacement d'équilibre par dilution nécessite d’écrire 
le quotient de réaction en revenant aux quantités de matière et en 
notant V le volume de la solution, égal au volume du solvant eau. 


Après avoir exprimé le quotient de réaction Q; en fonction 


des quantités a, b et c, on étudie le sens de variation de Q; (ce qui 
nécessite parfois un calcul de dérivée) par rapport à chaque para- 
mètre. On en déduit si l’ajout d’une espèce augmente ou diminue 
Qr et dans quel sens la réaction évolue. 


Le calcul de l’état final ne pose pas de difficulté particulière. 


L'étude des déplacements d'équilibre utilise les méthodes habi- 
tuelles d'étude de variation de K0(T) (grâce à la relation de Van ’t 
Hoff) et de Q; (par étude de sens de variation et éventuel calcul 
de dérivée par rapport au paramètre étudié). Dans chaque cas, K0 
ou Q- évolue, on en déduit par comparaison le sens d’évolution de 
la réaction. 
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Corrigés des exercices 


a) On équilibre la réaction : 
SO2 (g) + 2H2S(g) = 3$S(€) + 2H20(g) 
b) Par application de la loi de Hess : 
AFH° = 3A FH°(8(€)) + 2A FH°(H20(g)) 
—A FH° (802 (9) —2A FH°(H2S(g) 


soit A;H0 =3-11,8+2-(-—241,8) 
(—298,8) — 2: (20,6) = —-108,2 kJ-mol”_! 





Notons ñn la quantité de matière d’éthyne introduite et dres- 
sons le tableau d'avancement de la réaction. 


C2H(g)+ | 5/20: (g) — 


2CO2(g)+ | H0(g) 






ma on [ 25 | 0 | 0 
der] ne [25-25 ë 
ëF=An 0 0 2n n 


Selon la méthode présentée dans le cours, on décompose la 
transformation. 
+ Combustion du mélange à la température To = 298 K : 
AH = ép-ArH° = n-(-402-10 J) 
+ Échauffement isobare du mélange final de To = 298 K à 


Te = 373 K (température de début de vaporisation de l’eau 
sous 1,0 bar), eau liquide : 


AH) = |2n CV,» (CO2(9) + n° CÙ, m (H20(0)) | (Te — To) 
+ Vaporisation isobare de l’eau liquide à 373 K : 
AH3 = n° AvapH 
+ Échauffement isobare du mélange final de Te = 373 K (tem- 


pérature de fin de vaporisation de l’eau sous 1,0 bar) à Tr, 
eau vapeur : 


AH4 = 21 CŸ, m (CO2 (9) + #-CÙ, m (H20(@) (Tr Te) 


La réaction d’oxydation est adiabatique et isobare donc 
AH = 0 et H est une fonction d’état donc 


AH; + AH + AH3 + AH4 = 0 
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soit, après simplification par ñ 
402-109 +2 x 37,1 (Tr — 298) + 75,5: (373 — 298) 


+40,7- 105 +33,6(Tr —-373) =0 
donc Tr = 3 620K 


a) Par application de la loi de Hess 


AFH° = A FH°(PbO(s)) + A FH°(SO2 (8) 


3 
- A FH°(PbS(S) — > A H°(02(8) 


L'enthalpie de formation absente du tableau vaut 0 car 
O2 (g) est un corps simple dans l’état standard. On en dé- 
duit 

A,H0(298 K) = —-413,8 kJ-mol 


b) Imaginons une transformation à la pression PV, dont l'état 
initial est formé par les réactifs en proportions stœchiomé- 
triques à 298 K et l’état final par les produits à 1 223 K. No- 
tons AH la variation d’enthalpie associée. H étant une fonc- 
tion d'état, sa variation ne dépend pas du chemin suivi. On 


peut la décomposer de deux manières différentes. 


TZ 


i) On effectue d’abord la réaction chimique à 298 K puis 
l’'échauffement des produits de 298 K à 1 223 K. En par- 
tant de 1,0 mol de Pb(s) et 1,5 mol de O2 (g) : 


AH = 1,0-A-H0(298 K) 


+(1,0C2 (PbO)+, 0CL (SO2))(1 223 — 298) 


ii) On effectue d'abord l’échauffement des réactifs de 
298 K à 1 223 K puis la réaction chimique à 1 223 K. 
En partant de 1,0 mol de Pb(s) et 1,5 mol de O2 (g) : 


AH = (1,0C$ (PbS) + 1,5C? (02))(1 223 — 298) 


+1,0- A7 H0(1 223 K) 
En identifiant les deux expressions, on en déduit que 
85,7 x 925 + A, H0(1 223 K) = A; H0(298 K) + 93,6 x 925 


donc A-H0(1 223 K) = —406,5 kJ:mol”! 


L'écart est donc très faible entre les enthalpies standard 
aux deux températures, malgré leur très grande différence, 
925 K. L'approximation d’Ellingham est donc bien jus- 
tifiée. Remarquons qu'elle est liée à la très faible diffé- 
rence relative entre les capacités thermiques des réactifs 
(93,6 J-K-1) et des produits (85,7 J-K-b. 


© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit. 


Écrivons la réaction chimique et dressons le tableau d’avance- 
ment en faisant apparaître le nombre de moles gazeuses dans 
le système. 


_mol 


N2 eu 


3H2 2 





Dans l’état d'équilibre, la loi des gaz parfaits s'écrit 





V = (4-2ER)RT 


Il y a 15,3 % d’ammoniac en volume, c’est donc aussi le pour- 
centage molaire : 


2 
e donc ëp = 0,2654 mol 
—é6FE 





0,153 = 
4 


On en déduit que 


4-—2ER)RT 
V= LT 2 0,1365 m° 


La constante d'équilibre est, par définition : 


2 
K° (200 °C) = Ce) - _ (2) 


Pa |. (PH 9 PATTES Do 
(#) (5) (= LE) (£ Æ) 








Par intégration de la relation de Van ‘t Hoff (en supposant 
AFH° indépendant de la température selon l’approximation 
d’Ellingham) : 





K0(1546K) AH | 1 1 | 
K0(1 273 K) L R 1546 1273 
1 546: 1 273 1,24 = 
donc A,H° = R————— ]n — = 4,44 kJ:mol 1 
1546-1273 0,67 


La réaction est donc endothermique, K° est une fonction 
croissante de la température. 


La constante d'équilibre est égale au quotient réactionnel à 
l'équilibre : 
Po, 





PILE P 
7 1 po 


car le dioxygène est le seul gaz présent dans l’enceinte. On en 
déduit les valeurs des constantes d’équilibres aux deux tempé- 
ratures données, en prenant P0 = 1 bar = 10° Pa : 


KT) = 2 = K(M)= 22 = 
( 1) = 2o = 0,0466 et ( eg D e20l 





Thermochimie Chapitre 17 


On en déduit les valeurs des enthalpies libres de réaction : 


AG =-RT;nK0(T;)=31177J-mol ! 
A7G9 = -RT2InK0(T2) = 13 387 J-mol ! 


On en déduit le système 


A7G9 = A,-H°-T;A,S0  . AH = 248,75 kJ-mol”! 
ArG$ = ArH°-T2ArS0 ArS0=177,9J.K-mol ! 
a) La réaction d’autoprotolyse de l’eau s'écrit 


2H20 = H30* (aq) + HOT (aq) 
Dressons le tableau d'avancement en concentrations 
H30* (aq) 


Lsonant 5 | 
Cast > 


solvant 












mol-L-1 
initial 





XF 


À l'équilibre, le quotient de réaction est égal à l’avance- 
ment donc 


2 
Ke = [H3O*]IHO] = x? = [pro-P#] = 10 2PH 


On en déduit les valeurs de K, aux différentes tempéra- 
tures. De plus 


eu 


Ar 
K°(T)=e- "#7 donc A,;G0 =-RTInK0(T)=-RTInK,(T) 


On déduit de ces résultats le tableau de valeurs de AG? en 
fonction de la température 


298,15 


1 5,495-107 14 





Pour vérifier la relation 


A7 G0(T) = AFH0 -TA,S0 


et calculer les valeurs des deux constantes, on peut tracer 
le graphe de AG en fonction de T et vérifier l'alignement 
des cinq points, ou effectuer une régression linéaire à la 
calculatrice. Avec cette seconde méthode, on obtient un 
coefficient de régression linéaire r = 0,996 qui valide la re- 
lation, et 
ArH°=51,9 kJ-mol ! 
A7S2=94,5J.K-l.mol ! 
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b) La réaction s'écrit 
H30* (aq) + CE" (aq) + HOT (aq) + Na” (aq) = 


2H20 + C£T (aq) + Na* (aq) 


Cette réaction possède une constante d'équilibre a 


grande devant 1, elle est donc quantitative, et son enthal- 
pie de réaction est opposée à celle de l’autoprotolyse de 
l’eau, elle est donc négative, et la réaction est exother- 
mique, le mélange chauffe donc beaucoup, ce qui est po- 
tentiellement dangereux avec des produits aussi agressifs. 
Remarquons que si on introduit l'acide chlorhydrique et la 
soude en quantités de matière rigoureusement égales, on 
n’a plus dans le bécher que de l’eau salée chaude. 


La réaction de dissolution du sulfure de cobalt dans l’eau 
s'écrit 

CoS(s) = Co?* (aq) + S2— (aq) 
Dans l’acide chlorhydrique, en présence d’un excès d'ions 
H30*, les ions sulfure sont consommés par les réactions aci- 
dobasiques successives 


S2— (aq) + H30* (aq) = HS (aq) + H20 
HS” (aq) + H30* (aq) = H2S(aq) + H20 


Le pH restant vraisemblablement acide (inférieur à 7), c’est 
bien la forme HS(aq) qui sera presque totalement majori- 
taire, d’après le diagramme de prédominance : 


= 





7 13 pH 
- 
| | 


HS HS. s2- 


La réaction de dissolution est donc favorisée par déplacement 
d'équilibre et la réaction bilan s'écrit 


CoS(s) + 2H30* (aq) = Co?* (aq) + H2S(aq) + 2H20 


Calculons sa constante d'équilibre : 





ü [H30+]2 
L [HS°] [HS] 
tK= [Co IT 
soi [Co®"TIS" ] [S2-][H30*] [HS-][H30+]2 
doncK= —— 1070 = 0,398 
A1 Ka2 


a) Notons s la solubilité, c’est-à-dire la concentration intro- 
duite en CoS(aq) jusqu’à apparition du premier cristal non 
dissout (€ = 0). Voici le tableau d'avancement : 
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À l'équilibre, Q; = K donc 


2 
S 
— = 0,398 soit ——— = /0,398 
(0,05 — 25)2 0,05-—25 
d 0,050,398 
OS ——— 
1+2,0,398 


soit s = 14-107 mol-L_! 


b) Le nouveau tableau d'avancement est le suivant : 









mol-L=} 
initial 


CoS(s)+ 2H20 
solvant 
solvant 


solvant 













Xf =$ 0,05—25 
À l'équilibre, Q; = K donc 

s'(0,05+ s/) 
(0,05-—25)2 


= 0,398 


soit 0,592s/? —0,1296s/ + 9,95: 1074 = 0 
Cette équation du second degré possède deux solutions 
[208 —3 —1 1 —1 
S =8,0:10 * mol:L ous =0,01444 mol:L 


La seconde solution est rejetée car elle rendrait né- 
gative la concentration finale en H30*(aq), donc 
s'=8,0;10 mob L !, 


La réaction de dissolution du tartre est 


TZ 


a 
CaCO3(s) = Ca?* (aq) + COËT (aq) 
Le quotient de réaction vaut 
Q= IC"): 16027] 


Dans la salive, [Ca2*] = 3-1072 mol:L-!. On déduit (oise 
de [CO: (aq)] grâce aux constantes d’acidité : 


[HCO; ]1H30*] (COS"11H30*] 
[CO2(aq)l [HCO; 1] 
done 1c02-] = KalKazlCO2 (aq)! 


(H30+]? 
Or [H30*] = 107PH 2 1,778-1077 mol-L-! donc 


[COS] = 1,262-1076 mol-L-! 
On en déduit 
Q; = 3,786: 1078 avec K, = 10784 = 3,98.107° 


donc Q; > K, donc la réaction évolue dans le sens de la 
précipitation et il y a formation de tartre. 
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b) Chez les fumeurs, la pression partielle en dioxyde de car- 
bone dans l’haleine augmente donc Pco, augmente et 
l'équilibre 

CO: (g) = CO: (aq) 
est donc déplacé dans le sens direct, la concentration 
[CO2 (aq)] augmente ainsi que Q- et le tartre se forme d’au- 
tant plus. 


Le’ 


a) Les demi-équations rédox associées aux deux couples sont 


respectivement 


CL) MnO, (aq) + 4H (aq) + 3e = MnO;(s) + 2H20 
(2) : MnO(s) +4H* (aq) + 2e = Mn?* (aq) +2H20 


Les formules de Nernst associées s’écrivent 


0,059 7 [MnO4 1H*)4 
OR 


E=1,70+ 
_ 0,059 [H+]4 
E=1,23+ 2 lo Mr] 


À pH=0, il y a donc schématiquement prédominance de 
MnO, à potentiel nettement supérieur à 1,70 V, de Mn?*+ 
à potentiel nettement inférieur à 1,23 V et de MnO» entre 
ces deux valeurs (les frontières exactes dépendent de la 
concentration totale de manganèse). 


E (V} 

MnO " 
1,70 

Mn0 , 
1,23 

Ma * 





Les domaines de prédominance des deux espèces ioniques 
sont disjointes, elles ne peuvent pas coexister et réagissent 
pour former MnO; selon la réaction de médiamutation. 
On l'équilibre en multipliant la demi-équation rédox (1) 
par2 et la (2) par3 : 


2MnO, (aq) + 3Mn°* (aq) + 2H20 = 5MnO2(s) + 4H* (aq) 


À l'équilibre, il y a égalité des potentiels de Nernst des deux 
couples donc 


0,059. [MnO; 1H] 0,059 [H*]4 
1,70 + og #2 = 1,23 + og —— 
[Mn2+] 
. 0,059 (H+}l2 1 
soit 1,70 — 1,23 = 2 10g > ; 
6 [Mn2+ [MnO, J2[H+]8 
H*14 6(1,70-1,23) 
donc K= _ =10 006% = 10478 


(Mn2+}$ [MnO, 12 


La réaction est effectivement quantitative. 
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b) La demi-équation rédox est elle aussi une combinaison li- 
néaire des deux demi-équations précédentes, mais au lieu 
d'éliminer les électrons, on élimine cette fois-ci l'espèce 
MnO>. On somme donc les demi-équations et on obtient 


(3) MnO; +8H* (aq) + 5e = Mn°* +4H20 


L'enthalpie libre standard de réaction est donc la somme 
des deux 
A7 G° = A7G9+A,G2 


soit -5#ES = -3FE0 -2FE0 


0 0 
3E; +2E, 


donc = =1,51V 


On peut retrouver ce résultat sans utilisation des lois de 
la thermochimie (comme on l'aurait établi en première 
année) : la formule de Nernst pour la demi-équation (3) 
s'écrit 


0 0,059  [IMnO;JIH*]8 
E= Es + —— 108 — 
[Mn2+] 
On peut écrire 
UT [A [MnO;11H+14 [+4 
08 ——— = ——— +108 —— 
87 [Mn2+] $TMn°+] 
5Œ-ES) 3(E-E) 2Œ-E) 
SO ——— = ——— + ———— 
0,059 0,059 0,059 
3E0 + 2E0 
donc EQ = 12 1,51 V 


c) La réaction étant quantitative, l'avancement final est égal 
à l'avancement maximal 













2Mn0O, (aq)+ 5MnO» (s)++ 


EE A D EE 


4H* (aq) 






La masse de solide formé est donc 


m(MnO)) = 1,667: 10 ©: (54,9+2 x 16) = 0,145 g 


a) Les deux demi-équations sont 
Zn =Zn?*+2e et AgŸ+e =Ag 


Par application de la formule de Nernst aux deux demi- 
piles : 


Ezn = -0,76+0,03log[Zn?*] = —-0,78 V 
Eag = 0,80 + 0,06log[Ag*] = 0,755 V 


La force électromotrice de la pile est donc 


E= Eag —E7n = 1,53 V 
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b) Écrivons l'équation bilan de la réaction d’oxydoréduction 
et dressons le tableau d'avancement en quantités de ma- 
tière. 


mmol || Zn(s)+ | 2Ag*(aq) = | Zn?2*(aqg)+ | 2Ag 
initial [excès | cV=18 | 0V=75 |exxs 
date ff encès | 182 cxces 


ëf excès 18-26 75+8f excès 






À l'équilibre, Eag = Ezn donc 


75-107%+E; 18-107 —2E 
—0,76+0,08108 —— = 0,80+0,06108 —" 
103 2 
; (18-107 —26;)"V 0,80+0,76 
soit log = -——— --52 


V2(75:10-3 +6) _ 0,03 


La fraction est donc presque nulle. On en déduit que 
&f=9mmol donc nag+ =0mmol, n,,2+ = 83 mmol et 


{Zn2*] = 0,33 mol:L-1. 


TZ 


a) L'ion Cu* est oxydant et réducteur : 


Cu*+e” =Cuet Cu* =Cu2*+e- 


Les réactions de dismutation et de rétrodismutation 
s'écrivent donc respectivement 


2Cu* = Cu+Cu?* et (R) : Cu+Cu2* =2Cu* 


L'ion Cu* forme un précipité avec l'ion C£ selon la réac- 
tion 

(P) : Cu* +C£7 = CuC£ 
donc la réaction de rétrodismutation est favorisée par dé- 
placement d'équilibre. L'équation bilan de la réaction est 
donc 


(RD) Cu(s) + Cu?* (aq) +2C£€ (aq) = 2CuC{(s) 


b 


TZ 


Calculons d’abord la constante d'équilibre de la réaction 
(R). Par application de la formule de Nernst, à l'équilibre 
rédox : 











0,52 + 0,06log[Cu*] = 0,16+0,061 [Cu?*1 
; ; O u |=U, , O 
8 8 [Cu*] 
Cu*12 0.160,52 
doseke UT 000 = 10-65 


[Cu2+] 


De plus, à l'équilibre de la réaction de précipitation- 
dissolution, Ks = [Cu*][C£"]. On en déduit la constante 
d'équilibre de la réaction (RD) : 


 - 1 . [Cu*}2 _ KR _ 08 
7 [Cu] [Cu*lCu ICE KR 
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c) 


Remarquons que cette valeur est assez imprécise car le 
coefficient 0,06 est une valeur approchée. Le calcul exact 
donne Kpp = 8,14-10/. 


La réaction peut être considérée comme totale car 
Krp > 104. Dressons le tableau d'avancement : 









Cu?+ (ag)+ 










mol 2C£7 (aq) = 2CuC£(s) 
Dont co | 5% | 


Donef 00e | 030-x | 
€ € 





On en déduit que [C£7] = 0,10 mol-L-l, On en déduit la 
concentration [Cu*] grâce au Ks : 


K 
Ks = [Cu*][C£"] donc [Cu*] = PE =1,0-10 6 mol-L_! 


d’où le potentiel à l'équilibre : 


E = E((Cu* /Cu)) = 0,52 + 0,06log[Cu*] = 0,16 V 


Le dioxyde de carbone étant la seule espèce gazeuse présente, 
l'équilibre pour chaque réaction chimique est réalisé lorsque, 
respectivement 


pK soit P = 20 kPa 


po = K2 soit P = 40 kPa 


La pression ne pouvant pas être égale simultanément à ces 
deux valeurs, les deux équilibres ne peuvent être simultané- 
ment réalisés. Le volume initial étant très grand, la pression 
initiale est très faible, donc le quotient de réaction initial est 
inférieur à K, et à K>, les deux réactions évoluent donc dans 


le sens direct jusqu’à disparition totale des deux réactifs. On 


a donc 5,0 mol de CO2(g) dans l’enceinte de volume V. Par 
application de la loi des gaz parfaits 


5RT  45,4-10° 
PV =5RT donc P = —— = ——— 
V V 


Lorsque V diminue, P augmente jusqu’à atteindre P, = 20 kPa 
pour 


__45,4-10$ 


8 
Vie 5 57m 
17 20.108 


À partir de cette valeur, l'équilibre (1) est réalisé, le carbonate 


de calcium ne se dissocie pas totalement, il y a coexistence de 
CaCO: (s), CaO(s) et CO: (g). La pression reste donc constante 
égale à 


P1 = K1P0 = 20 kPa 


donc #(CO> (@) = LLŸ 2 2,20.v 
28 7 RT —' ES 
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Pour V = Vi = 2,27 m, on retrouve nj = 5,0 mol qui corres- 
pond à la quantité initiale augmentée des deux moles libé- 
rées par les deux carbonates. Cette quantité diminue réguliè- 
rement et atteint n = 4,0 mol pour 


! 4 3 
V=Vi=——=1,82m 
2,20 

Lorsque le volume diminue à partir de cette valeur, il faut dé- 
terminer si c’est la pression qui augmente ou la quantité de 
gaz qui diminue. Raisonnons par l’absurde et supposons que 
n(CO: (g)) diminue. La pression variant continûment, elle est 
supérieure ou égale à 20 kPa et provisoirement strictement in- 
férieure à 40 kPa. L'équilibre 2 n’est donc pas réalisé, le carbo- 
nate de magnésium est totalement dissocié en libérant 1 mol 
de CO: (g) à laquelle s'ajoutent les 3 molinitiales ; n(CO2 (g)) 
est donc supérieure ou égale à 4 mol, et ne peut donc pas dimi- 
nuer. C’est donc la pression qui augmente et prend une valeur 
comprise strictement entre 20 kPa et 40 kPa. Aucun des deux 
équilibres n’est donc réalisé, 


P 
Qr1 = Qr2 = nu Ki < Qr< ko 
Il y a donc disparition complète de CaO(s) et de MgCO:(s), et 
n(CO» (g)) = 4,0 mol. La loi des gaz parfaits donne donc 
p- ART _ 36,35: 10% 
OV V 


La pression augmente et atteint P2 = 40 kPa lorsque 


36,35: 10° 


= 0,909 m° 
P2 


V=V= 


À partir de cette valeur, l’équilibre (2) est réalisé, le carbonate 
de magnésium ne se dissocie pas totalement, il y a coexis- 
tence de MgCO:(s), MgO(s) et CO: (g). La pression reste donc 
constante égale à 


P = K2P° = 40 kPa 


d LEE V 

onc 7(CO:(g)) = RT = 4,40: 

Pour V = Vi = 0,909 m, on retrouve 72 = 4,0 mol qui corres- 
pond à la quantité initiale augmentée de la mole libérée par le 
carbonate de calcium. Cette quantité diminue régulièrement 
et atteint n, = 3,0 mol pour 


! 3 3 
V=V, = —— = 0,682 m 
4,40 


Lorsque le volume diminue à partir de cette valeur, par le 
même raisonnement que plus haut, la pression augmente et 
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prend une valeur strictement supérieure à 40 kPa. Aucun des 
deux équilibres n’est donc réalisé, 


P 
Qr1 = Qr2 = po” Qr > Ki et Qr > K2 


Il y a donc disparition complète de CaO(s) et de MgO(s), et 
n(CO: (g)) = 3,0 mol. La loi des gaz parfaits donne donc 


_ 3RT 27,27-10° 
UV 


Voici l'allure du graphe des variations de P avec V 


À P (kPa) 








_V (mi) 








La pression dans le récipient est donnée par la loi des gaz 
parfaits (on néglige le volume de la phase solide devant ce- 
lui du récipient) 
(+ëp)RT 
Fr — 


À l'équilibre, le quotient de réaction est égal à la constante 
d'équilibre 








2E 2 
er 
PÜ 
_ 0 
1-éf =K 
TP 
PÜ 
ME dr 42 
soit = = K° soit P_ 2434.10 
1-6 pov —Ëf 


On en déduit l'équation du second degré 


46% +4,34-107Ÿ8;—4,34-107 =0 
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dont l'unique solution positive est 
èf = 0,0324 mol 


On en déduit les quantités à l'équilibre 


mol C(s)+ | CO(g) = | 2CO(g) gaz 
final || 0,0676 0,9676 0,0648 1,0324 
La pression à l'équilibre vaut 
1,0324-RT à 
PF = ———— =3,138-10 Pa 
V 


b) La phase solide disparaît lorsque l'avancement à l’équi- 
libre atteint &; = 0,1 mol. On en déduit la pression corres- 
pondante en écrivant qu’à l’équilibre le quotient de réac- 
tion est égal à la constante d'équilibre 


2$ 2 


= K° 


4ë<P KO(1—E)P0 


= K° donc P = = 32 670 Pa 


LL — 
__#2)p0 2 
AE pP 46 
La loi des gaz parfaits donne 


(+ENRT 
v= — 1" = 0,229 m5 


a) La constante d'équilibre est égale au quotient réactionnel 
à l'équilibre : 





Po 
node P 
7 1 po 


car le dioxygène est le seul gaz présent dans l'enceinte. On 

en déduit les valeurs des constantes d'équilibre aux deux 

températures données, en prenant P0 = 1 bar = 10° Pa : 
K(T1) = p0 = 


On en déduit les valeurs des enthalpies libres de réaction : 


P 
0,0466 et K(T2) = 0 = 0,2961 


A7G9 = =RT; InK0(T;) = 31 177 J-mol-l 
A7G$ = -RT2InK0(T2) = 13 387J-mol | 


On en déduit le système 


A7G0 = A,;H0-T;A,S0 
donc 


A7G$ = A;H° -TA,S0 


A7 H0 = 248,75 kJ-mol”_! 
A7S®=177,9J-K-mol ! 
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b) On en déduit 
AGIT = 1273) = A,H0 —1273A,S0 = 22 283 kJ-mol | 


ArG0(T=1273) 


etK(T=1273)=e " RI273  =0(0,122 


i) Pour no; = 0,010 mol, en utilisant la loi des gaz par- 
faits, le quotient de réaction initial vaut 


Q = Por D PET 5 106 < 0,122 
"Op vPro ! 


La réaction évolue donc dans le sens direct. Dressons 
le tableau d'avancement 





mol ACuO(s) = | 2Cu20O(s)+ O: (9) 
inidal (0,100 [ 0010 | 0010 
dater [0100 4 | D010+2 | 0,010 
ëf 0,100—4€; | 0,010+2ëf | 0,010+E; 


À l'équilibre, (Qr)eg =K donc 
Po; = 0,122 PO = 12 200 Pa 
Par application de la loi des gaz parfaits : 


Po, V 
RT 





0,010+&f = = 0,0115 donc & = 1,5 mmol 
On en déduit les quantités finales : n f (CuO) = 94 mmol, 
nf(Cu20) = 7,0 mmol et nf(O2) = 11,5 mmol. 


ii) Pour no; = 0,020 mol, en utilisant la loi des gaz par- 
faits, le quotient de réaction initial vaut 


nRT 


= —— = 0,212 > 0,122 
Po VP 


Po 
Qr = — 


La réaction évolue donc dans le sens rétrograde. Dres- 
sons le tableau d'avancement 





mol 4CuO(s) = | 2Cu20(s)+ O2 (g) 
mital [0100 | 0010 | 0,020 
date [01002 | D0I0+E | DU E 

Êf 0,100-6f | 0,010+2; | 0,020+6; 


À l'équilibre, (Qr)eq = K donc 
Po; = 0,122 P0 = 12 200 Pa 
Par application de la loi des gaz parfaits : 


Po, V 
RT 





0,010+8F = =0,0115 donc & f = —8,5 mmol 


Cette valeur est négative, ce qui confirme l’évolution 
dans le sens rétrograde. Mais pour & f= —8,5 mmol, 
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le tableau d'avancement indique que la quantité res- 
tante de Cu2O(s) serait négative 


0,010 +28 = —0,007 mol 


ce qui est impossible. L'équilibre ne peut pas être at- 
teint, l’oxyde de cuivre Cu20O est donc en défaut et 
disparaît complètement, donc &; = 5 mmol. On en 
déduit les quantités finales : nf (CuO) = 110 mmol, 
nf(Cu20) = 0 mmol et nf (O2) = 15 mmol. 


La réaction est endothermique (A; H° > 0). Par application 
de la loi de Van ‘t Hoff, une augmentation de température 
déplace la réaction dans le sens direct. 


La constante d'équilibre est égale au quotient de réaction 
à l'équilibre : 





Pco; \ [PH0 
| p0 J pÔ j1 


K°(47 °C) = 


Dressons le tableau d'avancement 





On en déduit que 


ëf 1 
Pco; = PH0 = 27 2 


La constante d'équilibre vaut donc 


p 2 
0 o _ _ —4 
K° (47 o-[5) =2,722-10 
2Po 


Parle même raisonnement, K0 (77 °C) = 175,6: 1074. Onen 
déduit les valeurs 


A7G% = 21,84KJ-mol ! et A;G9 = 11,76 kJ-mol ! 
On peut donc écrire le système 


AG =A,;H0-T;A,S0 
donc 


A,Gl = A-H0-T,A,S0 


A7 H° = 129,3 K-mol ! 
A7S® = 335,9 J-K-mol ! 


On en déduit 


A, GÛ(T = 380 K) = A;H° — 380A,S° = 22 283 kJ:mol ! 


T 


te) 





Thermochimie Chapitre 17 


0 A7 G0 (380) 
etK' (380)=e  R380 —=0,592 


d’où la pression d'équilibre : 
0 bp} 0 5 
K° (380) = Po donc PF =2P /0,592=1,538:10" Pa 
0 
Par application de la loi des gaz parfaits : 


d is ] 

P FV = 28 FRT = —— = ],22 

f èf onc &f >RT mo 

Pour cette valeur, on aurait une quantité de ma- 
tière négative de NaHCO3, ce qui est impossible. 
Cette espèce est donc en défaut et disparaît com- 
plètement. On en déduit que ëf = 1,0 mol, donc 
nf (NaHCO3) = 0 mol, nf (Na2CO3) = 2,0 mol, 
nf(COp) = 2,0 molet nf (H20) = 2,0 mol. 


En notant y la quantité de matière de diazote, le nouveau 
tableau d'avancement est le suivant : 





L'équilibre est atteint si Q; =K, soit 


ë& Pp\ CE + PRT 
eo = 0,592 avec P = ———— 
26f+y P V 





donc &f = 1,22 mol 


Rien ne change, donc, et le NaHCO; disparaît complète- 
ment si l’ajout de diazote se fait à volume constant ; en re- 
vanche, s’il se fait à pression constante, on peut atteindre 
l'équilibre (le NaHCO3 ne disparaît pas complètement) si 
P=1,538 bar. 


La réaction de combustion du méthane dans le dioxygène 
a pour équation et tableau d'avancement 





Cu 








PE CRE ARR, 
n—ë P 2n-2ëf p 2 
( 3n ho): 3n à) 


L'avancement ne dépend donc pas de la pression et l’équi- 
libre n’évolue pas quand on change sa valeur. 
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b) La réaction de combustion de l’éthane dans le dioxygène a 
pour équation et tableau d'avancement 





À l'équilibre : 


2f _ p}f Sr _ p}° 

45n+0,56f PO F5n+0,5%p PO 
n-Ës p\ (3257-35 p\ 

Eur 3 &) ‘ (re ° h) 


22. 35€} p05 
SO — 
3,535(4,5n +0, UE 985 (PO,5 
ES 
soit À f Pa 


A5n+0,58 00-05 


L'avancement dépend donc dela pression. Dans la fraction 
en ë fr comme la réction est presque totale, ë f est proche 
de n et le terme 4,57 +0,58; = 5n est lui aussi presque 
constant ; cette fraction est donc une fonction croissante 
de ëf. Si P augmente : 

- le terme P0 augmente 

— doncla fraction diminue 

- doncë f diminue 

donc la réaction évolue dans le sens rétrograde. 


a) La réaction s'écrit 


es) 


CH3CO2H(aq) + H20 = CH3CO, (aq) + H3 0” (aq) 


b) Dressons le tableau d'avancement. 


TZ 





À l'équilibre, le quotient de réaction est égal à la constante 
d’acidité donc 


x2 


= Ka = 1078 





Co —Xf 


On résout cette équation du second degré et on calcule 


—Ka +1/K2 +4Kc0 
"V8 -;,18.10 4 mol-L_! 


Xf = : 


etpH=-logx} = 3,9 
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c) L'ajout d’eau revient à diluer l'acide, donc à diminuer co, 
et l'expression algébrique précédente prouve que x f dimi- 
nue. Ceci peut paraître paradoxal, car l'ajout d’un réactif 
déplace en général l'équilibre dans le sens direct. Maïs la 
diminution de x Fest celle d’une concentration, et comme 
la quantité d’eau a augmenté, la diminution de x Fest com- 
patible avec l'augmentation de l’avancement. En effet, en 
notant 9 la quantité de matière d'acide introduite, on a à 
l'équilibre 


Ecq \2 
a -o- LT | 
si 7 Mt (n0—EeqV 


donc si V augmente, Q; diminue, devient inférieur à Ka et 
la réaction évolue bien dans le sens direct. 


d 


T 


Lorsque co devient très petit, on peut effectuer le dévelop- 
pement limité de l'expression algébrique de l’avancement 


final : 
Ka -1+4/1+ 72 


= 2 
KA -1+f1+€] 


Es 


= € 
2 2 \ 


et en reportant cette valeur dans le tableau d'avancement, 
la concentration résiduelle d'acide co — f tend vers zéro : 
l'acide très dilué est donc totalement dissocié, il se com- 
porte comme un acide fort. 


La réaction s'écrit 


Le’ 


a 
N2 (@) + 3H) (9) = 2NH3 (9) 


b 


TZ 


Le nombre total de moles gazeuses est a+ b+c. 


i À l'équilibre, le quotient de réaction est égal à la 
constante d'équilibre, soit 











. c2(a+b+c)? p2 0 
SO —;——;.—=K (M 
ab p02 
ii)  Q- est une fonction croissante de c, donc l'ajout d’am- 
moniac entraîne une augmentation de Q,, qui se 
trouve alors supérieur à K0. La réaction évolue donc 
dans le sens rétrograde. 
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iii) Pour savoir si l'augmentation de b entraîne celle de 
Q, on calcule la dérivée 





0Q; _ cP2 2{(a+b+c)b$ -(a+b+c)?-3b2 
0b ap0? pô 
0Qr _ cP?(a+b+c)(-3a-b-30) _ 





ôb ab4p02 


Q- est donc une fonction décroissante de b, une aug- 
mentation de b entraîne donc une diminution de Q;, 
qui se trouve alors inférieur à K9, la réaction évolue 
donc dans le sens direct. 


iv) De même 


ÔQr _ cP?(a+b+c){(a-b-c) 


Ôa a2b3P02 


Le signe de cette dérivée dépend des valeurs a, bet c, 
on ne peut donc déterminer dans quel sens la réaction 
évolue. 


v) Notons d la quantité de matière d’hélium introduite. 
Le quotient de réaction devient 


c2(a+b+c+d)? p? c2(a+b+ c)2 p? 
CR PE PES > me —.— tt 
ab p02 abè po? 


Il se trouve donc supérieur à K9, la réaction évolue 
donc dans le sens rétrograde. 


a) On calcule 
AY H° = -287+0-(-374,9) = 87,9 kJ-mol”! 
ArS0 = 311+ 223 — (364,5) = 169,5 J-K-l.mol ! 
A, G0(500 K) = A,;H° - 500A,S° = 3150 J:mol”! 
On en déduit 
0 __ 3150 
K°(500 K) = e 5314500 = 0,4687 
b) La quantité de matière totale gazeuse est 


Ngaz = 0,15+0,40 +0,10 = 0,65 mol 


i) On calcule le quotient de réaction 


0,40 ,3).{010 3 
0,65 0,65 


Qr = ———— 71,231 > 0,4687 
0,15 3 
0,65 
Qr > K° donc la réaction évolue dans le sens rétro- 


grade. 
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ii)  Dressons le tableau d'avancement. 


PCl3 (g+ 





À l'équilibre, le quotient de réaction est égal à la 
constante d'équilibre donc 


0,40+6 0,10+6$ 
(ae | ( 3) 


0,15—Èf 
( : 3) 


= 0,4687 


3(0,40+8&f)(0,10+E$) 
SO = 0,4687 
(0,65+6)(0,15-Èÿ) 


On développe et on résout l'équation du second degré 


3,46876/+1,7348 f+0,0743 = 0 donc : _ a 
La seconde solution donnerait des quantités finales 
négatives des produits, on garde donc & ; = —0,0473 
(cette valeur est négative, ce qui est cohérent 
avec l’évolution de la réaction dans le sens ré- 
trograde obtenue à la question précédente) et on 
calcule les quantités finales n f (PC£5) = 0,1973 mol, 
nf (PCl3) = 0,3527 mol et nf (C£2) = 0,0527 mol. 


c) À l'équilibre initial, Q; = KO (500 K), soit, en notant 
ns = n(PCls), n3 = n(PCl3) et n2 = n(Cl)) 


hong ,P = KO(T) 
ns(n2+n3+n5) PO 
i) Quand on augmenteT à P constante, on change K° (T) 
sans changer Q-. On a obtenu A-H° > 0 (la réaction 
est endothermique) donc d’après la relation de Van ‘t 
Hoff, K° est une fonction croissante de température. 
Quand T augmente, KO augmente donc, devient su- 
périeur à Qr, la réaction évolue donc dans le sens di- 
rect. C’est conforme à la loi de Van ‘t Hoff, la réaction 
évolue dans le sens endothermique pour s'opposer à 
l'augmentation de T. 


ii) Quand on augmente P à T constante, on modifie Q- 
sans modifier K°. À quantités de matière égales, le 
quotient de réaction croît avec P, donc Q- se trouve 
supérieur à K° et la réaction évolue dans le sens rétro- 
grade. C’est conforme à la loi de Le Châtelier, la réac- 
tion évolue dans le sens de diminution du nombre de 
moles gazeuses pour s'opposer à l'augmentation de P. 
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iii) La loi des gaz parfaits impose la relation 


P RT 


M +3 +n5 UV 
donc on peut écrire le quotient de réaction sous la 
forme 
n3 2 RT 

ns POV 
Par conséquent, à V constante, si T augmente, Q; 
augmente et d’après la relation de Van ’t Hoff, K° 
augmente aussi Car AH > 0. Il faut donc comparer 
les deux augmentations en calculant les dérivées des 
deux grandeurs par rapport à T. On a 


ÔQr _n3m2 R 
ÔT ns POV 





Qr = 





Dans l’état d'équilibre initial, 


ns = 0,1973 mol 
n3 =0,3527 mol et PV = (m1 + ñn2 + n3)RT 
n2 = 0,0527 mol 


P 
à P 
done À 0955.10 
PoV (mm +nm+n3)T 
On en déduit 

Ô 
re 9,379-107+K-! 
ÔT 


De la relation de Van ‘t Hoff, on déduit 


dink° 1 dk A;H° 
dT KO dT  RT2 








dk0 _ KOA,-H 

DRE TR 
Pour une augmentation de la température de ÔT, on 
observe des augmentations simultanées du quotient 


de réaction et de la constante d'équilibre 


=197,3-1074K-! 





ÔT 


5Q- = ®.8T =9,379-10-46T 
ôk° = dE .5T = 197,310 48T 
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K® augmente donc beaucoup plus que Q;, Q- se 
trouve donc inférieur à K° et la réaction évolue dans 
le sens direct. 


iv) À T constant, K® ne varie pas. On doit donc étudier 
la variation de Q; avec les quantités de matière à P 
constante. 


i. Ilest immédiat que 


n3n2 P 


s ns(n+nz+ns) P0 


est une fonction décroissante de ñn5. Quand #5 
augmente, Q; diminue, et se trouve donc infé- 
rieur à K?, la réaction évolue dans le sens direct. 


il. Pour étudier la variation de Q- avec n3, on dérive 


ÔQr : No(N2 + n5) P 


— = ———— ——-  — > 
Ôn3 ns(n>+nz3+ns)2 P0 


Quand n3 augmente, Q- augmente, et se trouve 
donc supérieur à K?, la réaction évolue dans le 
sens rétrograde. 


ii. Pour étudier la variation de Q-; avec m2, on dérive 


0Qr : n3(n3 + nñ5) P 


= ——————- . — 5>0 
Ôn2 ns(n2+nz3+ns)2 P0 


Quand n2 augmente, Q; augmente, et se trouve 
donc supérieur à KO, la réaction évolue dans le 
sens rétrograde. 


iv. Si on ajoute h moles d’hélium, la quantité totale 
de gaz augmente et le quotient de réaction de- 
vient 


n3n2 P n3n2 P 
ns(n+nzs+ns+h) PÛ  ns(n+nz+ns) P0 


Le quotient de réaction diminue, se trouve infé- 
rieur à K° et la réaction évolue dans le sens direct. 
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CHAPITRE l 1 


Électrochimie 


Thèmes abordés dans Les exercices 


+ Courbe courant-potentiel. 

Montage à 3 électrodes. 

Surtension. 

Système rapide, système lent. 

Courant limite de diffusion. 

Vagues successives. 

Mur du solvant. 

Point de fonctionnement d’une pile. 

Potentiel mixte, courants anodique et cathodique. 
Corrosion humide, corrosion différentielle. 

Protection par revêtement, passivation, anode sacrificielle, par courant imposé. 
Pile. 

Tension à vide, résistance interne et capacité d’une pile. 
Électrolyse. 

Accumulateur. 


9 © © © © © © © © © © © © © 


Points essentiels du cours pour la résolution des exercices 


Interpréter une courbe courant-potentiel. 

Construire et exploiter le point de fonctionnement d’une réaction rédox. 
Déterminer les caractéristiques d’une corrosion humide. 

Interpréter une corrosion différentielle. 

Connaître et expliquer les modes de protection contre la corrosion. 
Étudier les aspects thermodynamiques et cinétiques d’une pile. 
Déterminer lees caractéristiques d’une électrolyse. 

Faire l'étude sommaire d’un accumulateur. 
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Chapitre 18 Électrochimie 


Les méthodes à retenir 


Interpréter une courbe 
courant-potentiel. 
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Une électrode conductrice plonge dans une solution chimique. Une 
oxydation ou une réduction a lieu au contact de l’électrode qui cana- 
lise les électrons. L'électrode est qualifiée d’anode s’il y a oxydation 
(avec un a comme anode) et de cathode s’il y a réduction (avec un c 
comme cathode). L'intensité d’électrode est celle circulant dans le fil 
d'alimentation de l’électrode, elle est toujours mesurée dans le sens 
de plongée dans la solution. 

- L'intensité anodique est toujours positive. 

- Lintensité cathodique est toujours négative. 

La courbe courant-potentiel est le graphe donnant l’évolution de 
l'intensité d’électrode (i en À) en fonction de son potentiel électrique 
(E en V). Une autre famille de courbes donne la représentation de la 
densité volumique de courant j (en A-m ?, en rapportant l'intensité 
i à la surface S de l’électrode immergée) en fonction de E. De nom- 
breux phénomènes physiques et/ou chimiques entrent en jeu dans 
l'oxydation ou la réduction au contact d’une électrode plongée dans 
une solution. Voici les principaux. 


a) L'atome métallique qui s’oxyde doit recevoir une énergie au moins 
égale à celle d’ionisation. 


b) Cet atome libère un électron qui doit gagner l’électrode conduc- 
trice, puis s’y déplacer. 


c) Lion créé doit pouvoir être solvaté pour passer en solution. 


d) L'ion solvaté doit être évacué, sinon la concentration locale en cet 
ion peut croître considérablement. 


e) Réciproquement, l'ion qui se réduit doit migrer jusqu’à la surface 
de l’électrode, où les électrons sont disponibles. 


f) Ces électrons doivent être capturés par les ions par force élec- 
trique, puis gagner la bonne case quantique. 


g) L'atome créé doit se fixer sur la surface de l’électrode. 


h) Lorsque l’espèce qui va s’oxyder est gazeuse, il faut assurer le 
contact entre le gaz et l’électrode. 


) Lorsque l’espèce oxydée est gazeuse, il faut que la bulle puisse se 
détacher de l’électrode, sinon elle risque d'empêcher le contact 
entre l’électrode et les ions en solution. 


Interpréter une courbe courant-potentiel, c’est expliquer qualitative- 
ment sa forme en citant ceux de ces effets qui favorisent, ou qui obs- 
truent la demi-réaction rédox, et provoquent ainsi respectivement 
une valeur élevée ou faible de l'intensité i. La plupart du temps, au- 
cun calcul n’est nécessaire, le simple bon sens suffit. 
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Construire et exploiter le point de 
fonctionnement d’une réaction rédox. 


Électrochimie Chapitre 18 


Exemple : 


Voici les allures des courbes courant-potentiel des couples 
Fe?* (aq)/Fe(s) et Fe** (aq)/Fe?* (aq), avec une électrode en 
fer, des concentrations [Fe2*] = 0,10 mol:L-! pour le pre- 
mier couple et [Fe?*] = [Fe**] = 0,10 mol-L_! pour le se- 


cond. 
i 
Fe (s) Fe ?{aq) 
Fe (aq) > Fe (aq) 





On remarque une limitation en courant du couple 
ion/ion : il existe un palier de saturation. Interprétons ce 
phénomène. 

+ Le réducteur du couple Fe?*+ (aq)/Fe(s) est le fer métal- 
lique qui constitue l’électrode. Il est donc abondant sans 
limite. Un atome à la surface de l’électrode peut libérer ses 
deux électrons. Ceux-ci sont conduits dans le demi-espace 
métallique et l'ion Fe?* (aq) est solvaté puis migre dans 
l’autre demi-espace occupé par le solvant. Il n’y a donc au- 
cune limitation à la croissance de l'intensité. 

- Le réducteur du couple Fe* (aq)/Fe?* (aq) est l'ion Fe?* 
en solution. Il ne peut s’oxyder qu’au contact de l’élec- 
trode qui conduira son électron. Lion Fe** créé devra en- 
suite être solvaté et quitter la surface de l’électrode. L'oxy- 
dation nécessite donc un double mouvement ionique au 
sein de la solution. Celui-ci s'apparente à une diffusion à 
deux sens. Elle est régie par la loi de Fick, hors programme 
MP mais qui s'apparente à la loi de Fourier. Or la vitesse 
des ions est limitée. On interprète donc le palier de satura- 
tion par l'existence d’un courant limite de diffusion. 








> Exercices 18.1, 18.2, 18.3, 18.4, 18.5. 


Une réaction rédox est la composition de deux demi-équations. On 

peut ainsi la modéliser en reliant deux demi-piles électrochimiques 

par un fil conducteur. Ce fil impose : 

e l'égalité des potentiels de la cathode et de l’anode ; 

e l'égalité entre l'intensité sortant de la cathode et de celle entrant 
dans l’anode. 


569 


Chapitre 18 Électrochimie 


570 


u 
= 





pont salin 
Ecl ic E,T "A 
































cathode anode 





Le point de fonctionnement est donc défini par 
Ec = Ea et ic = — ia 


La méthode graphique de détermination de ce point de fonctionne- 
ment traduit cette double égalité. On peut utiliser une régle graduée 
transparente où le zéro est au milieu, on la fait glisser sur l’axe des 
abscisses (des potentiels E) jusqu’à trouver deux points d’ordonnées 
(intensités) opposées (ic = —ia). 


Ai 


Ds in 








Voici comment exploiter les coordonnées du point de fonctionne- 
ment. 


a) L'abscisse commune est le potentiel mixte E,,. Notons qu'il n'est 
égal ni au potentiel standard, ni au potentiel de Nernst des 
deux couples (distincts) car la circulation d’un courant signifie 
l'échange d'électrons, donc une situation de déséquilibre chi- 
mique. 


b) L'intensité de fonctionnement i = ia = —ic est directement reliée 
à la cinétique de la réaction rédox par la relation 


F = 96 500 C-mol ! (Faraday) 


i=nFV avec . ii 
V = & : vitesse de réaction 


et ñn le nombre d'électrons échangés dans la réaction rédox équili- 
brée. On peut ainsi calculer les quantités de matière produites et 
consommées dans une phase de réaction à i et E,, constants. 
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Exemple : 


Une tige de magnésium est plongée dans une solution 
d'acide sulfurique à pH = 0. Les potentiels standard sont 


Mg(s) = Mg’* (aq) +2e- : E(Mg**/Mg) = —-2,37 V 
2H*(aq)+2e = H2(g) : E°(H*/H;) = 0,00 V 


À l'instant initial, les potentiels de Nernst sont 


E(Mg?* (aq)/Mg(s)) = —2,37 + S log[Mg?*]; 
E(H* (aq)/H:(g)) = © log[H*? 


La concentration initiale de l'ion magnésium est nulle et 


le potentiel de Nernst n’est pas défini (il tend vers —co). 


Mais dès que l’oxydation du magnésium commence, les 
ions se forment et la concentration au voisinage de la 
tige devient strictement positive. Fixons l'instant initial 
lorsque la concentration est [Mg?*]; = 0,10 mol-L'! et 
[H*]; =1,0 mol:L-! car pH = 0. La réaction rédox observée 
est totale car sa constante d'équilibre vaut 


2(E0 (H* (aq)/Ha (g))-E0 (Mg2+ (ag)/Mg(s))) 79 
0,06 = 10 


(n=2e") 


Mg(s) + 2H* (aq) "+ Mg* (aq) + H)(g) 


Voici l'allure des courbes courant potentiel des deux 
couples dans les conditions de l'expérience. 


À i (mA) 











Le point de fonctionnement de la réaction rédox est 


Ey = —1,5 V et ia = 45 mA 
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Déterminer les caractéristiques d’une 
corrosion humide. 
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Voici deux faits expérimentaux décrivant le fonctionne- 
ment de cette réaction. 

a) La vitesse de réaction est V = SF = 2,3:10 7 mol:s"!. 
La vitesse de disparition de la tige de magnésium est donc 
60 x VxMmg = 0,33 mg-min !. Bien que très favorable ther- 
modynamiquement, cette réaction est donc lente. 

b) Au fur et à mesure de l’évolution chimique, la concen- 
tration en Mg?* augmente et celle en H* diminue (donc le 
pH augmente). Les potentiels de Nernst se rapprochent et 
les courbes courant-potentiel évoluent ainsi : 


i—2 mA 





= 





La vitesse de réaction diminue donc progressivement. 





> Exercice 18.6. 


Lorsqu'un métal est soumis à l’action de l’eau et de l'air, on peut ob- 
server son oxydation par l'ion H* (aq) ou par le dioxygène O2 (g) ou en 
solution O: (aq). Voici les étapes de l'étude de cette oxydation, appe- 
lée corrosion humide. 


a) 


b 


TZ 


c) 


d 


Le 


e) 


On met en évidence la possibilité thermodynamique de la cor- 
rosion en superposant les diagrammes potentiel-pH du métal 
concerné et celui de l’eau. Elle est thermodynamiquement favo- 
rable lorsque les domaines de prédominance de O, et du métal, 
ou ceux de H* et du métal sont disjoints. 


On écrit la réaction rédox correspondante, on peut calculer sa 
constante d'équilibre et vérifier qu'elle est quantitative. 


On fait un schéma expliquant le mouvement des différentes es- 
pèces, en n'oubliant pas que les ions ne peuvent être qu’en solu- 
tion, et les électrons conduits dans le métal. 


On détermine le potentiel de corrosion et l'intensité i de fonction- 
nement grâce aux courbes courant-potentiel. 


On déduit de i la cinétique de la corrosion, l'espérance de vie éven- 
tuelle de la pièce de métal dans les conditions de fonctionnement. 
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Exemple : 


Considérons une pièce de une mole de fer métallique im- 
mergée dans l’eau agitée d’un ruisseau. 

a) Voici la superposition des diagrammes potentiel-pH du 
fer et de l’eau. 


ÀE(V) 


1.4 3+ 




















Le fer métallique est donc oxydé par le dioxygène (et par 
H*) car leurs domaines de prédominance sont disjoints. 
b) L'eau étant agitée, elle est dite aérée et le dioxygène est 
en solution aqueuse O,(aq), avec une concentration de 
l'ordre de 5:107* mol-L-!. Voici les demi-équations des 
deux couples concernés et l'équation bilan rédox 


2H20 + O0: (aq) + 4e = 4H0O7 (aq) 
Fe(s) = Fe?* (aq) + 2e” 
donc 2Fe(s) + 2H,0 +O,(aq) = 2Fe°* (aq) +4H07 (aq) 


c) Voici le schéma des mouvements des différentes es- 
pèces. 





= X = 

HO HO 
, H0 |H>0 : 

HO HO 
Fe?* 2 }K 2 Fe * 





d) À pH = 7, le potentiel rédox du couple rédox O; (aq)/H20 
vaut 0,80 V. Avec une concentration en ion de l’ordre de 
[Fe2*] = 10° mol-L ! au voisinage de la pièce, le poten- 
tiel rédox du couple rédox Fe?* (aq)/Fe(s) est de l’ordre 
de —-0,59 V. La surtension cathodique est importante, de 
l'ordre de nc = —0,60 V. 
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Interpréter une corrosion différentielle. 
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Voici l'allure des courbes courant-potentiel. 


À à (mA) 











On détermine graphiquement l'intensité de fonctionne- 
ment et le potentiel (mixte) de corrosion 


i=0,45mAetE,} = -0,18 V 


e) La vitesse de réaction vaut 


j d 
V= — soit æ =1,17-10 ° mol:s ! 
41F dt 


Le fer aura donc totalement disparu à la date f telle que 
28 = 1,0 mol donc 


0,5 


tg= © =4,3.10" s= 13,5 ans 
1,17:10% 








> Exercice 18.7. 


Lorsque la pièce métallique est homogène et que les concentrations 
en oxydant (0 ou H*) sont les mêmes en tout point de la pièce, on 
dit que la corrosion est uniforme. Dans les conditions réelles, on ob- 
serve souvent une hétérogénéité de la pièce et/ou de concentrations. 
Le métal étant conducteur, les électrons peuvent s’y déplacer et on 
modélise le système par une pile électrochimique entre deux zones 
distinctes formant deux demi-piles électrochimiques : on dit qu’il y 
a corrosion différentielle. 
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Les deux cas de référence sont les suivants. 

a) Hétérogénéité du support : il y a juxtaposition de deux plaques 
de métaux différents M et N. C’est alors toujours le métal N dont le 
couple a le plus faible potentiel qui sera corrodé, car c’est le métal 
le plus réducteur. 


HO À 
12X, HO 








X 








N° 
b) Hétérogénéité du milieu : en deux zones d’une pièce homogène, 
la concentration en l’oxydant est distincte. On observera alors tou- 


jours la corrosion du métal là où la concentration est la plus faible, 
et la réduction de l’oxydant là où elle est la plus forte. 


concentration 
croissante 
en oxydant 








Exemple : 


a) On colle une plaque de zinc à la base inférieure d’un bloc 
de fer. Ce système est plongé dans de l’eau, la base supé- 
rieure du bloc de fer proche de la surface de l’eau. 


air 


eau 128, 0 2 Ho- 




















Bien que située plus en profondeur, où la concentration en 
dioxygène dissous est faible, c’est la plaque de zinc qui est 
corrodée. 
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Connaître et expliquer les modes de 
protection contre la corrosion. 
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b) Lorsqu'un poteau métallique est planté au fond d’un 
bassin plein d’eau de mer, son état apparent au voisinage 
de la surface peut paraître excellent alors que la base du 
poteau est fortement corrodée. 





air O;, 


eau Ke 
ne- 





HO 

















> Exercices 18.8, 18.9, 18.10, 18.11. 


C'est en comprenant les phénomènes de corrosion humide qu’on 
peut prévoir et expliquer les techniques de protection. Voici les 
quatre modes de protection contre la corrosion cités par le pro- 
gramme, et les éléments fondamentaux d'explication. 

a) Le revêtement de la pièce métallique par une couche protectrice 
empêche le contact direct entre l’oxydant et le métal, et la libération 
des ions métalliques dans la solution. On utilise en particulier les ver- 
nis, les peintures, les films plastiques. L'un des inconvénients est que 
si cette couche est percée, l’oxydation du métal se développe autour 
de ce germe puis peut se propager sous la couche sans être détectée. 


germe de corrosion 







fissure 
couche protectrice 








extension 


b) La lecture du diagramme potentiel-pH du métal soumis à un oxy- 
dant prouve dans certains cas que le métal se transforme en un oxyde 
métallique robuste et adhérant à la surface du métal. L'oxyde étant 
étanche et mauvais conducteur électrique, il forme ainsi une couche 
protectrice qui se développe spontanément. Ce phénomène s'appelle 
la passivation. 





métal 
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Notons que les oxydes métalliques du type M,0, forment en général 
des couches plus solides, même à faible épaisseur, que les hydroxydes 
du type M(OH),. Le diagramme du fer dressé avec les oxydes prouve 
que le fer est passivé à pH basique. 


ÀE (V) 











Fe(s) 





c) L’'anode sacrificielle utilise la corrosion différentielle : un appen- 
dice de métal plus réducteur que le métal qu’on veut protéger est 
soudé à la pièce. C’est lui qui s’oxydera. 





pièce de fer 














anode sacrificielle 
en zinc 


d) On peut enfin opérer une protection électrochimique par cou- 
rant imposé grâce à un générateur électrique portant la pièce à un 
potentiel inférieur au potentiel de corrosion et en provoquant ainsi 
l’immunité du métal. Tout se passe alors comme si le générateur four- 
nissait au métal les électrons qu’il perd quand il se corrode. 
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Exemple : 


Voici l'allure des courbes courant-potentiel du fer, du zinc 
et du couple H*(aq)/H(g) : 











Si on mettait directement le bloc de fer dans la solution, la 
construction habituelle donne un potentiel de corrosion 
Ecorre = —0,36 V et une intensité anodique icor,re = 0,6 MA. 
En adjoignant une anode de zinc à une pièce de fer, la ré- 
action rédox qui s'opère est 


Zn(s)+2H*(aq) = Zn°* (aq) + H(g) 


La construction habituelle donne un potentiel de cor- 
rosion Ecorzn = —0,47 V et une intensité anodique 
icor,zn = 2,7 MA. Au potentiel —-0,47 V, le fer est dans sa 
zone d’immunité. L'anode de zinc, en s’oxydant, protège 
donc la pièce de fer contre la corrosion, ce qui justifie le 
terme «sacrificielle ». 








— Exercices 18.12, 18.13, 18.14, 18.15, 18.16. 


Étudier les aspects thermodynamiques Une pile électrochimique est un dispositif formé de deux demi-piles 
et cinétiques d’une pile. entre lesquelles on canalise l’échange d'électrons dans un fil conduc- 
teur, le circuit étant fermé par un pont salin permettant le transfert 


ionique. 
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Il y a oxydation à l’anode du réducteur le plus fort et réduction à la 
cathode de l’oxydant le plus fort. 



































ui 
À 

e e_ 
pont salin Ox , + Red; : 
, j 5 5 
Ecl ic EN LA É 8 
° ox + ed, = 

Cathode Anode 








réduCtion : Ox ,+e =Red, oxydAtion : Red, =Ox,+e 


a) Aspect thermodynamique. Les résultats du chapitre 17 donnent 


TZ 
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les relations entre les grandeurs thermodynamiques et les gran- 
deurs électriques. 
Dans une pile, la réaction d’oxydoréduction est spontanée 


ne 


M OX: + mRed> n] Red: + 0x2 


Sa constante d'équilibre K° est supérieure à 1. En notant E? et ES 
les potentiels standard, A, G l’enthalpielibre standard de réaction 
et ñn le nombre d'électrons échangés, on a 


n(E0-E0) 


K°=10" 5% et A,G° = nZ(E° ES) 


La pile s'arrête de fonctionner quand les deux potentiels de Nernst 
sont égaux. Le travail électrique total WA fourni par la pile est ma- 
joré par la variation d’enthalpie libre 


Wa < AG 


La capacité Q est la quantité totale d'électricité fournie par la pile, 
exprimée en coulomb ou ampère-heure : 


Q=ênF 


Aspect cinétique. On utilise les courbes courant-potentiel four- 
nies par l’énoncé. La tension à vide U, est lue entre les deux 
points extrêmes de nullité des courants. Elle est égale à la diffé- 
rence entre les potentiels de Nernst. Par construction, on déter- 
mine l'intensité de court-circuit I.. de la pile lorsqu'elle est placée 
en court-circuit. 
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Exemple : 


Une pile cuivre/zinc est formée par une demi-pile où 
l’électrode de cuivre plonge dans V, = 100 mL de sulfate 
de cuivre à co = 0,100 mol-L-! et une demi-pile où l’élec- 
trode de zinc (en excès) plonge dans Vo = 100 mL de sulfate 
de zinc à co = 0,100 mol-L-!. Les potentiels standard sont 


E°(Cu?* /Cu) = 0,34 V et E°(Zn°?* /Zn) = -0,76 V 
La réaction rédox s”’écrit 
Cu?* (ag) +Zn(s) Æ Cu(s) +Zn?* (aq) 


Voici le schéma de la pile en court-circuit. 


i 



























































2e-| 2 " 2e— 
SO, 
Zn —— Cu 
ç L INC 
2 2 2+ 2- 
Zn SO, Cu SO, 
Anode : oxydAtion Cathode : réduCtion 
du zinc du cuivre 


a) Aspect thermodynamique. La constante d'équilibre de 
la réaction rédox est 
2(0,34—(-0,76)) 37 


K°=10 ® =10 


La réaction est donc thermodynamiquement très favo- 
rable. Le réactif limitant est l’ion Cu?* (aq). L'avancement 
final vaut donc 


ëf= coVo = 1,00-10 7 mol 
La capacité de la pile est donc 
Q=2È;F = 1930 C= 0,536 Ah 
b) Aspect cinétique. Les potentiels de Nernst initiaux sont 


E(Cu?* /Cu) = 0,34+ %% log co = 0,31 V 
E(Zn°* /Zn) = -0,76+ %% log co = —-0,79 V 








580 


© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit. 





Électrochimie Chapitre 18 


Il n’y a pas de surtension et voici l’allure des courbes 
courant-potentiel à l'instant initial. 


À i (mA) 
200 + 





D 
E (V) 








La tension à vide initiale de la pile vaut 
U5 = 0,31 — (—0,79) =1,10 V 


Le potentiel mixte vaut et l'intensité de court-circuit valent 
respectivement 


Em = —0,10 V'et I = 60 mA 


Après Af = 600 s de fonctionnement, si l'intensité reste 
égale à cette valeur, la charge électrique transférée vaut 


q=lke-At= 36 C 


L'avancement à cette date vaut 


D ÎSEs 


= =1,87-.10 * mol 
Les concentrations des solutions sont donc devenues 


Vo 


[Zn?*] = É 2 10,2.10 2 mol.L'! 


(Cu2*] = Vo = 9,8.10 2 mol-L_! 
V 


Lorsque la pile continue à fonctionner, [Cu?*] continue 
à diminuer et [Zn?*] à augmenter, donc Le potentiel de 
Nernst du cuivre diminue et celui du zinc augmente : les 
deux courbes se rapprochent. 
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Déterminer les caractéristiques d’une 
électrolyse. 
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glissement des courbes 


La tension à vide de la pile diminue et l'intensité de court- 
circuit diminue : la pile s’use. Elle s'arrêtera lorsque les po- 
tentiels de Nernst seront égaux, ce qui correspond à la si- 
tuation d'équilibre. 








> Exercices 18.17, 18.18, 18.19. 


Un électrolyseur est un dispositif formé de deux demi-piles entre les- 
quelles un générateur impose l'oxydation de l'espèce la moins réduc- 
trice et la réduction de l’espèce la moins oxydante. Voici le schéma 
du dispositif, sachant qu'il est en général possible d'utiliser une cuve 
unique. 


Ÿ—. 
a 





U 
—— 
à 
La 
e = 

pont salin 
Ecl ic E, | "A 














oxydant 
réducteur 




















Cathode Anode 


réduCtion : Ox, +e =Red, oxydAtion : Red, =Ox ,+e 








À tension U imposée, on détermine graphiquement l'intensité de 
fonctionnement en cherchant sur les courbes deux points d’ordon- 
nées (intensités) opposées et dont la différence des abscisses (poten- 
tiels) est égale à U. 
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Cette construction ouvre trois types d'étude. 


a) On détermine la tension de seuil, valeur minimale de U pour la- 
quelle i est significative : 


U; = (Ea + na) — (Ec + nc) 


b) La valeur de à ou de j permet le calcul de la vitesse de réaction et 
la détermination des quantités produites à l’anode ou à la cathode, 
typiquement celle de métal réduit. 


c) À point de fonctionnement fixe, on peut enfin calculer le coût 
énergétique de l’électrolyse, typiquement le coût de production 
massique du métal. 


Exemple : 


On place un générateur de tension entre une demi-pile où 
l’électrode de cuivre plonge dans Vo = 100 mL de sulfate 
de cuivre à co = 0,100 mol-L-! et une demi-pile où l’élec- 
trode de zinc (en excès) plonge dans Vo = 100 mL de sul- 
fate de zinc à co = 0,100 mol-L-!. Les potentiels standard 
sont E°(Cu?*/Cu) = 0,34 V et E°(Zn?*/Zn) = -0,76 V. Voici 
l'allure des courbes courant-potentiel. 
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Faire l'étude sommaire d’un 
accumulateur. 
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a) Il n'y a pas de surtensions et la tension de seuil est 
U; = E(Cu”*/Cu) -E(Zn** /Zn) 


Les concentrations initiales des solutions étant identiques, 
la différence des potentiels de Nernst est égale à la diffé- 
rence des potentiels standard soit 


U, = E°(Cu?* /Cu) — E°(Zn?* /Zn) = 1,10 V 


b) On applique une tension U = 1,56 V. La construc- 
tion donne une intensité volumique de fonctionnement 
i = 200 mA. Le nombre d'électrons échangés est ñn = 2. On 
en déduit la vitesse de réaction 

d d 

L= 2g. donc æ =1,04-10 ° mol.-s ! 

dt dt 
Après Af = 60 s de fonctionnement, on aura donc un dépôt 
de 

Myn = &-Myn = 1,04-10 % -60-65,4 = 4,1 mg 


c) L'énergie électrique dépensée vaut 


Wiec = U-i-At=18,7]J 








> Exercice 18.20. 


Un accumulateur est un système électrochimique convertissant 

e l'énergie électrique en énergie chimique, fonctionnant en électro- 
lyseur (récepteur électrique) pendant la phase de charge ; 

e l'énergie chimique en énergie électrique fonctionnant en pile (gé- 
nérateur électrique) pendant la phase de décharge. 

Aucune connaissance sur l’accumulateur n’est requise par le pro- 

gramme officiel, il fait l’objet d'analyse documentaire. Voici les prin- 

cipaux axes d'étude. 

a) Étude qualitative électrochimique. 

L'analyse des potentiels ou la lecture des diagrammes potentiel-pH 

permet de prévoir les réactions chimiques qui se déroulent pendant 

les phases de charge et de décharge. Souvent, l'énoncé demande un 

schéma des mouvements des porteurs de charge (électrons et ions), 

des dépôts et des attaques de métal. 
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b) Étude quantitative électrochimique. 

L'exploitation des courbes courant-potentiel permet le calcul des in- 
tensités de fonctionnement, et des vitesses de réaction. On peut en 
déduire les temps de charge et de décharge et les caractéristiques 
électriques de l’accumulateur. 

c) Étude des phénomènes chimiques annexes. 

Souvent, d’autres réactions chimiques se produisent et permettent la 
mise en évidence des atouts et des défauts (voire des dangers) des ac- 
cumulateurs lorsqu'ils produisent ou détruisent telle ou telle espèce. 
d) Étude des phénomènes physiques ou technologiques annexes. 

Il est aussi possible qu’au cours des cycles de charge et de décharge 
des accumulateurs, des transformations lentes et irréversibles des 
pièces se développent, comme des porosités, des déformations, des 
croissances dendritiques des électrodes, expliquant ainsi la dégrada- 
tion du fonctionnement. 


Exemple : 


Un accumulateur nickel-cadmium est formé par la juxta- 
position suivante 


Cd(s)|Cd(OH), (s)IK* (aq), HOT (aq)|NiOOH(s)INi(OH); (s)INi 
Les potentiels standard sont 


EC(H*/Eb) = 0,00 V Et(Cd(OH)2/Cd) = 0,0 V 
E°(02/H20) = 1,23 V EC(NIOOH/Ni(OH)) = 1,54 V 


a) Étude quantitative électrochimique. Le nickel agit 
comme simple collecteur de courant. La couche d’hy- 
droxyde de potassium (ou potasse) assure le transfert des 
ions HO. Les demi-équations s’écrivent 


Cd(s) + 2H,0 = Cd(OH), (s) + 2H* (aq) + 2e” 
Ni(OH):(s) = NiOOH(s) + H* +e” 


La règle du gamma permet de prévoir la réaction sponta- 
née pendant la décharge (fonctionnement en pile) et la ré- 
action inverse forcée pendant la charge (fonctionnement 
en électrolyseur) de l’accumulateur. 
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1E° 
NiOOH + Ni(OH), 


Cd(OH)Q+ Ta 





Les équations rédox s’écrivent donc inversement pour la 
décharge 


Cd(s) + 2H,0 + 2Ni0OH(s) = Cd(OH),(s) + 2Ni(OH): (s) 
et pour la charge 
Cd(OH);(s) + 2Ni(OH),(s) = Cd(s) + 2H,0 + 2NiOOH(Ss) 


La présence d’hydroxyde de potassium à l'interface 
entre les deux demi-piles conduit à équilibrer les demi- 
équations avec HOT pendant la phase de décharge 


Cd(s) + 2H0° (aq) = Cd(OH);,(s) + 2e” 
2NiOOH(s) + 2H20 + 2e = 2Ni(OH),(s) + 2H07 (aq) 


Voici la représentation schématique des différents trans- 
ferts pendant la phase de fonctionnement en pile. 



































ds 0250 a Ni 
Ë 2e . À 2e. 
Po, Ni(OH) 
K'HO 
BE 


b) Étude quantitative électrochimique. 
e La force électromotrice, ou tension à vide de la pile est la 
différence des potentiels de Nernst des deux demi-piles 


Eni = 1,54+ 0,0610g[H*] = 1,54 — 0,06pH 
Eca = 0,0+ 2% log[H*]? = -0,06pH 


donc e = 1,54 V indépendamment du pH de la solution 
d’hydroxyde de potassium. 
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e Voici l'allure des courbes courant-potentiel à pH=12 
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phase de décharge phase de charge 
(fonctionnement en pile) (fonctionnement en électrolyseur) 
i (mA) À i (mA) 
Cd 4 Cd(OH dl 
a É  . ll Cd + Cd(OH), 
20 1 | 20T 1 
1 
 _ 1, 0,84, _—0,72 0,50 7 , 
t f T + D ï : +— a 
0,72 i E(V) 084 | E(V) 
| 
La 
Ni(OH) ,#7/ NiOOH  Ni(OH) U-3V 








Lors du fonctionnement en pile, la construction graphique 
indique que l'intensité de fonctionnement en court-circuit 
vaut i = 28 mA. La vitesse de disparition du cadmium so- 
lide vaut donc 
d ncd i 7 
Vdee = -—— = — =1,45-10 7 mol-s 
jé dt 2F 

La masse molaire du cadmium vaut Mca = 112 g-mol ! et 
sion limite la quantité de cadmium oxydée à Mmax = 10 Mg, 
on en déduit la durée de décharge de l’accumulateur 


Mmax 


Mca 





Âtdec = = 6155 


dec 


Lors du fonctionnement en électrolyseur, sous une tension 
imposée (par un générateur extérieur) de 3 V, la construc- 
tion graphique indique que l'intensité de fonctionnement 
vaut i = 24 mA. On en déduit par le même calcul que la 
durée de la phase de charge de l’accumulateur est 

Mmax 


Mca 


Âtcha = =718s 





cha 


c) Étude des phénomènes chimiques annexes. On donne 
le potentiel standard à pH = 12 : 


E°(Ni(OH)2/Ni) = —-0,6 V 


La règle du gamma prouve que le nickel ne peut pas s’oxy- 
der mais que c’est plutôt le dihydroxyde de nickel qui se 
dismute. 
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d) Étude des phénomènes physiques ou technologiques 
annexes. Le cycle de charges et de décharges provoque 
l'alternance de l’oxydation du cadmium et de la réduction 
du dihydroxyde de cadmium. Imaginons que cette réduc- 
tion ne se produise pas uniformément (en couche) sur la 
plaque de cadmium, mais selon une fibre plongeant dans 
la couche d’hydroxyde. 


couche de Cd fibre de Cd 


ci | 























Cd || Cd(OH), Cd | Cd(OH), 








Cette fibre peut alors se développer de façon anar- 
chique au sein de la couche d’hydroxyde, et deux phé- 
nomènes peuvent apparaître : le développement d’une 
fibre conductrice qui traverse la pile, bouleversant la répar- 
tion des espèces, voire mettant la pile en court-circuit, ou 
la croissance ramifiée, avec des fibrilles tellement petites 
qu'elles peuvent se briser au sein de la couche d’hydroxyde 
en fragments perdus de cadmium métallique. 








> Exercice 18.21. 
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Énoncés des exercices 


Système rapide, système lent 


Voici l’allure des courbes courant-potentiel des couples Feÿ+ (aq)/Fe2* (aq) et 
H*(aq)/H(g) : 


À i(mA) 
H,+H° Fe, Fe 











a) Décrire la demi-pile siège de l'oxydation du dihydrogène. 


b) Justifier qualitativement pourquoi le couple de l'hydrogène forme un système 
lent, et celui du fer un système rapide. 


c) Donner la valeur des surtensions cathodique et anodique pour le couple de l'hy- 
drogène. 


Influence de l’électrode sur la surtension cathodique 


Voici les allures des courbes courant-potentiel du couple H*(aq)/H:(g) pour diffé- 
rentes électrodes : 








(Zn) (Fe) (Pt 


Voici les conductivités électriques des trois métaux 


Zn | Fe | Pt 
y (10°Q7-m °°) || 16,5 | 10 | 9 


a) Donnerla valeur des surtensions cathodiques pour le couple de l'hydrogène pour 
les trois électrodes. 


b) La différence de conductivité entre les métaux explique-t-elle la différence entre 
ces surtensions ? 
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Dissymétrie d’une courbe courant-potentiel 


Voici l'allure de la courbe courant-potentiel du couple Ag* (aq)/Ag(s) : 


Ai 











On admet la validité de la loi de Fick : si c désigne la concentration molaire exprimée 
en moles par mètre cube de solution, et jP le vecteur densité de courant molaire, en 
moles par mètre carré et par seconde, alors 


jp = -Dgrad c 


où D est le coefficient de diffusion. Expliquer la dissymétrie entre la partie anodique 
et la partie cathodique de cette courbe. 


Vagues d’oxydation 


Voici l'allure de la courbe courant-potentiel d’oxydation de l’ion iodure en solution : 





0,5 il E(V 


Expliquer cette forme particulière qu’on appelle vagues successives d’oxydation. 


Mur du solvant 


Les potentiels standard des couples de l’eau sont 
E (H>0/Hb (g)) = 0,00 V et E°(0>(g)/H20) = 1,23 V 
Celui du couple peroxodisulfate/sulfate est 
EU(S202" (aq)/SO£" (aq)) = 2,01 V 
Voici l'allure de la courbe courant-potentiel d’oxydation d’une solution aqueuse 


d'acide sulfurique (assimilé ici à un diacide fort) de concentration co = 0,5 mol: L-1, 
dans laquelle trempe une électrode de platine. 
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À j(Am ) 








— —2000 


a) Pourquoi ne peut-on tracer directement la courbe courant-potentiel des couples 
de l’eau en utilisant de l’eau pure ? 


b) L'oxydation du sulfate apparaît-elle nettement ? 
c) Expliquer pourquoi en justifiant la locution «mur du solvant» . 
d) Quel est le pH de la solution ? 


e) Quelle est la surtension cathodique ? 


Fer et zinc dans l’eau 


On plonge un barreau de fer et un barreau de zinc dans l’eau salée (les ions chlorure 
et sodium ne servent qu’à assurer la conduction électrique). On relie ces deux bar- 
reaux par un fil conducteur. On observe un dégagement gazeux au niveau de l’élec- 
trode de fer, et un précipité blanc au niveau de l’électrode de zinc. On donne 


E(Zn?2*/Zn) = -0,76 V 
E0(Fe2*/Fe)=-0,44V et pKs(Zn(OH))) = 17 
E(H*/H) = 0,00 V 


La surtension cathodique pour le couple de l'hydrogène sur l’électrode de fer est 
nc = -0,20 V. 


a) Pourquoi peut-on prendre la pression du gaz dans les bulles égale à la pression 
atmosphérique Po = 10° Pa ? 


b) Tracer l'allure des courbes courant-potentiel. 


c) Interpréter les observations, estimer le potentiel mixte grâce à ces courbes et pré- 
ciser la construction permettant de déterminer l'intensité i de fonctionnement. 


d) Écrire l'équation bilan de la réaction chimique et calculer sa constante d’équi- 
libre. 


e) Justifier thermodynamiquement que la réaction a lieu dans les conditions de l’ex- 
périence. 


f) En notant V, le volume moyen d’une bulle de gaz, déterminer la relation entre à 
et le nombre de bulles qui se dégagent par seconde. 
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Corrosion du zinc par l'acide 


Une plaque de zinc est trempée dans une solution acide. On admet que la surface de 
l’électrode pour le courant cathodique et pour le courant anodique sont égales. Une 
étude expérimentale donne les modèles mathématiques suivants pour les courbes 
courant-potentiel d'oxydation du zinc et de réduction de H* sur l’électrode de zinc : 


E = 0,0774l0g ja — 0,1956 
E = -0,0780log| je| — 0,778 


où j est exprimé en A: cm ?etE en volt. 
a) Écrireles demi-équations et l'équation bilan de la corrosion du zinc par l'acide. 
b) Calculer la densité de courant de corrosion jcor et le potentiel de corrosion Ecor. 


c) On donne 
Myn = 65,4 g-mol !, pyn = 7 140 kg-m et. F = 96 490 C-mol | 


Définir et calculer la vitesse de corrosion de la pièce métallique mesurée en mi- 
cromètres par année. 


Potentiel standard du couple O:/H,0 en milieu basique 


Le potentiel standard du couple O2 (g)/H20 est EQ = 1,23 V. À 298 K, le produit io- 
nique de l’eau (constante de l'équilibre d’autoprotolyse de l’eau) est Ke = 10714. 


a) Écrire la demi-équation rédox du couple dioxygène/eau en l’équilibrant avec 
H* (aq) puis avec H30* (aq). 


b) Donner l'expression de l’enthalpie libre standard de réaction ArG£ de cet équi- 
libre dans le sens de l'oxydation. 


c) Écrire la réaction d’autoprotolyse de l’eau. 


d) Donner l'expression de l’enthalpie libre standard de réaction A7G$ de cet équi- 
libre. 


e) Écrire la demi-équation rédox du couple dioxygène/eau en l’équilibrant avec 
HO (aq). 

f) Donner l'expression de l’enthalpie libre standard de réaction ArGS de cet équi- 
libre dans le sens de l'oxydation. 

g) En déduire le potentiel standard E2 du couple O2(g)/H20 en milieu basique. 


h) Vérifier que le potentiel de Nernst du couple entre le dioxygène et l’eau est le 
même qu’on équilibre la demi-équation avec H* ou avec HOT. Quel est alors 
l'intérêt d’avoir les deux écritures ? 


i) Justifier qu’une micropile est constituée entre deux zones d'aération différente, 
c'est-à-dire où la pression partielle en dioxygène est différente. 
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Justification du phénomène de corrosion différentielle par hétérogénéité 
du support 


Un alliage de deux métaux M et N est plongé dans une solution d’acide sulfurique. 
Les potentiels standard sont classés ainsi 


EV (N?* (aq)/N(s)) < EU (M?* (aq)/M(s)) < 0 


Justifier que si un atome de M est oxydé par H*, lion formé est immédiatement ré- 
duit par N. On en déduit la proposition du cours : « c'est toujours le métal N dont le 
couple a le plus faible potentiel qui sera corrodé ». 


Justification du phénomène de corrosion différentielle par hétérogénéité 
du milieu 


Une pièce en métal M est plongée dans de l’eau aérée, dont la concentration c en 
dioxygène dissous décroît avec la profondeur. On note co sa valeur sur la face supé- 
rieure de la pièce, proche de la surface, et c1 sa valeur sur la face inférieure de la pièce 
(c1 < ©). Les potentiels standard des couples sont 


E° (02 (aq)/HO7 (aq)) = 0,40 V, E° (M?* (ag)/M(s)) = —0,40 V 


a) Exprimer les potentiels de Nernst des couples en surface et en profondeur en sup- 
posant le pH proche de 7 et [M2*] = 107° mol-L-!. 


b) On suppose qu'il y a beaucoup de dioxygène dissous en surface, de l’ordre de 
cs = 1074 mol-L-! et très peu en profondeur, de l’ordre de c1 = 10715 mol-L-!. 
Par construction graphique, déterminer l’ordre de grandeur des potentiels mixtes 
pour une électrode de fer en surface et cette même électrode en profondeur. 


c) On trempe une électrode de fer dans un bécher d’eau riche en dioxygène, et une 
autre électrode de fer dans un bécher d’eau pauvre en dioxygène. On relie les deux 
électrodes par un fil et les deux solutions par un pont salin. Qu’observe-t-on ? En 
déduire la proposition du cours : « on observe toujours la corrosion du métal là 
où la concentration en oxydant est la plus faible, et la réduction de l’oxydant là où 
elle est la plus forte ». 


Expérience de la goutte d’eau d’'Evans (résolution de problème) 


Dans un bécher d’eau, on verse quelques gouttes de phénolphtaléine (qui rosit à pH 

basique) et quelques gouttes d’un amplificateur de teinte qui renforce la teinte verte 
de l'ion Fe?*. On dépose une goutte de ce liquide à la surface d’une plaque de fer. 
On observe que la périphérie de la goutte devient rose et que son cœur devient vert. 
Expliquer ces phénomènes. 


Couronne rose 
coeur vert 










Èv: 
goutte d’èau 
plaque 


de fer 
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Protection par dépôt de nickel 


On veut protéger un bloc de fer de la corrosion en le recouvrant d’un dépôt de ni- 
0 _— 0 == é 

ckel. On donne Es ,,,., = —0,44VetE 2, 4 = —0,25 V. Le bloc est plongé dans de 

l’eau comportant du O2 en solution. Une rayure apparaît dans la couche protectrice. 


Expliquez ce qui se passe. 

















air 
eau 
nickel 4 1 
fer 
Électrozingage 
On donne ane = 0,44 Vet ET = —0,76 V. 


a) La température de fusion du fer vaut 1 538 °C, celle du zinc vaut 420 °C. Proposer 
un procédé physique de réalisation du dépôt de zinc sur le barreau de fer. 


b) Un barreau de fer recouvert de zinc vernis en surface est plongé dans l’eau com- 
portant du O: en solution. Une rayure apparaît dans la couche protectrice. Expli- 
quez ce qui se passe. 


air 


eau 
vernis En 
zinc \ 


fer 
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Application numérique pour une anode sacrificelle 


Une plaque de fer de masse m = 56 g correspondant à une mole est plongée dans 
une solution acide. Voici l'allure des courbes courant-potentiel du fer, du zinc et du 
couple H* (ag)/H2(g) : 











a) La réaction se fait dans l’eau de mer et le Fe2* est éliminé au fur et à mesure. 
Faire un dessin expliquant le mouvement des ions, atomes, électrons lors de la 
corrosion. 


b) Au bout de combien de temps la plaque de fer est-elle totalement corrodée ? 


c) On place maintenant en concurrence une plaque de fer et des plots en zinc reliés 
à la plaque. Comment est déplacé le point de fonctionnement ? Justifier que le fer 
n’est plus corrodé. 


d) Les plots de zinc représentent une quantité de matière de 0,2 mol. Au bout de 
combien de temps faut-il les remplacer ? 


Potentiel de Flade 


Expliquer le diagramme suivant où EF s'appelle le potentiel de Flade. Quel est le 
phénomène de protection contre la corrosion associé ? 


di 
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Protection anodique, cathodique du fer à béton 


Voici le diagramme potentiel-pH simplifié du fer. 


Le’ 


a 
b) 


c) 


d) 


e) 














AE(V) 
1e 
+ Fe(OH) ; 
pH 
t Lo CRE PS OR 
Fe 2+ 5 10 
—1+ Fe 





Définir les zones d’immunité, de corrosion et de passivation du fer. 


Un béton armé est muni d’armatures en fer (fers à béton) noyées dans le béton 
lors de sa coulée. Le potentiel de ces armatures est pris égal à —-0,40 V. Pour du 
béton frais, le pH est égal à 13. Que peut-on en conclure ? 


Au cours du temps, on dit que le béton se carbonate, le dioxyde de carbone se 
comporte comme un acide et le pH du béton baisse progressivement. Que se 
passe-t-il quand il devient inférieur à 7 ? 

La protection anodique est un procédé où on porte le fer à un potentiel tel qu’il 
est plongé dans sa zone de passivation. Pour quel pH ce procédé est-il possible et 
pourquoi emploie-t-on le terme anodique ? 


La protection cathodique est un procédé où on porte le fer à un potentiel tel qu’il 
est plongé dans sa zone d’immunité. Quel potentiel doit-on choisir à pH = 1 et 
pourquoi emploie-t-on le terme cathodique ? 


Étude d’une pile cuivre aluminium 


On considère une pile formée d’une électrode de cuivre plongée dans une solution 
contenant des ions Cu?* et d'une électrode d'aluminium plongée dans une solution 
contenant des ions AF*. Les volumes des solutions sont identiques Vi = V2 = 50 mL, 
les concentrations initiales sont identiques 


(Cu?*]; = [A+]; =1,0:10% mol-L_! 


et les masses initiales des deux électrodes sont identiques mCcy = May = 0,50 g. On 
donne 


EU (A+ /AI(s)) = —1,66 V et E°(Cu?* /Cu(s)) = 0,34 V 


Mcu = 63,5 g-mol | et May =27,0g-mol | 
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On donne les courbes courant-potentiel à l'instant initial 


Ai (mA) 











a) Écrire l'équation bilan de la pile. 


b) Calculer les potentiels de Nernst et la tension à vide de la pile à l'instant initial. 
Préciser les graduations de l’axe des potentiels sur le diagramme et compléter les 
pointillés. 

c) On court-circuite la pile. Déterminer l'intensité de court-circuit i et le potentiel 
mixte En. 


d) Calculer la variation de la concentration en ions aluminium (III) et en ions cuivre 
(I) si la pile est laissée en court-circuit pendant 10 minutes. Pourquoi l'intensité 
baisse-t-elle pendant ce laps de temps ? 


Charge d’une pile par un résistor 


Une pile électrochimique a pour équation bilan Ox1 + Red = Redj +Ox2 avec 
l'échange d’un électron. On connaît les courbes courant-potentiel des deux couples. 
Quelle construction graphique faut-il faire pour déterminer l'intensité qui circule 
dans un résistor de résistance R alimenté par la pile ? 


Modèle affine de la caratéristique d’une pile 


Une pile électrochimique alimente un conducteur ohmique de résistance R variable. 
On mesure simultanément la tension à ses bornes et l'intensité qu’elle débite en 
convention générateur. Voici le graphe obtenu. 


Au 


. 
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a) On prend un modèle affine : 
u = (Ec—Ea)+(nc-na)-ri 


Donner la signification de chaque terme. 


b) Attribuer à chacun des trois termes du second membre un des adjectifs suivants : 
cinétique, électrique, thermodynamique. 


Électrolyse d’une solution de sulfate de zinc 


On veut réduire les ions zinc (ID en solution par électrolyse. On donne les potentiels 

standard E°(Zn?* /Zn) = —0,76 V, E°(02/H20) = 1,23 V et E0(S2027/S0°) = 2,01 V, 
la masse molaire Mn = 65,4 g:mol”!. On donne les courbes densité volumique de 
courant-potentiel suivantes : 


à j (A/m?) 


H,0 +0, 
+200 





2 E(V) 








a) Pour quelle raison les ions sulfate ne participent-ils jamais aux réactions d’élec- 
trolyse ? 


b) Écrire l'équation bilan de l’électrolyse d’une solution de sulfate de zinc. 
c) Déterminer la tension minimale nécessaire à l’électrolyse. 


d) On applique une tension de 2,7 V. Déterminer graphiquement la densité volu- 
mique de courant j. 


e) On dispose d’une solution de concentration [Zn?*] = 5,0: 10 1mol-L-1, On veut 
récupérer 500 kg de zinc métallique par jour. Calculer le débit de solution et la 
surface des électrodes de l’électrolyseur. 


f) Calculer la puissance électrique consommée par l’électrolyseur. 


Accumulateur au plomb 


Un accumulateur au plomb est formé par la juxtaposition suivante 
Pb(s)|PbSO, (s)lac. sulfurique|PbSO4 (s)|PbO: (s)|Pb(s) 


La solution d'acide sulfurique est à pH = 0. L’acide sulfurique H2S0O, est un diacide 
(pKA1 = -3 et pKa2 = 1,9), mais on suppose, pour simplifier les calculs, que c’est un 
diacide fort, totalement dissocié à pH = 0. 
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On donne les potentiels standard et la constante de solubilité 


a) 
b) 


c) 


d) 


e) 
f) 


8) 


E0(PbO2/Pb2*) = 1,46 V 
EU(Pb2+/Pb)=-0,13V  K,(PbSO4) = 2,53-1078 
E0(82057 /8027) = 2,01 V 


Déterminer la concentration [Of] dans la solution d'acide sulfurique. 


Écrire la réaction de dissolution du sulfate de plomb II dans l’eau, puis dans 
l'acide chlorhydrique. En déduire les solubilités respectives saq et sac. Que peut- 
on en conclure ? 


Pourquoi les ions sulfate libérés par la dissolution ne participent-ils pas aux réac- 
tions rédox ? 


Écrire les réactions bilans du fonctionnement en pile (décharge) et en électroly- 
seur (charge) de l’accumulateur au plomb. Faire un schéma détaillé des différents 
transferts de molécules, d'ions et d'électrons pendant la phase de décharge. 


Calculer la tension à vide de la pile. 


La batterie d’une automobile est constituée de la mise en série (par empilement 
de cellules, d'où le terme pile) de k accumulateurs du type étudié précédemment. 
Les caractéristiques de cette batterie sont les suivantes. La tension à vide est d’en- 
viron 12 V, sa capacité est Q = 100 Ah, l'intensité maximale qu’elle peut débiter 
lors de la phase de démarrage de l’automobile est max = 400 A pendant une mi- 
nute, la tension mesurée pendant cette phase est U = 10,5 V. Lorsque la voiture 
roule, l’alternateur, entraîné par le moteur, assure une tension d'environ 14 V aux 
bornes de la batterie. On estime qu’une batterie initialement complètement dé- 
chargée est complètement rechargée après 20 minutes de conduite (en coupant 
les phares et la climatisation). 


i) Quelle est la valeur de k ? 
ii) Donner l'allure des courbes courant-potentiel de ce dispositif. 


iii) On donne & = 96 500 C-mol |, My = 1,0 g-mol-|, Mo = 16 g-mol-| et 
Ms = 32 g-mol |. Calculer les masses de sulfate consommé et d’eau formée 
pendant une phase de démarrage qui durerait une minute. Proposer une ex- 
plication au fait qu'après cette phase, si la voiture n’a pas démarré, la batterie 
est « à plat », mais pourra éventuellement fonctionner à nouveau quelques 
minutes plus tard. 


Indiquer quelle réaction parasite peut produire du dihydrogène, et pourquoi cette 
production est potentiellement dangereuse. 
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Du mal à démarrer 


La rapidité ou la lenteur des systèmes peut être expliquée 
par des arguments qualitatifs relatifs à l’accès ou à l’évacuation 
des espèces qui réagissent. 

La conductivité explique la facilité de déplacement des élec- 


trons au sein de l’électrode. On pourra se demander si l’ordre des 
conductivités traduit celui des surtensions. 


L'écriture de la loi de Fick en géométrie cylindrique autour 


des électrodes met en évidence que le courant particulaire ionique 
est proportionnel à la variation par unité de longueur des concen- 
trations. On pourra travailler en ordres de grandeur et montrer 
que ce courant particulaire peut être très grand autour de l’anode, 
mais reste limité autour de la cathode. 


Les deux vagues d’oxydation correspondent aux oxydations 


successives des formes de l’iode en solution. 


L'interprétation du mur du solvant nécessite la prise en 


compte de facteurs thermodynamiques (comparaison des poten- 
tiels) et cinétiques (facteurs limitants pour la circulation des ions 
et molécules). 


On ne demande que l’allure des courbes, celles-ci doivent res- 


pecter les potentiels et les surtensions donnés par l’énoncé. Leur 
exploitation graphique est une application immédiate du cours. 
Le calcul de la constante d’équilibre et du nombre de bulles for- 
mées par seconde exploitent les potentiels (thermodynamique) et 
intensités (cinétique) du système. 


La recherche du point de fonctionnement est ici algébrique 


et non graphique. La vitesse de corrosion est la vitesse de diminu- 
tion de l’épaisseur de la couche de zinc. 


Il faut bien connaître les relations de thermochimie pour ré- 


soudre cet exercice, en particulier celle entre le potentiel standard 
et l’enthalpie libre de réaction. La demi-équation rédox écrite avec 
lion hydroxyde est la combinaison linéaire de celle écrite avec 
l'ion hydrogène et de la réaction d’autoprotolyse de l’eau. 


La règle du gamma permet de conclure si les potentiels sont 


dans le même ordre que les potentiels standard. 
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La règle du gamma permet de conclure après calcul des po- 
tentiels des couples grâce à la formule de Nernst. L’explication du 
phénomène utilise la mise en connexion des deux micropiles. 

Le principe de corrosion différentielle par hétérogénéité de 
concentration, appliqué entre le coeur et la périphérie de la goutte, 
permet d’expliquer le phénomène. 

L'application de la règle du gamma permet de déterminer 


quel métal s’oxyde, et d’en déduire l’évolution du système. 


L'application de la règle du gamma permet de déterminer 


quel métal s’oxyde, et d’en déduire l’évolution du système. 


La relation i = n#V permet le calcul des vitesses de réaction 


et d’en déduire les durées de disparition. 


L’oxyde forme une couche protectrice isolante. 


L’énoncé propose un voyage dans le diagramme potentiel- 
pH. Il suffit souvent d’observer l’espèce prédominante pour 
conclure. 

Le calcul des potentiels de Nernst permet de déterminer les 
graduations. La lecture du point de fonctionnement est classique. 
On calcule l’avancement final en supposant la vitesse de réaction 
constante. Un tableau d'avancement permet de calculer les quan- 
tités finales. 

La pile n’est pas en court-circuit donc la construction clas- 
sique est fausse. On peut tenter de traduire la loi d'Ohm Vc—VA = 
Ri par Vc = VA + Ri et interpréter graphiquement cette relation. 

En modélisant une partie de la courbe par une fonction af- 
fine, on identifie les différents termes à ceux proposés. L’interpré- 
tation des différents termes nécessite un vocabulaire précis. 

Lorsque la construction graphique est effectuée, les calculs 


sont analogues à ceux menés dans le cas de la pile. 


Les questions (a) à (d) nécessitent des connaissances très di- 


verses en chimie des solutions et en thermochimie. Pour la ques- 
tion (e), il faut combiner les différentes données (E° et K,) pour 
calculer les potentiels de chaque couple en jeu. 
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Corrigés des exercices 


a) Il s’agit de l’électrode à hydrogène, où une électrode est 
plongée dans une solution acide, et alimentée par du gaz 
dihydrogène qu'on fait buller le long de l’électrode. Si le 
pH vaut 0 et la pression partielle en dihydrogène vaut 1 bar, 
c'est l’électrode standard à hydrogène (ESH). 


b) La présence de bulles de dihydrogène qui adhèrent à l’élec- 
trode empêche partiellement le contact des ions hydro- 
gène en solution avec cette électrode, ce qui ralentit la ré- 
action. Dans le cas du fer, les ions en solution n’ont pas 
d'obstacle à l'approche ni à l'éloignement de l’électrode. 


c) Onlit sur le graphe na = 0,25 V et nc = —-0,25 V. 


a) On lit sur le graphe nc(Zn) = —-1,0 V, nc(Fe) = -0,5 V et 
nc(Pt) = -0,2 V. 


b) Le zinc est plus conducteur que le fer, lui-même plus 
conducteur que le platine. Le déplacement des électrons 
est donc plus facile dans le zinc que dans le fer, dans le fer 
que dans le platine, ce qui tendrait à provoquer la crois- 
sance, à E donnée, de |i| du platine au fer, du fer au zinc. 
Or c’est le contraire qui est observé. On ne peut donc ex- 
pliquer la différence entre les surtensions par celle des 
conductivités des métaux qui constituent l’électrode. 


Dansla partie anodique (i > 0), le facteur limitant de la vitesse 
de réaction est l'évacuation des ions argent. Dans la partie ca- 
thodique (i < 0), c’est l'accès des ions en solution à l’électrode. 
Dans la géométrie cylindrique autour de l’électrode, la loi de 
Fick s'écrit 

Ô[Fe?*] . 
D Care Ur 


Dans le cas de l’évacuation, lorsqu'on augmente l'intensité, 
on augmente la concentration des ions argent (par oxydation 
des atomes Ag) autour de l’électrode, celle-ci peut devenir ex- 
trêmement forte, de l’ordre de 


ÿ=- 


c=1mol-L'l 


alors qu'à une distance d (de l’ordre du centimètre) d’elle 
cette concentration est celle de la solution, inférieure ou de 
l’ordre de 

Cs = 10% mol-L_l «c 


La loi de Fick donne l’ordre de grandeur de la densité de cou- 


rant molaire 
> Cs—C 


Dc 
= D ü 
JP a 


Ur = a" 








Le courant particulaire axifuge croît donc proportionnelle- 
ment à c, et c croît avec i, il n’y a donc pas de courant limite 
de diffusion, donc pas de saturation. 

Dans le cas de l’accès, lorsqu'on augmente la valeur absolue 
de l'intensité, on diminue la concentration des ions argent (ré- 
duits en Ag) autour de l’électrode, celle-ci peut devenir prati- 
quement nulle 

c=0mol-L | 


alors qu’à une distance d (de l’ordre du centimètre) d’elle 
cette concentration est celle de la solution, inférieure ou de 
l'ordre de 

Cs = 107% mol-L_! 


La loi de Fick donne l’ordre de grandeur de la densité de cou- 

rant molaire 

cs —0 
d d 

Le courant particulaire axipète ne peut donc dépasser cette 

valeur qui forme le courant limite de diffusion, il y a donc sa- 

turation. 





Jp =-D 


Pour E < 0,53 V, l'espèce stable de l’iode est l’ion iodure 
pour lequel le nombre d’oxydation de l’iode vaut -I. On dis- 
tingue sur le graphe la première vague d’oxydation pour 
Ee [0,53;0,7] correspondant à l'oxydation de l’ion iodure. L'in- 
tensité du courant correspond à la libération d'électrons selon 
la demi-équation rédox 


21 (ag) =l2(aq)+2e (à) 


On observe ensuite une saturation, éventuellement impu- 
table à la mauvaise évacuation des molécules de diiode, avec 
un nombre d’oxydation de l’iode égal à 0. Pour E > 0,7 V, l’es- 
pèce stable devient 10, où l’iode a un nombre d’oxydation 
égal à +V. On a donc les deux oxydations successives 


21 (aq) =l2(aq)+2e (à) 
21" (aq)+6H20 = 210, (aq) + 12H (ag)+12e (i1+i2) 


Les intensités se somment, les deux courbes courant- 
potentiel se superposent et on observe la deuxième vague 
d’oxydation. 


a) L'eau pure est très faiblement conductrice car très pauvre 
en ions, le courant électrique ne peut donc circuler libre- 
ment, et même si la réaction est thermodynamiquement 
et cinétiquement favorable, la résistance interne très forte 
la rend électriquement presque impossible. 
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b) L'oxydation du sulfate ne se produit que pour E > 2,01 V. 
Or ce potentiel est supérieur au potentiel standard d’oxy- 
dation de l’eau (1,23 V), même augmenté de la surten- 
sion anodique (de l’ordre de na = 0,5 V sur le graphe). Lors- 
qu'on le dépasse, on observe une seconde vague d’oxyda- 
tion (voir exercice 18.4) mais l’eau (solvant) étant beau- 
coup plus abondante que le sulfate, l'intensité À» d'oxyda- 
tion du sulfate est très faible devant celle d’oxydation de 
l'eau. On distingue cependant sur le graphe une légère in- 
flexion de la courbe. 


C 


— 


Comme l’eau est le solvant, elle est très abondante et il 
n'y a pas de saturation. L'intensité croît donc fortement 
avec le potentiel, ce qui forme une asymptote presque ver- 
ticale. Les potentiels élevés sont donc presque impossibles 
à atteindre. On n’observe presque jamais l'oxydation d’es- 
pèces de potentiel standard très supérieur à 1,23 V+naA, 
c'est le cas du sulfate. L’asymptote forme un mur infran- 
chissable. 


d 


T 


L'acide sulfurique étant un diacide fort, il se dissocie tota- 
lement en 


H2S04 + H20 — 2H30* (aq) + SOË 
On en déduit 


[H30*]=2c0 =1,0 mol:L-! donc pH=0 


— 


e) La demi-équation rédox de réduction de l’eau est 


2H30* (aq) +2e- = H)(g) + 2H20 
Le potentiel de Nernst du couple est 
(H30*1? 


PH, 
Po 


à 0,06 
ECH*/H2) = 0,00 + —— log 


À pH=0, [H30*] = 1,0 mol- L-L. Les bulles de dihydrogène 
qui se forment sont en équilibre physique avec la solution, 
donc quasiment à la pression atmosphérique à une profon- 
deur de quelques centimètres et 


PH = Po=1bar 
On en déduit que E(H*/H2) = 0 V. Sur le graphe, on 


constate que la pente de la tangente à l’origine est non 
nulle. La surtension cathodique est donc nulle. 


Le’ 


a) Les bulles de gaz se forment très près de la surface, elles 
sont en équilibre de pression avec le liquide, donc à une 


pression proche de Po. 
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b) Les oxydations du fer et du zinc sont rapides car l’électrode 
est en métal. On tient compte de la surtension du couple 
de l'hydrogène sur l’électrode de fer. 











c) Le gaz qui se dégage sur l’électrode de fer est de le dihydro- 
gène 
2H* (ag) +2e_ = H2(g) 


Le précipité blanc est de l’hydroxyde de zinc qui se forme 
par les deux processus successifs 


Zn(s) = Zn?* (aq) + 2e 
Zn?+ (aq) + 2HO7 (aq) = Zn(OH))(s) 


La construction du point de fonctionnement entre les 
couples du zinc et de l'hydrogène donne le potentiel mixte. 


Em = —0,48 V 


On remarque qu’à ce potentiel, le fer est dans sa zone d’im- 
munité. L'intensité de fonctionnement est l’ordonnée 


i=in=-ic 


d 


T 


La réaction chimique est la combinaison d’un équation ré- 
dox et d’une réaction de précipitation 


(R) : Zn(aq) + 2H* (aq) = Zn2* (aq) + H2 (9) 
E) : Zn?+ (aq) +2H07 (aq) = Zn(OH)(s) 


Zn(s) +2H* (aq) + 2H07 (aq) = Zn(OH); (s) + H2(g) 
qu'on peut écrire 
(B) : Zn(s) +2H20 = Zn(OH)(s) + H2(9) 


La constante d'équilibre de la réaction rédox est obtenue 
en identifiant les potentiels de Nernst 








0,059 _. 0,059. [H*]2 
—0,76+ ——— log[Zn<"] = 0,00 + log 
2 Pr 
Po 
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e) 


f) 


a) 


b) 


2(0,00+0,76) 


[Zn?2+] : PH 
22 Po 0,059 


26 
= 10 
[(H+]2 


donc KR = = 10 


On en déduit 
P. 
ke PH (Zn2+] 2 1H+2(H07 72 
BU Po  (H‘]2{Zn2]IHO Je 


KrK2 _ 1026.107 14 


… 15 
Ks 10-17 ne 


soit KB = 





On a Px, = Po = 1 bar donc le quotient de réaction vaut 


PH 
Q7r = TL =1<« KB 
Po 
La réaction est donc thermodynamiquement très favo- 
rable. 


L'intensité de fonctionnement est proportionnelle à la vi- 
tesse de réaction. L'équation (B) est écrite avec l'échange 
de ñn = 2 électrons, donc 


an 
i=29N = 29 





Lorsque dnx, moles de dihydrogène sont produites, la loi 
des gaz parfaits donne le volume correspondant 


dnx RT 
0 
V. dnyx, RT 
soit AN = be bulles 
Vp PoVp 


On en déduit la production de bulles 


aN iRT 


— = ———— bulles par seconde 
dt  2ZPoVp 


Les demi-équations s’écrivent 


Zn(s) = Zn?* (aq) + 2e 
2H* (aq) + 2e = H)(g) 


Au point de fonctionnement, les potentiels sont égaux et 
les densités de courant opposées 


Ïc = —jA = jcor 
On en déduit 


0,0774l0g jcor — 0, 1956 = —-0,078010g jcor — 0, 778 


—0,778+0,1956 
donc jcor = 100074100780 = 107748 = 1,788.10 * A.cm ? 





c) 


a) 


b) 


c) 
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soit jcor = 1,788 A-m ? 


Pour cette valeur, on vérifie l'identité des potentiels qu’on 
identifie au potentiel de corrosion 


Ecor =0; 0774log Jcor — 0,1956 


= —0,078010g jcor — 0, 778 = 0,486 V 


La vitesse de corrosion est la vitesse de décroissance de 
l'épaisseur de l’électrode. Soit S sa surface. L'intensité de 
corrosion est 


icor = Jcor'S 
En notant V la vitesse de réaction, en considérant que 2 
électrons sont échangés, il vient 


à 
icor = 2FV =2# TS 


La disparition de -dn7h moles de zinc correspond à la dis- 
parition d’une masse 


—dMzn = -dn7n *Mzn 


donc d’un volume 


Rapporté à la surface $ de l’électrode, la variation d’épais- 


seur est donc 


—d 
qe = 


On en déduit la vitesse de corrosion 


Ve —de = Mn jcor 


dt 2Hzn7 


Vcor = 8,487-10 11 ms 1 =2678 pm-an ! 


La demi-équation s'écrit (dans le sens de l'oxydation) 
2H20 = 4H* (aq) + O2 (g) +4e7 
ou, en ajoutant 4H20 
(1) : 6H20 = 4H30* (aq) + O)(g) +4e7 


Comme on a vu dans le cours de thermochimie, dans le 
sens de l'oxydation 


ArG? =4SES 
La réaction d’autoprotolyse de l’eau s'écrit 


(2) : 2H20 = H30* (aq) + HOT (aq) 
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d) Comme on l’a vu dans le cours de thermochimie 


T 


ArG?=-RTInKe 


e) En ajoutant 4HO7 à chaque membre de la demi-équation 
de la question (a), et en utilisant l’autoprotolyse de l’eau, il 
vient 


6H20 +4HO7 (aq) = 8H20 + Oz (g) + 4e 
soit (3) : 4HO (aq) = 2H20 +O(g) +4e 
f) Cette réaction est la combinaison linéaire 
(8)= (1) —-4% (2) 
On en déduit 
ArGS = ArGŸ —4%x ArGD 


g) En appliquant une nouvelle fois la relation entre enthalpie 
libre standard de réaction et potentiel standard, il vient 


ArGS =4SES 
donc 4FES = 4FEŸ —4RTInKe 
te0=E0 RTK, = E0 logKe = V 
soit E3 = Arr e = E; —-0,059logKe = 0,404 


h) La formule de Nernst s'écrit 


TZ 


0,059 Po 
log 2 


E3 = 0,404+ e 
' 4 [HO-]4 





0,059 Po, [H*]* 
soit Es = 0,404+ — log 02 
4 Ki 


0, 





| 059 _ 
soit E3 = 0,404 + 108 (Po; (H*] ]+0,059 x 14 





— log(Po,H*1‘) 


On retrouve donc exactement la formule de Nernst de 
la demi-équation (1). L'intérêt de l'écriture (3) est la sui- 
vante : dans l’eau la quantité d'ions H* (aq) est très faible, 
et la réaction (1) semble donc difficile par trop faible quan- 
tité de ce réactif, alors que la (3) met en évidence la libé- 
ration d’ion hydroxyde HOT (aq) (dans le sens de la réduc- 
tion) indépendamment de l’acidité du milieu lorsque le di- 
oxygène oxyde un métal par exemple. 


soit E3 = 1,23 + 


i Le potentiel de Nernst dépend directement de la pression 
partielle en dioxygène. Une micropile est donc constituée 
entre deux demi-piles d'aération différente. Comme E3 est 
une fonction croissante de P(O2), l’anode où se déroulera 
l'oxydation 


O2 (g) +4e +2H20 = 4H0O (aq) 
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est du côté de la solution la plus aérée et la cathode où se 
déroulera la réduction 


4HOT (aq) = O2 (9) + 4e7 +2H20 


est du côté de la solution la moins aérée. 


La règle du gamma permet de justifier simplement la pro- 
priété, à condition que les potentiels soient ordonnés comme 
les potentiels standard, ce qui nécessite en particulier des 
concentrations en ions métalliques équivalentes. 


iE 
. 
H LH, 
M*D M 
NON 





Si un atome M est oxydé selon la réaction (gamma du haut) 
M(s) + 2H* (aq) = M?* (aq) + Ho (g) 
alors l'ion M2* est réduit selon la réaction (gamma du bas) 
M2* (aq) + N(s) = M(s) + N°* (aq) 


Les potentiels des couples métalliques pourraient être inver- 
sés par rapport aux potentiels standards si la concentration 
en ions M?* dans la solution au voisinage de l’électrode était 
très inférieure à celle en ions N?*. En effet, d’après la formule 
de Nernst 


Em < EN & EŸ, +0,0310g[M?*] < EQ + 0,0310g[N°*] 


0 _E0 
[M?2*+ EX Eu 


soit <10 006 





[N2+ 
Ainsi, pour une faible différence de potentiels standard, de 
0,12 V par exemple, l’inversion est observée si 


[M2+ 


Re 1074 





Dans ce cas, l'acide oxyde de façon exclusive le métal M, 
en produisant des ions M?* qui vont s’accumuler autour de 
l’électrode avant d’être disséminés dans la solution par diffu- 
sion, donc la concentration en ions M?* va augmenter et réta- 
blir l’ordre des potentiels standard. Notons que si la solution 
possède une concentration très élevée en ions N?+, il reste 
possible que l’ordre des potentiels reste inversé par rapport 
à celui des potentiels standards, et que ce soit bel et bien M 
qui s’oxyde plutôt que N. Comme on étudie dans ce chapitre 
la corrosion humide en présence d’eau, ce cas est très peu pro- 
bable. 
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a) Les demi-équations rédox s’écrivent 


2H20 +0: (aq) +4e° =4HO7 (aq) 
M°?* (aq) + 2e” = M(s) 


Par application de la formule de Nernst 


= — 0,06 [O2] 
E(O2/HO )=0,40 + “7 l08Ho- 


E(M?+/M) = -0,40+ 296 og[M?*] 


Esurface(02/H0°) = 0,82 +0,015l0g co 
Eprofondeur(02/H07)= 0,82+0,015l0g c1 
E(M?+/M) = -0,55 V 


donc 


b) Calculons les potentiels de Nernst du couple O2/HOâ» en 
surface et en profondeur. 


Esurface(02/H0°) = 0,76 V 


d _ 
. Eprofondeur(02/H0 )= 0,60 V 


La construction graphique permet d'estimer et de compa- 
rer les potentiels mixtes. 


Ai 









0,60 0,76  E(V) 
L + = 
1 





On lit 
EMsurface = 0,02 V et EMprofondeur = —0,10 V 


donc, indépendamment de la construction graphique 


EMsurface > EMprofondeur 


c) Quand on fait le branchement indiqué, le potentiel mixte 
de la demi-pile aérée étant supérieur à celui de la désaé- 
rée, le courant dans le fil de court-circuit se déplace dans 
le sens des potentiels décroissants. La cathode est donc 
l’électrode plongée dans l’eau aérée, l’anode est celle plon- 
gée dans l’eau désaérée. Il y a donc réduction au niveau de 
le première, oxydation au niveau de la seconde. Il y a donc 
corrosion en profondeur, là où la concentration en dioxy- 
gène est la plus faible. 
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Selon le principe de la corrosion différentielle par hétéréogé- 
néité de concentration, l'oxydation de la plaque de fer se dé- 
veloppe là où la concentration en dioxygène dissous est mini- 
male, donc au cœur de la goutte. La concentration en dioxy- 
gème dissous est maximale à la surface de la goutte. Mais la 
réduction du dioxygène n’est possible que là où les électrons 
libérés par l'oxydation du fer peuvent arriver, donc au contact 
de la plaque de fer conductrice. C’est donc à la périphérie de 
la goutte que le dioxygène est réduit. On observe donc : 


° au cœur de la goutte 
Fe = Fe?* +2e 


avec l'apparition d’une couleur verte caractéristique de 
l'ion Fe2+ 
+ à la périphérie de la goutte 


2H20 +O2(aq) +4e =4H0O (aq) 


le milieu devient basique et la phénolphtaléine rosit. 


Le nickel étant moins réducteur que le fer, c’est le fer qui se 
corrode. Si un atome de nickel s’oxydait, l’ion nickel serait im- 
médiatement réduit par un atome de fer. On observe donc 
une extension de la zone de fer corrodée sous la couche de 
nickel. 


air 


nickel 


extension de la cavité 





fer 














a) Ontrempele barreau de fer dans du zinc liquide à une tem- 
pérature comprise entre 420 °C et 1 538 °C, puis on laisse 
refroidir le système, le zinc liquide se resolidifie et forme 
une couche protectrice. 


b 


TZ 


La couche de zinc étant protégée par du vernis, les parois 
internes de la fissure sont au contact de l’eau aérée. Le zinc 
étant plus réducteur que le fer, c’est le zinc qui se corrode. 
Si un atome de fer s’oxydait, l'ion fer serait immédiatement 
réduit par un atome de zinc. On observe donc une exten- 
sion de la fissure sous la couche de vernis, donc une exten- 
sion de la zone de fer découverte. 
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air 


vernis 


né extension de la fissure 














a) Voici le schéma des divers échanges. 
HO 


Re 2 
Fe 2+ 





b) La relation du cours entre la vitesse de réaction et l’inten- 
sité du courant de corrosion s'écrit 


i=2FN=-2F 





dnpe i 
donc ñfe = ñ9 —- —t 
Fe 0 2% 


Ici, ñ0 = 1,0 mol et à la date de disparition du fer : 


F0 





Nre=0&1= =715-106 s 

soit { — 20 ans. Cette valeur est surestimée, car le mor- 
ceau de fer se désagrège lors de l'oxydation, la surface de 
contact (facteur cinétique) augmente, et donc la vitesse 
augmente au cours du temps. 


c) Le point de fonctionnement est obtenu graphiquement : 
le potentiel de corrosion vaut Ecor = —-0,47 V et l'intensité 
icor = 2,7 mA. À ce potentiel, l'intensité de corrosion du fer 
est nulle. Le fer est donc protégé et seul le zinc s’oxyde : il 
se « sacrifie » au bénéfice du fer. 


d) L'intensité de fonctionnement avec le zinc vaut 2,7 mA 
contre 0,6 mA avec le fer. Le plot représente une quantité 
de matiÂ”re de 0,2 mol contre 1 mol pour le fer. La durée 
de disparition vaut donc 


soit {= lan. 


La première vague d’oxydation transforme le fer métallique 
(n.0.=0) en ion Fe2+ (n.0.=+IT) qui passe en solution. À plus 
fort potentiel, la forme stable devient Fe203 (n.0=+IIT). Au 
lieu d'observer une augmentation de l'intensité du courant, 
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comme c’est le cas dans les vagues successives d’oxydation, 
l'intensité diminue. L'oxyde de fer est solide et isolant et il se 
forme en se déposant à la surface du matériau. Il forme une 
couche isolante et protectrice du fer, bloquant le mouvement 
des ions et des électrons. L’intensité diminue donc, et s’annule 
au potentiel de Flade. L'intensité redevient non nulle quand 
on atteint le potentiel d'oxydation de l’eau de l’ordre de 1,23 V 
(auquel on ajoute une éventuelle surtension anodique). 


a) La zone d'immunité est celle d'existence de Fe(s). Celles 
de corrosion sont celles de prédominance des espèces io- 
niques Fe?* et Feÿ*. Les zones de passivation sont celles 
d'existence des hydroxydes Fe(OH)2(s) et Fe(OH); (s). 


b 


TZ 


Pour (E = —-0,40 V,pH= 13), on est dans la zone de passiva- 
tion du fer, la couche d’'hydroxyde le protège. 


c) Pour (E = -0,40 V,pH < 7), on est dans la zone de corro- 
sion, le fer s’oxyde en Fe°*. 


d 


T 


Ce procédé n’est possible que pour pH > 2, car pour 
pH <2, il n’y a plus de zone de passivité. On impose alors 
l'oxydation de l'ion Fe2* en Fe(OH)3 et c’est à l’anode que 
l'oxydation se produit. On se place à un potentiel supérieur 
au potentiel de Nernst du couple. On impose donc 


Fe2* +3H20 = Fe(OH)3 +3H* +e— 


On vérifie ainsi que les électrons sortent de l’armature, et 
que l'intensité anodique, dirigée vers l’armature, est posi- 
tive. 


e) D’après le diagramme, on doit se placer à un potentiel infé- 
rieur à 0,45 V. On impose alors la réduction de l'ion Fe?* 
en Fe et c’est à la cathode que la réduction se produit. On 
se place à un potentiel inférieur au potentiel de Nernst du 
couple. On impose donc 


Fe?*+2e = Fe 
On vérifie ainsi que les électrons entrent dans l’armature, 


et que l'intensité cathodique, dirigée vers l’armature, est 
négative. 


a) Les deux demi-équations rédox sont 
Al= A+ +3e- et Cu?* +2e7 = Cu 


En multipliant la première équation par 2 et la seconde 
par3 : 


2A1+3Cu2* = 2AË* +3Cu 
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b) L'application de la formule de Nernst aux deux demi-piles 































































































donne : Le schéma électrochimique est le suivant : 
En = —1,66+ 06 Jog[Al$*] = —1,72 V - u 
= 0,06 2 
Ecu = 0,34+ LS logl[Cu?*] = 0,25 V Be i = E, 
La graduation est donc de 0,5 V par graduation en abs- | : 
cisse : | F 
\i (mA) i<04 Vx>0 
3+ F 
+1 
E(V) Ox 1 Ox 2 
05 Red, Red, 
Au point de fonctionnement : 








i=ia=-ic, u=Riet u =Ec-Ea donc Ec = Ea +Ri 

c) On détermine graphiquement le point de fonctionnement 
en cherchant le point où ia = —ic : Il suffit donc de modifier la courbe courant potentiel de 

. l’anode, donc du couple 2 en traçant 

i=1,2mAet Em = -0,75 V 


. E’ (à) = E2(i) +Ri 


T 


Voici le tableau d'avancement de la pile, avec l'échange de 


6électrons : La courbe modifiée est obtenue par un procédé graphique. On 


(umol) 3Cu2* +2A] = 3Cu  +2AP+ trace la droite (D) : i = £ ; point par point, pour ia donné en 


— = = ordonnée : 
initial 50 excès excès 50 $ : PT 
- = = — on relève EA en abscisse sur la courbe courant-potentiel ; 
t=10 min | 50—-3£ excès excès 50+2È 


— on relève E en abscisse sur la droite (D) ; 
— on fait la somme E} = Ea +E 


La relation entre l'intensité et la vitesse de réaction s'écrit : a 
et on porte le point de coordonnées (GE). 


dë 
PT je 
| di 


donc i-dt=6% .dë 


En supposant que i reste constant pendant la durée de l’ex- 
périence, la relation s'intègre entre t = 0 et ff = 600 s : 


itp=6%.Er 





it 
soit 6 f = . = 1,24 pmol 








On en déduit que 


50-106 —3 x 1,24.10-5 On cherche ensuite le point de fonctionnement par la mé- 
Cu] = 7 = 0,926-10 * mol-L_! | thode habituelle en superposant les courbes (,E/) et (i,Ec) 
RS 50-103 ! Per si 
50-1075 +2 x 1,24-1076 
A] = 2 — = 1,050: 10 Ÿ mol-L_! 


50-105 
Le potentiel de Nernst du couple du cuivre diminue, celui 
du couple de l’aluminium augmente : les courbes se rap- 
prochent, donc l'intensité du point de fonctionnement di- 
minue. 
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a) Onidentifie trois ordonnées clés sur l’axe des tensions. 


b) 








i 
= 





° Uide est la tension à vide, c’est-à-dire la différence entre 
les potentiels de Nernst des deux demi-piles : 


Uvide = Ec — EA 


e Uëgr est la tension effective à partir de laquelle la pile 
commence à débiter du courant. C’est la tension à vide 
corrigée des surtensions cathodique et anodique : 


Uesr = (Ec + nc) - (Ea + na) 


° _Usao est l’ordonnée à l’origine de la droite qui modélise 
la courbe dans sa partie rectiligne. Si on note —r la pente 
de cette droite, alors 


u = Ubao —ri 


Si on confond 
Ueff = Uoao 


on obtient bien le modèle affine 
u = (Ec + nc) - (Œa + na) -ri=(Ec-Ea)+(nc-na)-ri 


Le premier terme est la différence des potentiels standard 
des deux couples, directement reliés aux enthalpies libres 
standard de réaction des demi-équations 


A;G0 = +nFE° 


c'est donc la partie thermodynamique de l'expression. 
Le deuxième terme est la différence des surtensions algé- 
briques cathodique (négative) et anodique (positive), c’est 
donc un terme négatif qui diminue la tension à vide ; 
c'est donc la partie cinétique de l'expression qui prend en 
compte la nullité de à (donc de la vitesse de réaction) entre 
E et E+n. Le troisième terme, négatif, diminue encore la 
tension par la prise en compte des frottements modélisés 
par un conducteur ohmique, la résistance interne est r, 
c’est donc la partie électrique de l'expression. 
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a) 


b 


TZ 


c) 


d 


T 


e) 


Le couple du sulfate est au-delà du mur du solvant. L'oxy- 
dation de l’eau en dioxygène se fait à un potentiel inférieur 
à 2,0 V, et H20 étant le solvant, il est présent en très grande 
abondance et aucune saturation n'intervient, donc l'ion 
sulfate ne peut pas s’oxyder. 


Les demi-équations rédox sont 
Zn?* (aq) + 2e” = Zn(s) et 2H20 = 4H* (aq) + O2(g + 4e” 
La réaction bilan est donc 
2Zn?* (aq) + 2H20 = 2Zn(s) + 4H* (aq) + O)(g) 


avec l'échange de n = 4 électrons. 


La tension minimale est l'écart entre les abscisses aux- 
quelles les intensités des demi-courbes deviennent non 
nulles, soit Umin = 1,8 — (—0,76) = 2,56 V. 


Voici la construction graphique : 


4j (A/m? 


' 200 

















On obtient j = 400 A-m 2. 
La relation entre i = jS et la vitesse de réaction s'écrit : 


=4g À ag. nn 
dt 2 
En prenant i constant, on en déduit que la quantité de zinc 
produite en une journée (soit 86 400 secondes) est 
ÎS 
— 27.86 400 
Or Mzn = f7n Mn d'où 





i 
d d = —dt 
onc dn7n 2 


N7n 


2Fm 
= 21 = 13 m° 
86 400 jMyn 


Chaque seconde, la production massique de zinc est 
dm _ Mn 
dt 86400 


et la production molaire est donc 


an _ Mn 
dt 86400M7n 





Le débit vaut donc 
av 1 an Mn 


bi La à 
dt  [Zn2*] dt  86400[Zn2*]Myn 
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f) P=u.i=u.)iS =46kW. 
Pb 


Pb 
+ 
a) La réaction de l'acide sulfurique dans l’eau est totale car 4H 


c’est un acide fort et elle s'écrit PbO; 


a 
2e. | S04 2e 
H2S04 + 2H20 — 2H30* (aq) + SO (aq) | PbSO, PbSO, >} 


0e 























. so? 
À pH =0, [H30*]=1,0mol-L_l donc[S0%-]=0,5 mol-L_! É 
b) La réaction de dissolution dans l’eau et le tableau d’avan- 
cement correspondant s’écrivent 2H,0 
mol-L-l || PbSO4(s) | = Pb2*(aq) | +S02- (aq) 
initial Saq 0 0 
équilibre È Saq Saq e) L'énoncé ne donne pas les potentiels standard des couples 


À l'équilibre, le quotient de réaction est égal à la constante 
d'équilibre soit PbO;/PbSO, et PbSO4/Pb 
a = K; donc saq = VKs = 1,6: 1074 mol-L_! 
Comme la solution est saturée en PbSO4, on peut utiliser 


La réaction de dissolution dans l'acide sulfurique et le ta- les formules de Nernst des couples écrits avec l'ion Pb?* et 


T 
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bleau d'avancement correspondant s’écrivent 





mol-L-1 || PbSO4(s) | = Pb?*(aq) | +S02- (aq) 
initial Sac 0 0,5 
équilibre € Sac 0,5 + Sac 


La solubilité dans une solution contenant déjà des ions sul- 
fate est nécessairement inférieure à celle dans l’eau, donc 


Sac € Saq € 0,5 mol-L_} 


À l'équilibre, le quotient de réaction est égal à la constante 
d'équilibre soit 


Sac (0,5 + Sac) = 0,55ac = Ks 


Ks 8 — 
donc $sac = De =2K$=5,1-10 “ mol-L 


» 
La dissolution de la couche solide de sulfate de plomb II 
dans l’acide sulfurique est donc négligeable. 
Le potentiel standard du couple peroxodisulfate/sulfate 
est supérieur à celui du couple dioxygène/eau, même en 
tenant compte de la surtension. Le mur du solvant em- 
pêche donc l'ion sulfate d’être actif. 
Pendant la décharge, l’accumulateur fonctionne en pile. 
Les demi-équations rédox et la réaction bilan s’écrivent 


Pb(s) + S0Ÿ7 (aq) = PbSO4(s) + 2e7 
PbO; (s) + SO" (aq) + 4H* (aq) + 2e = PhSO4(s) + 2H20 


donc en éliminant les électrons 
Pb(s) + PbO (s) + 2807 (aq) + 4AH* (aq) = 2PbSO4 (s) + 2H20 


Voici le schéma des différents transferts pendant cette 
phase de décharge. 





utiliser sa concentration calculée à la question (b) 
E(PbSO, / Pb) = E(Pb?+ /Pb) 


soit, en utilisant la formule de Nernst 


0,059 di 
E(PbSO4/Pb) = -0,13+ —— logtPb°"] 


0,059 
log sac = —0,35 V 


E(PbSO4/Pb) = —-0,13+ 3 





De même 


0,059 [H*}4 











E(PbO2/PbSO4) = 1,46+ 10g —— 
( 2 4) 2 8 [Pb2+] 
0,059. 1,04 
E(PbO2/PbSO4) = 1,46 + Z log = 1,68 V 
Sac 


On en déduit la tension à vide de la pile 


Uo = E(PbO2/PbSO4) — E(PbSO4 /Pb) = 2,03 V 


f) Étude de la batterie. 


i) Chaque cellule ayant une tension à vide de 2,03 Vilen 
faut k = 6 pour obtenir une tension d'environ 12 V. 
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ii) Lorsque la voiture est arrêtée, i = 0, les potentiels 


des deux demi-piles valent respectivement 1,68 V et 
-0,35 V, et la tension à vide Uo = 2,03 V. En phase de 
démarrage, i4 = 400 À, on est en phase de décharge 
(fonctionnement en pile), la tension ne vaut plus que 


10,5 
Uy=——=1,75V 
6 
En phase de conduite, la charge Q est obtenue au bout 
de 20 minutes de conduite, soit Af = L d'heure. On en 
déduit que 
ie= © _300 A 
At 
tandis que la tension aux bornes de chaque cellule 


vaut 
14 
Uc=— = 2,33 V 


Ces valeurs donnent trois points particuliers des 
courbes courant-potentiel. 





fonctionnement en pile (décharge) 
Ai(A) fonctionnement en électrolyseur (charge) 





Hs pl re me ee ee 
Pb —|l> PHSO, 


ui U1,75 V i 


>| 





100 + 1 


, « 
: U2,03 V 

1 1002 

l 


Pb 7 PbSO,, -200+ 

















&--- ADD mens tb mo 2 mon mn on mens on ml bon 
U,2,33 V | 














-06- 


iii) Reprenons l'équation bilan en phase de décharge 
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Pb(s) + PbO» (s) + 2807 (aq) + 4aH* (aq) = 


2PbSO4(s) + 2H20 





correspondant au passage de n = 2 électrons. La loi de 
cinétique chimique s'écrit 








. dé 
i=nŒN =2F — 
dt 
dnso2- 
: L 1 s07 
donc Ur 2 at 
? H)0 
imax = 2} 1 
On en déduit 





imaxAt 


mso2- = MST -(82+ 4-16) = 248 
m0 = MB -(2-1+16-16) =4,5g 
Cette quantité importante d'ions sulfate consommés 
est inférieure à la quantité totale disponible car la 
charge produite est inférieure à la capacité de la bat- 
terie 
{= imaxAt = 6,7 Ah 
Q = 100 Ah 


La batterie est donc susceptible de fonctionner à nou- 
veau. Mais il faut attendre la réorganisation des ions 
au sein de la structure de l’accumulateur, et en parti- 
culier la migration des ions sulfate au sein de l’acide 
sulfurique vers l’électrode de plomb au travers de la 
couche de sulfate de plomb. Les quelques minutes 
d'attente peuvent correspondre à la durée de ce pro- 
cessus. 


g) La potentiel standard du couple H* /H: est nul, et celui du 
couple Pb°*/Pb est négatif. La réaction possible est donc 


Pb(s) + 2H* (aq) = Pb?* (aq) + H)(g) 


Le dihydrogène est un gaz explosif au contact du dioxy- 
gène de l’air, surtout dans une batterie où une étincelle est 
possible. L'explosion d’une batterie contenant de l’acide 
sulfurique est potentiellement très dangereuse. 
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CHAPITRE 19 


Formulaire mathématique 


19.1 Équations différentielles 


Équations différentielles linéaires à coefficients constants 


Une fonction X(f) vérifie une équation différentielle linéaire à coefficients constants d'ordre 1 ou 2 si on peut 
écrire 
aX" (6) + bX'(9 + cX(6) = d(n 
d(®) est appelé le second membre. Si a # 0, elle est du second ordre, si a = 0 et b Z 0, elle est du premier ordre. 
L'équation différentielle est habituellement accompagnée d’une ou deux conditions initiales (si £ est le temps) 
ou aux limites. 
La solution générale d’une équation différentielle linéaire à coefficients constants est la somme de 
— la solution générale X;(f) de l'équation homogène (sans second membre) aX”(f) + bX’(#) + cX(t) = 0 
— et d’une solution particulière X, (t) de l'équation complète 
aX"(t) + bX'(r) + cX(E) = d(F). 
X(E) = Xn(E) + XD (0) 


La solution X; est en général définie avec deux (si l'équation est d’ordre 2) ou une (si l'équation est d'ordre 1) 
constante d'intégration ; celles-ci sont calculées grâce aux conditions initiales ou aux limites. 
Les équations homogènes suivantes peuvent être résolues sans justification. 
— L'équation X/(#) + 2X(0) = 0 a pour solution 
Xn (0) = Ae7* 
- L'équation X”(#) + w5X(#) = 0 est appelée équation d’oscillateur harmonique et a pour solution 
Xn(E) = Acos(wof +) ou X7(f) = Acos(wot) + Bsin(wof) 


— L'équation X”(r) — FX( = 0 est appelée équation d’oscillateur hyperbolique et a pour solution 
t t et L 
Xn(t) = Ach- + Bsh-— ou X}(f) = Ae * +Ber 
T T 
Dans les autres cas, on cherche les solutions réelles de l'équation homogène en résolvant l'équation caractéris- 


tique du second degré : 
ar? + br + c= 0 de discriminant À = b? -4ac 
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- siA > 0, l'équation caractéristique a deux racines réelles r, et r2 et 


XA() = Aje!+A,e"! 


— siA=0, l'équation caractéristique a une racine double réelle r = — . et 


Xn(#) = (At+Bje'! 


— si A <0, l'équation caractéristique a deux racines complexes conjuguées r + iw avec r = — . et & = Le, et 


Xn(#) = Ae’* cos(wt+() ou Xn(#) = e' [Acos(wf) +Bsin(wf)] 


e La recherche d’une solution particulière (quelconque) est moins cadrée. On retient qu’on cherche en général une 
solution X,(f) « du même type » que le second membre d(f) : si d(f) est constante, on cherche X,(f) constante ; si 
d(®) est affine, on cherche X;(f) affine ; si d(f) est une fonction exponentielle, on cherche X;(f) exponentielle de 
même argument, etc. Dans le cas particulier où d(f) est une fonction sinusoïdale du temps, on utilise la méthode 
complexe suivante. Une solution particulière d’une équation différentielle linéaire à coefficients constants du 


type 
aX" (+) + bX'(0) + cX(t) = D cos(wt +4) 


est X,(f) = X, cos(wf +6). On détermine l'amplitude X, et la phase 6 en passant au formalisme complexe. 
e Onpose 


X= XQeitt1+0) et d = Dei(v1+9) 


L'équation en complexes s'écrit 


[-aw? + iwb+ c] Xe! #9 = Dei 


et on calcule X, et 6 en écrivant l'égalité des modules et des arguments. 


Équations différentielles à variables séparables 


+ La fonction x(f) vérifie une équation différentielle à variables séparables X et f si elle vérifie une relation du 


type 


a(x)x'(#) = b(?) soit a = b(t) 


avec la condition initiale x(fo) = xo. 
e Ce type d’équation peut se mettre sous la forme 


atodx = bdt donc | | 


X=X0 


ñ 
a(x)dx = Î b(t)dt 
t=t) 
d’où on déduit, si les fonctions a(x) et b(f) sont intégrables sur les intervalles en question, une relation du type 
A(x) — A(%o) = B(t) — B(t) soit A(x1) = A(%o) + B(t) — B(to) 


- Cette relation permet souvent, par inversion de la fonction A, de déterminer la valeur de x; à la date #. 
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19.2 Fonctions de plusieurs variables, équations aux dérivées partielles 


Fonction de plusieurs variables 


e_X, fonction des variables x, y, z est définie par 


R — R 
(X,7,2) —  X= f(x, 7,2) 


e_Ilest possible que les variables soient liées les unes aux autres. En physique, c’est le cas en mécanique des fluides 
lorsqu'une grandeur comme la masse volumique ou la pression au sein de la particule de fluide dépend du temps 
tet de ses coordonnées cartésiennes x y z, celles-ci dépendant elles-mêmes du temps f : P = f(x(#), y(#),z(6), #). 
Ce cas sera exclu dans la suite du propos. 

+ À partir d'ici, donc, on considère une fonction de plusieurs variables indépendantes les unes des autres. Pour 
fixer les idées, on considèrera majoritairement des fonctions de deux variables : 


U=U(T,V), H=H(T,P), S=S(U,V) 


K= ff y=4r. Vaste det, Z= h(x, 1) = e $ cos(wt — kx) 


Dérivées partielles 


- La dérivée partielle de X par rapport à une des variables x est la dérivée de X par rapport à x en supposant que 
toutes les autres variables sont constantes. On note Gb et on lit « d rond X sur d rond x à y constant ». On omet 


souvent de préciser que y est constant et on écrit simplement x. 
x 
ôx 
° L'unité de . est [X]-[x]”!. 

+ On peut dériver une grandeur plusieurs fois de suite par rapport aux diverses variables : 


+ AvecX= x?y?,ona ainsi © =2xy° et En = 2x? y. 





OX à ES ox Ô È 


= —|— =—|—|, etc. 
Ôx2 OÔx\ôx _) EN 


Ox0y Ôx 


œx 


ci _ 2.2 _ 
Ainsi, avec X = x° y » Bxoy — AXY- 


Théorème de Schwartz 


+ Sous des hypothèses de régularité que nous ne détaillons pas ici, et que nous admettrons toujours vérifiées dans 
les cas rencontrés en physique, les dérivations par rapport à deux variables indépendantes commutent. 
+ Théorème de Schwartz. Si X est une fonction des deux variables indépendantes x et y, alors 


OX OX 
Ôx0y  Ôyôx 








Écriture différentielle 


e Soit X une fonction des deux variables indépendantes x et y. X varie lorsque x et / ou y varie : on peut donc 
écrire que la variation infinitésimale de X est une combinaison linéaire de celles de x et de y : 


dX=A-.dx+B-dy 
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Or, si y reste constant, on peut écrire 4X = A: dx, donc A est le rapport entre dX et dx quand y reste constant, 


soit : 
ES se 
A=|—| etB=|— 
ôx}, Ôy}, 


+ D'après le théorème de Schwartz, il vient 
0A _ ÔB 


ôy ôx 


Équations aux dérivées partielles 


e Soit X une fonction de deux variables indépendantes x et y. Une équations aux dérivées partielles (EDP) est une 
relation entre les dérivées partielles simples ou multiples de X par rapport à x et y. 

e SiA= f(x, ft), on cite : 
— l'équation de d’Alembert (EDA) : d'A _ 1 ee =0 ; 


0 
— l'équation de diffusion (EDD) : — : DS =0; 
- l'équation de Klein-Gordon : «A+ + ga _ e =0; 


qui sont elles-mêmes des cas particuliers de l’équation linéaire 
A , 1 0A A _ 
QA+B +07 Ge — 0 
e La résolution des EDP est difficile en général. On retient trois familles très importantes de solutions pour les 
équations linéaires. 


— Les solutions de type onde plane progressive harmonique (OPPH) dont l'écriture en grandeurs complexes est : 
(OPPH) : A(Xx, t) _ Age/titEx+p) —_ Agertitkx) 


— Les solutions de type pseudo-onde plane progressive harmonique (OPPH*) dont l'écriture en grandeurs com- 
plexes est : 
(OPPHx) : A(x, ?) = Age Et = À gite En 


— Les solutions du type onde plane stationnaire monochromatique 


A(X, ?) = A cos(wf +4) cos(kx +) 


19.3 Analyse vectorielle 


Généralités 

+ La dérivation spatiale des grandeurs est plus complexe que la dérivation temporelle : il existe en effet des champs 
scalaires et des champs vectoriels. 

- Dérivation spatiale des champs : 
— le gradient est la dérivée vectorielle d’un champ scalaire ; 
— la divergence est la dérivée scalaire d’un champ vectoriel ; 
— le rotationnel est la dérivée vectorielle d’un champ vectoriel. 

- Les expressions de ces trois opérateurs de dérivation spatiale doivent être connus en coordonnées cartésiennes, 
et sont fournies par l'énoncé pour les coordonnées cylindriques et sphériques. 

+ L'opérateur nabla est un moyen mnémotechnique permettant de retrouver facilement les expressions en coor- 
données cartésiennes : 


V = 


ale?1e%le 
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* Attention à ne pas confondre, pour une composante quelconque d’un champ vectoriel À : 
— une lettre en indice qui signifie la composante correspondante 


A», Ay A2 Ar, Ab, A 


— etune lettre entre parenthèses, qui signifie que le terme dépend de cette variable 


A(x), A(y), A(2), A(r), A(B), A(), A(#) 


Ainsi, l'écriture suivante en coordonnées cylindriques 


À= A;(6, t) ür 


signifie que la composante A, selon &, du champ vectoriel À ne dépend que des variables 8 et £. 


Gradient 


- Le gradient est un champ vectoriel dérivé d’un champ scalaire : 
— sa direction est celle de plus forte variation ; 
— son sens correspond à la croissance du champ ; 
— sa norme est en unité du champ par unité de longueur. 

+ En coordonnées cartésiennes, V(x, y, z) et 


+ En coordonnées cylindriques, V(r,6, z) et 


° En coordonnées sphériques, V(r,6,) et 


Divergence 


av. 
=_— — dx 
_ =| w 
gradV=VV=|5, 
av 
Ôz 

av 

unes dev 
gradV=| -% 

ov 

Ôz 

av 

net dev 

gradV=| ;% 
_1_w 
rsin0 Ôp 


Chapitre 19 


- La divergence est un champ scalaire dérivé d’un champ vectoriel. Il s'exprime en unité du champ par unité de 
longueur. Il est positif lorsque le champ présente un mouvement divergeant du point considéré, négatif pour un 
mouvement convergeant, nul pour un mouvement traversant. 


Ax 


+ En coordonnées cartésiennes A| A, et 


Az 


divA=V-A= 
Ôx  Ôy 


Ôz 


0A; ÔA, OA, 
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A 
+ En coordonnées cylindriques A| Ag et 


Az 


avx- LAN , 1040, 84 
NÉE 5r ‘ro 62 








À 
° En coordonnées sphériques A | A9 et 


A 





— 2 i ÔA 
Ar dE L Ô(r‘A,) " - Ô(Aosin6) ” 1 p 
FË Ôr rsin0 08 








rsin0 Ô® 


* Théorème d’Ostrogradski. Le flux d’un champ de vecteurs À sortant d’une boîte fermée Z est égal à l'intégrale 
triple de la divergence dans le volume V délimité par la boîte : 


faas- |] div Âdt 
È V 


Rotationnel 


e Le rotationnel est un champ vectoriel dérivé d’un champ vectoriel. Il s'exprime en unité du champ par unité de 


longueur. Il a pour axe l’axe de rotation locale du champ, sons sens est cohérent avec la règle du tire-bouchon. 
Ax 

















= 
+ En coordonnées cartésiennes A| A, et 
Az 
aa, _ 04, 
0y  Ôz 
ro A=VAA=| Je - M 
Ôz Ôx 
0Ay _ OA, 
Ôx Ôy 
A 
° En coordonnées cylindriques A| Ag et 
Az 
1/94: _ ô(rAo) 
. r (60 ôz 
rotA=| %-% 
Ôz ôr 
1 fôtrAe) _ oA, 
r Ôr 00 
Ar 
° En coordonnées sphériques A | A9 et 
Ag 
1 Ô(rsin6Av) __ O(rAg) 
r2sin0 00 ôwp 
= 1 ‘A, Ô(rsin0A,) 
LOTA =) 6 à 
1 {9GAo) _ 84, 
T Ôr 08 
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* Théorème de Stokes. La circulation d’un champ de vecteurs À le long d’un lacet orienté € est égal au flux du 
rotationnel à travers la surface S tendue sur le lacet dans le sens cohérent avec l'orientation du lacet : 


Ÿ Rat = [frota.d8 
€ S 


Laplacien 
e Le Laplacien scalaire est un opérateur de double dérivation spatiale d’un champ scalaire V : 
AV = div grad V 
+ En coordonnées cartésiennes V(x, y, 2) et 
> OV OV OV 
= — + — + — 
Ôx? Ôy2 027? 


«| 


AV = V-VV= 


+ En coordonnées cylindriques V(r,0, 2) et 


10(r%) 1 ov o2v 











AV = — + 
Tr Ôr r2 002 Oz? 
+ En coordonnées sphériques V(r,6,) et 
av a 
ae Le), 1 d(sin0%) , 1 Sv 
r?  Ôr r’sin0 06 r? sin? 0 0? 
Âx 
* Le Laplacien vectoriel en coordonnées cartésiennes est défini comme le laplacien scalaire : À = A, et 
Âz 
—. dÀ À œÀ | VA 
AAÂ= —+—+—=| AA 
2 2 2 y 
Ôx Ôy* Ôz AA, 


e Dans le cas général, le Laplacien vectoriel est défini par 


AÂ = grad [div À] - rot [rot À] 


Propriétés 


e Soient U et V des champs scalaires, À et B des champs vectoriels. 
* rot grad V = 0 
i si rot À = 0, alors 10 tel que À = grad 
* divrot À =0 
* si div B =0, alors 2A tel que B = rot À 
* div grad V = AV 
* rot rot À = grad div À AA 
* grad (UV) = Ugrad V + Vgrad U 
* div(A A B)= B-rot À — A rot B 
* div (U A) = grad U : À +Udiv A 
+ rot (U À) = grad U À + Urot À 
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19.4 Intégrales de champs et grandeurs élémentaires 


Longueurs élémentaires 


- Les calculs de circulation d’un champ de vecteurs le long d’une ligne Z nécessitent l'expression des vecteurs 
longueurs élémentaires d£ : 
Î À dû 
2 


° Le théorème de Stokes ramène le calcul du flux d’un rotationnel à un calcul de circulation. Si S est une surface 
tendue sur le contour fermé & : 
[froix-as- | À. dt 
s € 


+ Segment élémentaire : dû = dxü x, arc de cercle élémentaire : dê = rd@ 0. 


22 
up 


= 
LE 








Surfaces élémentaires 


Les calculs de flux d’un champ de vecteurs à travers une surface S nécessitent l'expression des vecteurs surfaces 


élémentaires dS : 
ll JL À-dS 
s 


Le théorème d’Ostrogradski ramène le calcul de l'intégrale triple d’une divergence à un calcul de flux. Si V est 
un volume contenu dans une surface fermée E : 


Î| div À - dt = h 48 
V E 


Portion de plan : dS = dx- dyUa, portion de disque : dS =r-dr: dou ;, 
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Volumes élémentaires 


- Les intégrales de grandeurs scalaires sur un volume nécessitent l'expression de l'élément de volume : 


fr 


+ Pavé : dt =dxdydz, cylindre : dt = rdrd0dz, sphère : dt = r?sin6drd0dw 
Z 
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